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SIS LIRIA LA T A VA AL A DA VA VAR AN wa v AL AL AMMATAAV S AR ATV A

MEMOIRE
SUR
L’ETUDE DES FONCTIONS DE PLUSIEURS QUANTITES,

SUR

LA MANIERE DE LES FORMER
ET SUR

LES SUBSTITUTIONS QUI LES LAISSENT INVARIABLES;

Par M. Enmue MATHIEU.

Quand je me suis occupé de la question qui est traitée dans ce Mé-
moire, on ne connaissait alors de fonctions remarquables que la fonc-
tion deux fois transitive (ou résolvante) de Lagrange et une fonction
trois fois transitive de 6 lettres ayant 6 valeurs donnée par M. Hermite ;
ajoutons a cela les deux fonctions deux fois transitives qui ont été ren-
contrées durant le cours de mes recherches par M. Kronecker, I'une de
7 lettres ayant 3o valeurs, I'autre de 11 lettres ayant 60 480 valeurs, et
'on aura toutes les fonctions qui ont été données avant mes publica-
tions. Je rappellerai encore que, malgré le petit nombre de résultats
acquis a cette doctrine, Cauchy avait publié pendant le cours de
Pannée 1845, dans les Comptés rendus des séances de UAcadémie,
une longue série de Mémoires entiérement relatifs & cette théorie, mais
il ne fit la découverte d’aucune fonction.

A ces Mémoires de Cauchy j'ai toutefois emprunté une idée, et une
seule : c'est celle de distinguer les fonctions en fonclions transitives et
en fonctions intransitives. En effet, dans cette théorie, ce sont les fonc-
tions transitives, et surtout celles qui le sont plusieurs fois, qui sont
seules vraiment remarquables.

J'ai donné dans ce journal (année 1860) des notions générales sur les
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fonctions transitives, et j’ai démontré I'existence de fonctions trois fois
transitives de p + 1 et de p" + 1 quantités, lorsque p est un nombre
premier.

Dans le Mémoire actuel je supposerai connus ces résultats et jen’y
reviendrai pas; mais j'exposerai la découverte de plusieurs autres
familles de fonctions plusieurs fois transitives dont le nombre des quan-
tités est une puissance d’un nombre premier ou un tel nombre aug-
menté d’une unité, et je donnerai des méthodes trés—simples pour les
former. Et 'on comprendra toute l'importance de mes théoréemes,
sachant qu’ayant cherché directement toutes les fonctions qui n’ont
pas plus de 12 quantités, j'ai pu reconnaitre que les 22 fonctions de
moins de 11 quantités qui sont plusieurs fois transitives sont renfermées
dans les familles que j’ai découvertes. Ce résultat fait voir clairement
que I'on n’a pas de fonctions de 7 quantités plusieurs fois trausitives,
lorsqu’on laisse le nombre n complétement indéterminé, et ensuite que
mes théorémes donnent toutes les fonctions plusieurs fois transitives
dont le nombre des variables est un nombre premier, une puissance
d'un nombre premier, ou de tels nombres augmentés d’une unité, lors-
qu’on ne particularise pas davantage le nombre des variables. Enfin,
jai pu m’apercevoir qu'en particularisant convenablement ces mémes
nombres, on trouverait de certaines fonctions qui seraient invariables
d’abord par les substitutions qui ne changent pas mes fonctions plu-
sieurs fois transitives, et ensuite par un nombre plus ou moins grand
d’autres substitutions. Je ne saurais mieux faire que de donner ici pour
exemple ’étonnante fonction 5 fois transitive de 12 quantités que Von
trouvera dans ce Mémoire; cette fonction est due: 1° 4 ce que 12est un
nombre premier 11, augmenté d’une unité; 2° 4 ce que le nombre 11
est le double d’'un nombre premier,' plus 1; 3° & ce que 11 est une
puissance paire d’'un nombre premier, plus 2.

Ainsi je dois dire que, bien que les familles de fonctions que jai
trouvées donnent les fonctions plusieurs fois transitives qui se pré-
sentent le plus ordinairement, je ne doute pas que par suite du concours
de circonstances plus ou moins extraordinaires, il y ait non-seulement
d’autres fonctions, mais encore qu'il y ait un nombre trés-considérable
de classes de fonctions plusieurs fois transitives, en ne rangeant dans
une méme classe que des fonctions dues a des circonstances identiques.
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Ce Mémoire contient aussi une méthode qui permet de découvrir des
fonctions plusieurs fois transitives, et des théorémes généraux sur les
fonctions transitives d’un nombre premier de quantités.

CHAPITRE 1.

DE LA FORMATION DES FONCTIONS. — METHODE POUR DECOUVRIR ET
FORMER DES FONCTIONS PLUSIEURS FOIS TRANSITIVES.

De la formation des Jfonctions.

Considérons une fonction de n quantitée, que nous représenterons
par laseule lettre x affectée de n indices différents; soit ¢ (z) une fonc-
tion de z telle, qu’en remiplacant z par ces n indices les résultats soient
ces mémes indices pris seulement dans un ordre différent ; ¢ ( z) pourra
caractériser une substitution que nous désignerons par (x. .z'?z), ou
méme souvent par (3, ¢z).

D’apres cela, soit

(1) (x, 22), (s x, ) (7= L, Jreees (Xg Xy s)

un systéme de substitutions conjuguées, ¢’est-a-dire telles, qu’en faisant
une quelconque de ces substitutions, puis cette méme substitution ou
une autre des substitutions (1), on fasse en définitive une des substitu-
tions (1), on aura

cpa(p‘@z = (pyz.

TaroriME. — Il y a toujours une fonction invariable par un systéme
de substitutions conjuguées donné, et invariable par ces seules substitu-
tions.

Proposons-nous de former une fonction invariable par le systéme
de substitutions comjuguées (1), et supposons que les indices des n
variables soient o, 1, 2,..., 5 — 1. Soit

q‘(-rm Ky Layeeny .Z‘,,.._,)
' 3r1..
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une fonction qui a 1.2.3...n valeurs, et qui est par conséquent
changée par toute substitution. Sur cette fonction faisons successive-
ment toutes les substitutions (1), nous aurons les r fonctions différentes :
q)(xoa Xy Logerny xn—c}a

q;(x?lo, X, Eyren xqpl("_,)),

(2) ap(.rw, Zyrr  Lyorees xﬁ("_l)),

« 8 s s e

q)(x?l\—lo’ lr?r—ll ’ :r(Pr—l.2 mne x?r—-l("—l)) ’

Prenons une fonction symétrique de ces r fonctions, et nous aurons
une fonction ¥ qui est invariable par les substitutions (1).

En effet, faisons sur les fonctions (a) la substitution ( z, ¢.2), elles
deviendront

Lp(x?ﬁ’ Topr  Foaretr x'?.("—'))’

X x e a
q" (x?e?lo ! P! ’ Pep2? ’ ?g‘?t(" —‘)) ?

e« & » s s s e & =2 s « » o s =

(3)
‘P(x?,?r_@’ Lot ? Togp2? xmp_.("—ﬂ)

Or on a 99,2 = ¢,z; dailleurs les fonctions (2) étant différentes,
les fonctions (3) le sont aussi; donc les fonctions (3) sont les fonc-
tions (2) prises dans un autre ordre; donc ¥ est invariable par les
substitutions (1). Il est évident qu’en général la fonction ¥ est changée
par toute autre substitution, et que le nombre de ses valeurs distinctes

1.2.3...n
r

Si, ¢ (s Xy Ls,eeey Tny) étant une fonction quelconque, le nombre

est

. ’ . I1.2...n . . .
des valeurs de la fonction ¥ n’était pas —— il serait, comme il est

aisé de le démontrer, un diviseur de ce nombre.
Supposons actuellement que ¢ (Zoy Xyy Xgyerny Lny) SOIL invariable
par un systéme de substitutions conjuguées

(4) (2, 3), (2, 042), (3, 053)0.05 (2, i)

BEP T e) BE e
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Ecrivons les substitutions

(2,2), (3,0,23), - (2 06.2),..., (2,0u42),
(zv?lz)) (zﬂP«elz)a (Za?ceaz)r“- (z,q;,@,Hz),
(A) (2, ‘Pﬂz’)v (z: ?2eaz)a (z, ?2922’)7“" (z,%eu.,z),

(2, 9r-12)y (% 9Pr16:12)s (2,9,-0032) 500y (2 ps 0y 2)..

Sila réunion de ces substitutions forme un systéme de substitutions
conjuguées, je dis que la fonction ¥, formée comme il a été dit ci-des-
sus, est invariable par ce systéme de substitutions.

La fonction ¥ est encore invariable par les substitutions (1); il reste
donc 4 démontrer qu’elle n’est pas changée non plus par les substitu-
tions (4). Sur la fonction ¥ faisons la substitution (z, 0, z), les fonc-
tions (2) qui la composent deviendront

g ('xogov Lo, Ly areeey xaa(n—l))’
('P (xae‘?l o? xee?l 1 xae?l 22 xee?l("'—-l)), A
"'P (xa‘c?zo, xga?zl’ xﬁe%M'“’ xae?z("_1)>’

..... . e e s »

La substitution (z,0,¢,2) fait partie du systeme de substitutions
conjuguées (A), puisqu'on l'obtient en faisant (z, ¢,z), puis (z, 0,2);
donc on a :

Oepsz = 9,952

Ainsi les fonctions (6) peuvent s’écrire

¢ (‘rﬂeo’ L1 Lg,a9002 xa‘(n—.;)),

...........

7] o’ [ 1? ? & n-—
( Py Py : Pa, _, ﬁr—l( N

1t ‘@P—-l r—1 ﬁr——l
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La premiére des fonctions (2) est invariable par la substitution
(2 0.2); donc elle est égale & la premiére des fonctions (7). On voit
aussi, par la méme raison, que la seconde des fonctions (7) est
égale a

"P(’rgg [} x,, ! J.‘? a3e0y x?“;(n—n})r

%y L &y

que la troisieme des fonctions () est égale a

%y &y

v.p(.r? o0 Ly 19 Xy gy X (u_,)),
oty %y

et ainsi des autres. Donc les fonctions (7} sont les fonetions (2) prises

dans un autre ordre; car il est clair qu’elles sont différentes entre elles

et la fonction ¥ est invariable par le systéme des substitutions (4); donc

enfin ¥ est invariable par le systéme des substitutions conjuguées (A).
Le systeme des substitutions conjuguées (A) peut aussi s’écrire :

(Z,Z), (Z, ?4&); (z,%z),.... (zw?h—lz%

L (2,04 3) (Z, 6u-—|?| Z), (50, ?25)"--s (2,0, Pr3);
car toutes ces substitutions sont différentes. Supposons en effet que
I'on ait
0,0,2=0,9.2;
désignons par §, z et ¢,z les fonctions inverses de 6,z et de 9:%, nous
aurons ’
¢,2=0.0,9,2 et ¢.0,2=0,0,3,

et Pune des substitutions (1) serait identique 4 une des substitu-
tions (4), ce qui ne doit pas avoir lieu.

D’apres cela, on peut encore former une fonction invariable par le

systéme des substitutions conjuguées (A) de la maniére suivante. On
formera d’abord la fonction

X(xo’ Xyy XLggueey xn-—l))

it TR RS R R ER SRR L IR R Y AT T IR AN
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qui soit invariable par le systéme de substitutions conjuguées (1); puis
sur cette fonction on fera toutesles substitutions (4); enfin on prendra
une fonction symétrique X des fonctions ainsi obtenues.

1 est évident que les fonctions (2) sont invariables respectivement
par les systémes suivants de substitutions conjuguées :

(z, 2), (2,6,2), (3,052)...., (2,0,y2);

(?lza?iz), (‘Plza P4 9.2:) (‘qua ?aazz)v---; (‘Pe Z, ?4641-42)5

. e L Z T S

(fpr—-i Za qor—l Z), (‘Pr—-f Z, §0r—4 01 Z), (?r—d Z,' ?r—l 92 Z),. A (?r-—l Z, ?r——l 6u-—| Z) L]

et si on désigne en général par ¢,z la fonction inverse de Do Z,CES SYS~
témes de substitutions peuvent s’écrire

(z,2), (2,9,2), (2’623)7"‘7 . (’Z')eu—lz)’
(z,z), (Z,QD.9¢¢'[2) (z, 30.9230', Z)r--z (z1<Pleu—l ?'[Z),

v . L N

(3,2), (3,9, 0, Prar2)s {(2,9,1020,.,2),..., (2, ¢rs 00, P 3)-

Meéthode powr former des Jonctions plusieurs Jois transitives.

Soit une fonction transitive F de n quantités oy, Xy, Xay..., X,,,
qui, considérée comme fonction des 7 — 1 quantités x,, x,,..., a,_,,
est invariable par le systéme des substitutions conjuguées

(1) (2 2,), (xzxalz), (xzxeyz),..., (xzxﬂ,_,z)’
et qui n’est pas changée non plus par les n — 1 substitutions
(2) (xzx'%z , (x“%'?,z)""’ (.rzx?n_lz),

qui s’effectuent sur toutes les 7 variables, et qui jointes a (x, x. ) consti-
tuentun systéme de substitutions conjuguées qui caractérise une fonc-
tion transitive. Nous nous proposons de former, si elle existe, une
fonction deux fois transitive ® des # + 1 variables Loy X4y Lgy..,
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Lty Xy qui, considérée comme fonction des n premieres variables,
soit semblable a F.

Considérée comme fonction des n — 1 variables x,, Lgy-ery Lnory 12
fonction ® n'est pas changée par les substitutions (1). Si donc on dé-
signe dans un ordre convenable les variables x,, aa;...; Zn—t par
x|y Xgyeery Loy, par la raison que ® n’est pas changée par les substi-
tutions (1) et (2), @ considérée comme fonction des variables a5, &',

’

X yyeiny Xy DESE PAS changée par les substitutions
7 ] ’ ’ ; ! r '

(3) (x, ), (xs‘xo‘z), (xz xozz),..., (.x's xa,_.’)’
U ! U U x’ x’

W (@) (e (%, )

Or les substitutions (1) et les substitutions (3) s'effectuent sur les
mémes variables x,, Lgy..0y Lnt donc elles sont identiques. Quant
aux substitutions (4), elles contiennent les n variables Xyy X
Zgyrny Ln_ys €Lsila valeur de chaque x' était connue, une quelconque

" des substitutions (4), jointe aux substitutions (1) et (2), suffirait pour

o g

que I’on piit former le systeme de toutes les substitutions conjuguées qui
laissent ® invariable. Or, les substitutions (3) étant identiques aux sub-
stitutions (1), une quelconque des substitutions (3) (x;x'gﬁz) est iden-

tique & une certaine substitution () (xzacga,) qui lui est semblable.

Supposons qu’en identifiant ces deux substitutions on trouve X=X,
on aura les substitutions (4) en remplagant les o par leurs valeurs.
D'aprés cela, pour obtenir des substitutions qui laissent invariable
la fonction @ et qui contiennent 'y, on choisira parmi les substitu-
tions (1) celle qui renferme le moins de cycles, une substitution circu-
laire, s'il y ena une. Soit (x,,xoa,) cette substitution; on identifiera

celte substitution de toutes les manieres possibles avec chacune des
substitutions (3) qui lui seront semblables. Restera ensuile a recon-
naitre celles de ces identifications qui sont bonnes, et pour cela on
cherchera si, parmi les substitutions dérivées des substitutions (1), (2)
et (4),ily enaqui s'effectuent sur les n variables a,, &, Xas.-y Lnis
et qui ne coincident pas avec les substitutions (1) et (2); dans quel cas
Pidentification est 4 rejeter. Mais si I'idevtification est reconnue bonne,

Oow ' G - s
! ' e LRI R R RS RN R T TRRRE SANE L AL AN AN A R A
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on pourra former le systéme de substitutions conjuguées qui laissent @
invariable, et par suite former @.

Si dans les substitutions (1) toutes les variables entrent de la méme
maniere, ce qui aura lieu en particulier si la fonction F est deux fois
transitive, et par suite la fonction @ trois fois transitive, on pourra
poser &', = x, ; ce qui facilitera beaucoup Pidentification de la substi-
tution (xz xamz) avec chacune des substitutions (3) qui lui sont sem-

blables; ainsi, par exemple, si (xz x, z) est une substitution circulaire
[

de n — 1 variables, il n'y aura qu'une seule maniére de Iidentifier

avec une substitution (3) qui lui est semblable, au lieu qu’il y enait 7.

Si la fonction ® était quatre fois transitive, on pourrait non-seule-
ment faire &', = x,, mais on pourrait poser x, = x,. Si la fonction ®

était cinq fois transitive, on pourrait faire

r__ oo [,
L= Xy X=Xy K=,

Nous allons maintenant nous proposer de former la fonction ®.
I.a fonction

F=F (x,, Lyy Lyyeriy Xp_y)

est invariable par le systeme de substitutions conjuguées :

n ’(.z',xz), (xzxelz),...,(xzxgr_‘z), (aczx?lz), (x”x?’ﬁ&)"“’

XX .
S ( : San——lar—l 5)

Remarquons ensuite que, puisque 'on a x, = x,, une quelconque
des substitutions (4)(.70'5 JC;r‘) peut s’écrire (xxzxz?,Z) ou (xzxx%x,,)’
en désignant par 'z la fonction inverse de yz, ou enfin (xzx?:z en
posant

Xerx'3=1¢ z.

La fonction @ est donc évidemment invariable par les rn? substitu-

Tome VI (2® série). — JuiLLET 1861, 32
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tions sulvantes:

[ ‘(x,.r,), .(xzxgl,)s---’ ‘(xﬂxgr_d;)’ ]

L.(x, xw), (xz x, als)" ) (x, x, 9r_.z)’ |

_ (.r,, xy ‘), (x, xy 018)""’ (x, = 9,_|s)’ -

(B) | (xz x, ?.5)’ (xz Ty s,l“),.. . (x, x?,‘%_lor_l,), ]

(xz x?L—l‘)’ (xs x‘}‘ln—lenz)" = (x‘ x?’n—lgr——l‘)’ 7

1 (. Xg X, very (X2 "
—‘( £ ?ln-l?lz)’ ( ‘ ?n-—l?lelz), ! ( 2 ?’n—-l?n—-lalt_lz)'-—

Toutes ces substitutions sont différentes; car si, en désignant les
fonctions g6z par ¢ z, on aviit

¢ 42 = 9,45%

on aurait, en désignant par ¢ V'inverse de ¢, ,
1

9, 9, 2 =g %

et en changeant z en ¢, 7, inverse de ¢,z,

[ 1
?ul?r z =“Pﬁ l{ﬂ_g'z,
égalité impossible puisque '(x,x?, v z> permute nécessairement x et
0(" r
que (x‘xsb,a%,z) ne le permute pas.

Ainsi il reste 7z substitutions a ajouter aux substitutions (B) pour
compléter le systéme des ru(m —+ i) substitations conjuguses gai lais-
sent @ invariable. Désignons par (x,x, ) une quelcongue de ces rn
substitutions, ces rn substitutions seront

) (o (o]

(.Z‘s x)%,) 9 (xz x1¢,|0‘;)»--'» (JL‘; .I'A?n_l ar_ls),

car elles sont distinctes entre elles et elles sont distinctes des substitu-
tioms(B), commie on le voit aisément.

(C)

[ v e vorret : (RN TR R S F R RN RN T TRN N EENE I LR R R
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Aucune des substitutions (B) ne change &, en &, ; donc les rn subs-

titutions (C) changent & en x,. Supposons que (x,ap ;) change x,

en x, ; représentons I'inverse de ¢,2 par g_, z; supposons aussi que

on ait ', = x, et alors (x,xy ;) change &', en x, et (x,x,_ 5y change
x, en x,; donc la sabstitution:

by APy 4
(%% er2)

change x,” en x,, et peut étre prise pour la sabstitution (o z05,):
Cela posé, formons les fonctions

F (x,, X, Xgserny x(n_,)),

F (x‘r",°"‘ Lgp  Lygeen Ly (nﬁl;_),
(D) (e e e e C .

P (x?’n—lo' r?ln-ql, x?’n 27 ’ ?’n .("'l)),

que 'on-obtient en faisant.sur la premiére les substitutions (4), puis
(«, ;). Prenons une fonction @ symétrique des n-+-1 fonetions (D),

et nous allons démontrer que la fonction @ est invariable par les sub-

stitutions (B) et (C), et par conséquent n’est autre que la fonctiori ®.
En effet, soit (x, x,, ) une quelconque des substitutions (B) et (C), et

démontrons que © n’est pas changée par cette substitution.
Considérons une quelconque des fonctions (D)

(K) F (x?;O’ xq:le’ xgagxa""’ x?&(n-—l));

la substitation (x, x »s) changera cette fonction en la suivante

(E) F (xwzm xsﬁ?&l’ ‘rsz,?;(g’".’ xw&(n—l))'

La substitution (x, x M,‘z)fait nécessairement partie des substitutions
o .

(B) et (C); on a donc

Y9 2= 0, 9,065 . Ou g, 2=29.0s3.
3a..



252 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Dans le premier de ces deux cas, la fonction (E) peut s’écrire

F ;
xp"l;:,ﬁbo’ xgo;?cabl’ » xp‘:?cab(n——l) ’
or la fonction F (x,, x,, ..., x,_,) est invariable par la substitution

. 927 :
(2=, 5..)5 donc la fonction (E) peut encore s’écrire
F(x?zo, Lot y3ees x%(n_l)),

et c’est une des fonctions (D). Dans le deuxieme cas, la fonction (E)
peut s’écrire
F(xz%a,,o’ L 005107 xz;co,,(n_l))ﬁ
ou encore
Fa,,, 2y 5.0, J!“n_l)).

Donc la substitution (x; x,,) change la fonction (K) en une autre

fonction (D). Ce que nous venons de dire de la fonction (K) est appli-
cable 4 une quelconque des fonctions (D), y compris la derniére.

D’ailleurs les fonctions (D) étant toutes différentes le sont encore
aprés que I'on a fait sur elles la substitution (x, xy;); donc cette der-
niére ne fait que permuter les fonctions (D).

Application. — Considérons une fonction F de sept quantités
KXoy Xyy..., X qui soit invariable par les seules substitutions
(s Zare+s); regardée comme fonction des six variables x,, 25, ..., 2
seulement, cette fonction n’est invariable que par les substitutions
(e 2xa;), c'est-a-dire par

(e) (x4x2x4)(xsxexs) et (x.x.x,)(x,x,xs),

et les substitutions de sept variables qui ne la changent pas, sont les
puissances de (&; Xz4.) ou de

(d) (X Xy Xp Xy Xy X54).
Le nombre des valeurs de cette fonction transitive est

1.2.3.4.5.6

3 = 240.

weoor e f . . P RN B R AR N L IR E NS I TR R A
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Cela posé, cherchons s'il existe une fonction deux fois transitive des
huit quantités x,, x,,..., 2,2, et qui, considérée comme fonction
des sept premiéres, soit semblable a F.

En désignant les quantités x,,x,, . .. , X¢ dans un ordre conve-
uable par x',,x,,..., 2, cette fonction deux fois transitive sera

mmvariable par les substitutions

(¢) () oy o) (o X &) et (o, &, ) (23 &g 2y ),

et par les puissances de la substitution

(d’) (acy &'y &'y o'y oy oy ).

Les substitutions (e) sont identiques aux substitutions (¢'). Faisons
1"1 = x,.

En identifiant la premiere des substitutiorts (e) avec la premiére des
substitutions (e'), on aura les deux résultats snivants :

/

’ r ’ r ; !
10 X, =x,, Xy=d,, Xy= Ty Xy=Tg Xg= X5, Lg=.2y;

0 I_— 7__ l__ 'f__ I__ V_
20X TLy, Xy &Ly X=X, Xy= a2, Xy, Xg= .

On pourra ensuite identifier la premiére des substitutions (e) avec la
seconde des substitutions (¢') d’'une des trois maniéres suivantes :

7

4 ’ ? 7 ’
¥ Xi=a, Xi=a, Ly=a, Ly=a, Kg= g, Xy= ay;

0 o ! R S R J o .
4° x,=wx,, Xy= g, L=, Xy3=IX, L=, Xg== Xg;
/

! r r ’ U
5 xi=wx, Xi=x, x=x, o=ux, Xy= X4, X'y= a,.

D’apres cela, la substitution (d’) sera 'une des cing suivantes :

(" (o, a0y 26 X, 204 25),
(2) - (g, 2520, 204 0,),
(3 (X2, X5 204 204 204 25),
(4) (o) ey 6200 X5 204),
(5) (X s 2,205 205 204 24).
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Ta substitution (3) ne peut: convenir; en. effet faisons la substitu-
tion (), puis la substitution (3), opération représentée par le tableau
Lo Ty X Xy Xy Xy Xs xl,
X, *y Xy X, Ty Xg Xy Xy
X, Xy Xy Xy XLy Xs Xo Xy
et nous aurons la substitution (x, &, X'y X %) qui ne peut laisser in-
variable la fonction cherchée, puisqu’elle n’est semblable ni aux sub-
stitations (), ni 4 la substitation (d).
La quatriéme identification ne peut convenir non plus; en effet

faisons la substitution (4), puis deux fois la substitution (d), ce qui est
indiqué par le tableau

. ’
l—’ro Xy xa xs .Z', 1'5 Ji’e x()

’
Ko Xy Xy Xy Ty KLy Ly XLy

Xy Xg Xy Xy X, Xy Xy Xy

et .nOUS aurons la substitution (a, Xy) ()26 &) (23 x,), qui ne
peut laisser ipvariable la fonction cherchée.

Reste donc a examiner s’il existe des fonctions transitives de huit
quantités ayant 240 valeurs, invariables par 'un des trois'systémes:de
substitutions suivants:

U
10 (2, Xa X4) (X5 g 25y (Lo Xy X Ty X4 XLy 2g), (X' Xy Xg 206 X4 Xy 25
N ! ». -
2% (&) X2 X4 (X5 X 25); (o 2y Xy Xy X5 5 Xp)s (o 20y g 25 X4 X6 Xy );

30 (20, XpXy) (Xs X 25)y (20, Xa Ty X4 X5 gy (Xgay 204 X5 Xy Ly Xg)-

Si sur le premier systeme, on fait la substitution (&, ), (X2 Xs),
(x5 x4), 1l devient

(xs 25 25) (X5 X, 25), (o X5 X5 25 X3 Xa 2y), (UG X X5 Xy Xy Ty Z,)3

les deux dernieres de ces substitutions sont des puissances des deux
derniéres du systéme 2°; donc le systeme 2° ne differe du systéme 1°
que par la maniere de désigmerrles variables.

TR L IR R R TR A A R



PURES ET APPLIQUEES. 255

Enfin si.l'on cherche des substitutions dérivées du systéme 1° ou du
systeme 3°, on ne trouve pas de substitutions de moins de huit quan-
tités quine soient pas de la fornie des substitutions( e) et (d ). M nous
serait trés-facile de former ici ces deux fonctions d’aprés ce qui a été
‘dit ci-dessus; mais comme hous n’avons denné cette application que
‘pour mieux faire:.comprendre notre:méthode, noits ne tous arréterons
pas davantage sur .ces deux fonctions [*].

Actuellement, conservant les notations employées ci-dessus, suppo-
sons qu’il y ait une fonction ® au mois deux fois transitive de 7 + 1
variables o, 2,y Xg,..., 2, ,, .r"o qti, donsidérée comme fonétion des
7 — T quantités &y, x,,..., 1, soit invariable par le systéme de sub-
stitutions conjuguées

(1) (s x4), (xs Xy o) (x,xgzz),...., (xzxﬁr_.z)’

et qui ne soit pas changée nou plus par les n — 1 substitutions

(2) f(xzxw)’ (x"oc?ﬂ)’ (xz 'rw)""’ (x,.‘ac;’%_‘lz),

qui s'effectuent sur les n variables, et au moyen desquelles en peut
amener une quelconque des variables 4 la place d’une autre. Enfin la
fonction @ est invariable par les substitutions

’ ! ! o g U ! 7
(3) (x'z'rz)’ ('rz xa,z ) ('xz 'rBTz)”"’ (xs xe,_,z)’

(4) ~(ch xw)’ (xz .1'?12), e, (xz x?n_ﬁ)’
les substitutions (3) étant identiques aux substitutions (1) dans un cer-

tain ordre. Supposons que I'identification des substitutions (3) avec
les substitutions (1) ait donmé &, = ,,, nous aurons

X:x'2=0,2, xo, X 2=¢,2, 9,6, 2=¢.6,z

[*] Nous reverrons ces deux fonctions dans le chapitre III & propos de la fonction
de harit quaetitts qoi w trenie valears.
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et la fonction ® est invariable par les rn (n + 1) substitutions
- (-%'s x:)’ (x,, xa,z) , (x, x9n‘)’ (xz x”.-_lZ) , -
xz x?w—l 0r—-l‘),

Lo Xy 0r...‘)’

3
8
hl
S
.
s
. M
A~~~

(B) ¢ Xy X Xy X Xe X
( ) . z ?'x @2 L] z ?’I ) 515 ’ ) z q,'l Fnt 01._l5 LI
(.Z'z x?'n—l 5)’ (xz x?;:—-lox 5) ! (x‘ x?ln—l 625),. ™ (xz x?;:-xar—lz)’ ‘W
| ( 2 G 4 5) ’ ( AT A z) o ( N Y Pumt B z) ’
[ (e X, X x e
(C\ ( e ?,‘ 5) ’ ( e ?"01 z) ’ ( s x?—| ?”l 015) ? ? (x; x?—l ?’,l 6,4 ‘) ! :I
’ Xy X . g X ,
| ( z ¢_| ?/‘ ?1 z) ) ’ ( 2 ?._| 4 |?In—| 6’____| 5) '

9., z étant la fonction inverse de ¢, z.

Supposons ensuite qu’il y ait une seconde identification des substi-
tutions (3) avec les substitutions (r) qui donne une fonction semblable
a la fonction ®, en faisant abstraction de la mariére de désigner les
variables. Au lieu des substitutions (3) et (4), nous aurons les substi-
tutions

3 (@), () (B (5T
(&) (Jc'; x;.z)’ (xz x;,z)’ e e e (x'; x;n_lz);
les substitutions (3’) sont, dans un certain ordre, les substitutions (1),
et on a X, = X,,; posons
pis s =10,2
per 1 2= 9,2,

par suite

per b p' 2 =¢,6u2

1/ z étant la fonction inverse de (iz. Nous aurons donc le systéme de
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substitutions conjuguées

|

r(xgxz)’ (xzxalz), (szazz)a- vy (-rzxﬂr_‘a)Q
- (xz x?lz) ’ (.%‘z x?xal')’"" (.1’,, xP"—' 9'—'8), ‘J
F («rz .Z’?,: z)’ (.x'z x?r: 912), (xz x?/: 0’5)9. ey (xz .%'?ul 6,_,3)’

B/
( ) | (xzx?,;?lz), (xz.r?,:%ajz),..., (xzxq)':%,_|6r—lz)’ B

"N
~——
-

H

Xy X Xy X Xg X e Xz X
l’-( f 7’,::—13), ( ‘ 9";,.-—-1615)’ ( £ ?,:1—1028)’ ? ( &6,

Xg X viay (g
( # ?’;ll—-x?lz)’ ’ i ?'L_l?n—|6r-—-|z),—f

(C') !— (xz xi’—l 5"’: 5)’ (xz x‘?—l ?’: g, "‘) L (xz x'?_z ?’: 0r—-lz)’ ]

= ( ‘ ?_1?"1?16) ’ ( i ?_Isv”l?n_.f’r_l‘)’

et, d’aprés I'hypothése, le systeme (B'), (C/) ne différe du systéme (B),
(C) que par la maniére de désigner les variables.
Supposons alors que on ait, 7’ z étant 'inverse de 1z,

5 ! _9 ! oy L o o s
W T 2= e <y TQD,‘L'Z-—SDfZ, T?;TZ—SOIGZ,

nous aurons
’ 6 / _— " 9 .
P Pv T 2= 0,0,0, z;

on passera donc des substitutions (B) aux substitutions (B') par la
substitution (2p Xes); par suite la substitution (xz Zep_ o ,r,) est une

des substitutions (C') et on peut poser

W 9172 =9_, 00,2
et

%o 9.6, v2=109_, 00,z

Voyons maintenant s'il pourra exister une fonction M des nn+ 2
quantités ag, 2y, Ly,..uy Loy, X'qy 'y, qui, considérée comme fonction
des 7 + 1 premiéres de ces quantités, soit semblable 4 @ et soit inva-
riable par les substitutions (B) et (C) et aussi par les substitutions (B

Tome VI ( 2¢ série), — JuiLLer 1861. ) 33



RN

258 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

et (C'); de sorte que cette nouvelle fonction soit transitive une fois de
plus que ®.
Si 1a fonction M existe, les substitutions

S S e N

| (.1‘, x?’_ z) (x, x?'| 8,2)? (x, AL z) ’ -

®)

(x, x?,;‘_‘z) , (x, x?’i._.e.z) yeees (xz x?,:‘_‘gr_lz), 7]
| (x, Lo, ?’.5)’ (x, Lo 17, 9,5) L (x, x?’l,_l?'n_.gr..z)’ _
(x,, Lo e, 5) ’ (xz Lo e, 015)" T (x, x?’_‘?”lﬂhls)’

(x, Ly 77, 5)’ (x, Lo &9 3.5) LA (.r, Lo o, ?’,,_.9,_.8)’ i
sont conjuguées entre elles; ce sont les seules qui effectuées sur X'y,
Hogyery Lnoyy Lgy Xy, laissent invariable la fonction M, et I'on passe des

substitutions (B), (C) aux substitutions (B*), (C°) par une méme substi-
tution.

(€")

Apreés cela, nous reconnaissons que cette fonction M est invariable
par les ra(n +1) (7 + 2) substitutions

(@) (z 2y ?.0;2)’

(6) (%= %sp 7, M.‘)’
(€) (% %y, pitye)
(d) (% %ot 2tye)?
(e) (e %o 7, 000)
() (2 Xy o5, ote)"

Les substitutions (e) et { ) sont évidemment différentes entre elles,
et eltes sont évidemment différentes des substitutions (a), (#), (¢)

T AR T TR RT RN SRR L EATT TE RSN NI
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(d), puisque seules elles changent.x’; en ay. Les substitutions (¢) et
(d) sont évidemment différentes entre elles, et elles sont différentes des
substitutions (a) et (5), puisqu’elles changent &) en x, et qu’aucune
des substitutions (a) et (&) ne change x’, en x,. Enfin les substitu-
tions (a) et (¥) sont évidemment différentes. Donc les substitutions
(a), (b)s (¢), (d), (e), (f) étant toutes différentes, sont les seules qui
laissent invariables la fonction M.

Actuellement je dis que, pour que la fonction M existe, il suffit que
I’on puisse passer des substitutions (B), (C) aux substitutions (B”), (C”)
par une méme substitution.

Remarquons d’abord que les substitutions (B) et (C) peuvent étre
représentées par les deux expressions

Xz X Xz X H
( ‘ 7"55"10#5)’ ( z ?——1?,1%602),

elles sont pareillement données par les deux expressions

x X5 X, .
(xz P9 sz)’ ( el 09 sz)
Donc on a, quels que soient s et ¢,

9, 9:0,2=19, 9, 6, 2 9:9,0,2=19,9.0,2

i ? ou =¢-,¢,9,9, % ou =¢_,¢,9,0,2

Pareillement on a

0. 9:0,2=09, 4,0, 9:9,6,2=0¢,¢,0,%

ou = ¢ ,9,¢, 0,2, ou =¢., 979,06, 2

(%)

Enfin puisqu’on admet que 'on passe des substitutions. (B), (C) aux
substitutions (B”),(C”") par une méme substitution, celles-ci sont conju-
guées entre elles, et on a encore

" ;%’?’,evz:?; 9., 6,3 9,96, 2=9.9.0,2
l r "

o e , ot I3 :9
ou = Q.99 Y, % ou =¢_,949,9, %

33.
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Observons enfin qu’on a les égalités
& Gpz=19buz 0.9,2=0,03 %5q,2=0g6,z

Soient p*) et ¢ deux des fonctions ?, 9’5 9”5 au lieu d’écrire les
égalités (g), (&), (i), nous pouvons dire qu’une fonction composée
seulement des cp(“), o'® et des 6 peut s’écrire

#79%,2 ou ¢ ¢@ePg, s,

Ceci établi, nous voyons aisément qu’en intervertissant ’ordre des
fonctions ¢, ¢’, ¢”, on pourra toujours ramener une substitution dé-
rivée des substitutions (B), (C), (B'), (C') & une des formes (a), (8), (),
(d), (e), (f). Donc la fonction M existe.

Remarque. — S’il arrive que la substitution (a, Xy z) ne fait que per-
muter les substitutions (a, 2,7), on passe des substitutions (B), (C)
aux substitutions (B"), (C’) par la substitution (22 Xyes), €t par con-
séquent la fonction M existe. En effet, on a dans ce cas

X996 0,7 X' 2= xo9, ¥ X 79,0, 7 ¥ 2= X9\ ¥’ 19, 6. ' -
Or on a par hypothése
X9 X 5= 95 2,
et on a d’ailleurs

XPobe ¥/ 2= 9.0, z;
donc

X7 960,7 X 2 = ¢}, 9. 6, .

Application. — Nous avons dit précédemment qu'il y a une fonc-
tion deux fois transitive de huit variables qui a 240 valeurs et qui est
invariable par les substitutions

(m) (xy 2420, (a3 x4 X5)y (o2, 25205 2, 2, xs), (x'ox,.r,x,x,xsxs),

ou par les substitutions

(m’) &2 x,x,) (x3x6x57, (x()xl Xg L'y Xy Xy xo) (x'; Ly XLy XLy XyXgXy),
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et que I'on passe des substitutions (m) aux substitutions (m') par la
substitution

' (x,x) = (2, x)(x, x5)(xy x,).

z Tz

La substitution (o, x ) estici (x; 24x5), et’on passe des substitutions

(m) aux substitutions
(m") (xcq x5 20,) (o, 2, o), (o) 2y 25 2, 22, 0, Xy), (X' xy X520, 2, xiXy)
par la substitution

(wzxr);s) = (&, Xy, 25 x, 2, )

Donc il existe une fonction trois fois transitive de g quantités qui a
240 valeurs, invariable par les substitutions (m) et (m') (*).

Nous donnerons 4 la fin du chapitre suivant une application bien
plus remarquable de cette théorie.

CHAPITRE 11.

FONCTIONS DE Pv QUANTITES INVARIABLES PAR DES SUBSTITUTIONS
(xx, &, 5% . ;) ET FONCTIONS DE P’ ~+ I QUANTITES INVARIABLES PAR DES

SUBSTITUTIONS <x5 xAzp“ + B)-

Czl,oc—a— D

Soit p un nombre premier; en mettant comme indices 4 la lettre &

les p quantités qui satisfont 3 la congruence z” = z (mod. P), nous
avous étendu dans le Journal de M. Liouville (1860, p. 38), aux

(*) Cette fonction est donnée par ce théoréme qui se trouve dans le Chapitre 11 :

Si p est un nombre premier, il ¥ a une fonction trois fois transitive de p’ —+ 1 variables

2.3 ..(p" —2)

v

valeurs,

.1
qui a
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fonctions de p’ et de p* + 1 quantités des théorémes que nous avions
J’abord démontrés pour lesfonctions de petde p + T variables; nous
allons maintenant donner ici pour les premiéres fonctious des théo-
remes qui leur sont propres, en adoptant les mémes indices.

Soit 7 un diviseur de v, et w.un diviseur dep’ —1,ily aune fonc-

tion transitive de p° quantités invariable pour toutes les substitutions
(10) (z, a*2d" +Db)

1.2...(p“ —2)%
v

Soit ¢ une fonction invariable par la substitation (3, "), on for-
mera une fonction invariable par tontes les substitutions (10) au moyen
de ¢, comme on forme une fonction invariable par les substitutions
(z, a*z + b) au moyen d’une fonction qui est changée par toute substi-
tution.

Si nous supposons ¥ = f, nous aurons une fonction deux fois tran-

T
< u valeurs.

etqui a

sitive de p’ quantités invariable par les substitutions
(r1) (z,az”m—i—b)

. na.(p— 2)x T
et qui @ —————— valeurs.

Seit v un diviseur de v, il existe une fonetion trois: fois transitive de

s . 2 (pf—2) X7 . . .
p’ + 1 quantités qui a (P = 2] valeurs, et qui est invariable

v

par toutes les substitutions

A"+ B
(]2) z, To ’
Ccs& —+D
Soit F une fonction deux fois transitive invariable par toutes les
substitutions {11); on construira une fonction invariable par toutes les

?
substitutions (12 ) au moyen de F, de la méme maniére que I’on forme

% &Gt D
moyen d’une fonction invariable par les substitutions (2, az + b).

. . . . . Az+B
une fonction invariable par toutes les substitutions ( + )au

T TR LI ] . B I TR '
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Soit 7 un diviseur de v, et p différent de 2, il existe une fonction A
. e Y . . 1.2...'(1:"——-2) 3
deux fois transitive de p* +- 1 variables quia ——"—0-o < 2tvaleurs,

et qui est invariable par les substitutions (12) pour lesquelles AD — BC
est un résidu quadratique.
Nous formerons 1a fonction A zu moyen de la fonction ) invariable

par les substitutions (2, a2 2" + 4) de la méme maniére que 1'on peut
Cz+D

quelles AD — BC est résidu quadratique au moyen de la fonction inva-
riable par les substitutions (3, @®z 4 b). Ainsi faisons sur A toutes les

L . c A B
former la fonction invariable par les substitutions (z, it ) pour les-

. - 41 I " N . d .
substitutions ‘(;a ; +n), nous obtiendrons ainsi les p* — 1 fonctions
pi—1
. o e (—1) 2
iy Aay v n iy A _,; faisons encore sur ) la substitation \ z, —

ce qui donnera )'; enfin formons une fonction symétrique de

MNA,y ..., Apv_l, ¥, et nous aurons A.

La substitution (z, 27°) peut changer ou laisser invariable la fonction
qui a deux valeurs; dans le premier cas, en multipliant A par la fonc-
tion quia deux valeurs, on obtient umne fonction qui a un nombre de
valeurs double; dans le second cas, on obtient ume autre fonction
semblable 4 A.

Supposons v pair et p différent de 2, et soit 27 un diviseur de vy il
existe une fonction deux fois transitive de p’ quantités qui a

.
1 —_2 . ~. . .
,’,E_EP—) > 27 valeurs, et qui estinvariable par toutes les substitu-

tions renfermées dans les deux expressions
2ot (20 1)1
(13) (z, 0" 4+ m), (z, w0 " n),

y . . - v ___
@ ctant une racine primitive de 27 ~" =1 (mod. p).

Pour construire cette fonction deux fois transitive, nous formerons
une fonction ¢ invariable par les substitutions

yX-44 20t 41 .
(Z, CIL)zrzp ), (Z, wzs+r zp( )’f),
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nous ferons sur cette fonction toutes les substitutions (z, z + m),
nousobtiendrons les fonctions @, ¢, 955 ..., 9, _, €t NOUS prendrons une

fonction symétrique ¥ de ces p” fonctions.
On voit encore que, « étant un diviseur impair de p’ — 1, il y a une

2.. .(p“ —2)

fonction transitive de p” quantités qui a - X 2T X u va-

¥
leurs, et qui est invariable par les substitutions (13), dans lesquelles o
est remplacé par o

Supposons v pair, p différent de 2, et 27 un diviseur de v ; il existe
une fonction trois fois transitive de p’ 41 quantités, qui a

{_-_2;-_(1’1'_—_2) > a1 valeurs, et qui est invariable par les substitutions

A p2oT B A, ,)(2a+l)r B,
(14) (Z, - 207 = ), <Z, - (3e+1)7 = ’
C# +D C# + D,
AD — BC étant résidu quadratique, et A, D, — B, C, non résidu.

On construit cette fonction trois fois transitive au moyen de la fonc-

tion ¥ invariable par les substitutions (13) de la méme maniére que
z Az+B
'Cz—+D !

pour lesquelles AB — BC est résidu quadratique au moyen de la fonc-
tion invariable par les substitutions (3, a*z + b).

Yon forme la fonction invariable par les substitutions (

Remarque. — Ces différents théorémes donnent des fonctions qui
ont le méme nombre de valeurs, sans étre semblables. Ainsi dans le cas

Y . . . . . e
ou > est pair, il y a deux fonctions trois fois transitives et une fonc-
T

2. (pP—2) X2

v

tion deux fois transitive de p* + 1 quantités qui ont !

valeurs. L'une de ces fonctions trois fois transitive est celle qui n’est
pas changée par les substitutions (14); Pautre fonction trois fois tran-
sitive est celle qui est invariable par toutes les substitutions

AP B
Z, 20t 5
. C&7 +D

I R LI R TR A TR AN RN
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enfin la fonction deux fois transitive est celle qui est invariable par

toutes les substitutions
. A7+ B
b
e 4D

pour lesquelles AD — BC est résidu quadratique.

; o AZ" 4B
Etude des substitutions <z, + )

CP 4D

Parmi ces substitutions considérons d’abord la substitution (3, z°)
et ses puissances (z, z”“).

Les racines de la congruence 2¥ =z (mod. p)sonto, 1,2, ... P —1;
donc Ia substitution (2, 2) laisse immobiles les variables ZoyXyy Xy, ...,
Zp—1 et permute les p’ — p autres variables.

Si v est un nombre premier, la substitution (z, 2)est une substitution
P—r

v

réguliere composée de cycles de v quantités. Car Ty Lyr Tpay o

X;,»—1 sont des variables différentes. La substitution (z, z”r) est sem-
blable a (z, ).

Si v est un nombre composé, les racines de z7 =32 qui appar-
tiennent 4 2”° = z sont celles de la congruence z”° = z, v étant le plus
grand commun diviseur de v et de a; par conséquent la substitution

4 .
(z, 27 ) s'effectue alors seulement sur pY — pT variables.
Considérons en second lien les substitutions

(a) . (z, az”“)

et soit 7 le plus grand commun diviseur de « et de v. D’aprés ce qui a

été dit au commencement du chapitre I, il résulte du mode méme de

formation des fonctions gni sont invariables par les substitutions (a),

que les substitutions qui ont moins de p* — 1t variables sont de la
Tome VI (2¢ série ). — Aour 1861. ) 34
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forme ( kz, kz’ x) ou de la forme
(b) (z, l"’“"z”m);

ce sont donc les substitutions (a) pour lesquelles a est résidu de puis-
sance (p* — r)iéme . par conséquent aussi les substitutions (a) pour
lesquelles a n'est pas résidu de puissance (p* — 1)tme s’eftectuent sur
p’ — 1 quantités.

Occupons-nous ensuite des substitwtions

(c) (.z, az”“-l—b)'

Reportons-nous & la maniére de former une fonction invariable par
les substitutions (c) au moyen d’'une fonction invariable par les sub-
stitutions.(a), et nous reconnaissons que toutes. les substitutions (c) qui

ont moins de p’ variables sont de la. forme
(d) ' d
(z + m, az¥ + m)’

et sonl semblables aux substitutions {a); les substitutions (d) peuvent
encore s’ écrire

o -4
(z, azP” — am? +m).

D'aprés cela, pour que la substitution (¢)s'effectue sur moins de p’
quantités, il faut que T'on puisse trouver une valeur de m satisfaisant a
la congruence

e 8
— am” +m=b
ou
- g
am? —m+ b=o;
si au contraire b est tel qu'il n’y ait aucun diviseur commun au pre-

un‘ B . .
mier membre de cette congruence et & m” ' _y, la substitation (c)

s'effectue sur p’ variables.
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Nous avons examiné ces différents cas particuliers de la substitution

(. A" +B)
(e) z, ——— )
Cz" 4+ D
parce que toutes les substitutions (¢) qui s'effectuent sur moins de
pr+ 1 variables sont semblables-aux substitutions gue.nous venons de

considérer ; nous allons maintenant ‘passer au cas général.
Pour étudier les substitutions (), nous allons procéder comme nous

At B)- (Journal de M. Liou-

Pavons fait,pour les substitutions ,<z, Fer

ville, année 1860. )

® étant une racine primitive de 2" ~' =1, s0it
f) @ [(er), Lyy Xy X gy xmp"—n]

une fonction qui est invariable par toutes les substitutions x(z, az’#);
faisons sur cette fonction toutes les substitutions (2, 2+ m) et for-

mons une fonction symétrique F de ces p’ fonctions; sur la fonction F

. . . I ' .
faisons la substitution (z, ;), nous aurons la fonction F'; enfin sur la

. s N 1. . »
fonction F’ faisons les substitntions ,(z,, pyragrs 'k)’ ce qui donnera les
fonctions ¥/, F/,..., ‘F'pv_.; soit © une fonction symétrique des P+
fonctions F, ¥, ¥ ..., F;v_[; @ est une fonction invariable par les

substitutions (e), et les substitutions qui neichangent pas ces fonctions F

sont les substitutions (€) qui s'effectuent sur moins de P’ -+ 1 quan-
tités.
La fonotion ¥, contientla fenction

. (xl+u), x y X, X I 1,
! u L. ! o
r r+1+ r+w+u r+m’+u +u

qui-est invariable par les substitutions

/ I 1
® (vn v
° \T ez " riean?” ’

34..
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puisque la fonction (f) est invariable par les substitutions (z, az'"“) ;
donc F, est aussi invariable par les substitutions (g ).

On met facilement les substitutions (g) sous cette forme

1 ]I“ P“—f—[ au—u”u
(.—-—a-o-u)g —u +——-_a-
(/1) r—ar? r—arf
%y o a o
2P — P
oL
r—ar?f

En donnant a r et u les p’” valeurs dont ils sont susceptibles, on aura

toutes les substitutions qui ont moins de p’ -+ 1 variables, et qui ne

changent pas les fonctions F/, F, F,,..., F;,_I; il n’y a pas lieu

- . . . . 4 1 late-
d’ajouter aux substitutions { k) les substitutions (z, mz’ + n) qui lais
sent F invariable; car ces derniéres substitutions se déduisent de
I'expression (%) en y faisant

r==o.

Les substitutions (%) ou (g) qui s’effectuent sur moins de p’ — 1 va-
riables sont celles pour lesquelles a est résidu de puissance (p* — 1)#me
t étant le plus grand commun diviseur de . et de v.

Les deux variables.x,etx, sont laissées immobiles par les substi-
—+u

r
tutions (%); si cette substitution s’effectue sur moins de p* — 1 quan-
tités, les autres quantités qui resteront immobiles seront celles dont les

. . . P“—| .1
indices sont racines de la congruence 2" ' = —.

Ia puissance s de la substitution (g) ou (%) s’obtient en y chan-
- psu—' o os
geantaena 7~ et z¥ en z” .

Les substitutions de p* quantités qui laissent F invariable sont les
N . o
substitutions (z, az” + n), daos lesquelles nest tel que am”™ — m + r
. . v— ’ » A
n’a aucun diviseur commun avec m” ~' — 1; rétant pris de la méme ma-

niere, toutes les substitutions de p’ variables qui ne changent pas F,
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sont données par V'expression

(k) | 2z 2 z ]

nous avons donc toutes les substitutions (e) qui s'effectuent sur p
quantités.

On voit d’aprés cela que, excepté la substitution (z,.wtz‘”gc + n) de p*
variables, toutes les substitutions (e) qui s'effectuent sur moins de
P’ -+ 1 quantités sont représentées par I’expression (k), n étant alors
quelconque.

Si la substitution (e) s'effectue sur les p»+ 1 quantités, elle peut
encore étre représentée par Pexpression (k), mais a la condition que

a, u, n ne soient plus de la forme oy + a,7 ...+ @, "7y agy @y, etc.,

étant entiers et i racine d’une congruence irréductible du degré v; il
faudra d’ailleurs que Von ait

A & au — uP”
=, =TT
C n

(m)

~+ u

I

1 __B a upnc__D
p =% = =3

VI

A, B, C, D étant de la forme oty + 0, i +...+ o, i

1
Des congruences (m) on tire les deux suivantes :

o o [~ .
A4 pe” ' i4an” " AD—BC 4

7

?
P* P* e a
C

et en les joignant a la premiére congruence (m), on en tirera facilement
ces trois autres équations qui donnent n, a et « :

AD —BC ,epn AP+ DOP" e

(‘/) C’ Cpoc o+ r=o,
aZH,AD-—BC _ 1 A
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oy—

Donc s'il v a une valeur de nde la forme o, -+ 0,4 +... 4o, _ i7" sa-
tisfaisant a (¢), les valeurs de a et de u sont de la méme forme; donc
aussi, pour que la substitutien (e) s’effectue sur p’ 4+ 1 quantités, la
condition nécessaire-et-suffisante estqme te-premier membre de la con-
gruence (q) n’ait aucun diviseur commun avec ¥ ' — 1.

D’apres cela, supposons que A et p. soient pris de telle sorte que la
congruence

o x
T — AP +p=o
soit irréductible, *c’est-a-dire que son premier membre n’ait aucut

Y
facteur commun avecn’ ' — 1. Posons

e Y ¢
» AD—BC

Il

¢”* "2 (AD — BC)

nous en tirerons

On voit d’apres cela que pour chaquesystéme de valeurs de) et de p,
‘ . A B D , N
nous aurons p’ systemes e valeurs pour oee et les substitutions

de p” + 1 variables peuvent s’écrire

LA
$ ¢ . A
peP e — e
\-4

¢/

Fonction cing fois transitive de douze quantités ayant
1.2.3.4.5.6.7= 5040 valeurs.

En nous appuyant sur ce-qui a été dit dans ce chapitre et surtout sur
ce qui a été exposeé a la fin du chapitre I, nous pouvons facilement

IR . . .
! ' . v [N} T TR R L RA R LA L AL RE RN RN |
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démontrer 'existence d’une fonction cinqg fois transitive de douze
quantités.

Soit o une racine de la congruemce irréductible

©? + 20 + 2=o0 (mod. 3),

et considérons la fonction deux fois transitive des neuf quantités @,
Loy Lay Loy Ty Xt Tawr Ligag
toutes les substitutions comprises dans les deux expressions

.+ &, ., qui est invariable par

([) (xz' xm2r=+m)’ (fxz xm”-" lss—i—m) 3

celles de ces substitutions qui ne s’effectueront que sur x,, x,, x,,

T Lo Xt 0w Laior Laia, sont les suivantes :

Il

(m) (xz xm’z) Xy xl_'_wx, xa—i—zm) (xa) xl+2wx2wx2+w)’

i

(n) (xzxm353 (+au X2 .1‘2+w) ($2+2w xamxx-h-w

Xy xm Xy xm) (x2+w x1+m '1.1+2m_x2+2m)’

(

)= (&, x
P) () =(
)=

(.Tsx 4

w's 1 .1'2) (x1+mxz+2w) (JL’M xzm) (xl+2wx2+w)’

et leurs.inverses; de plus, toutes les substitutions (1) sont des. dérivées
de celles~la et de

((I') (.1‘0 x4 JCZ\) (xm X gw 'x'z-—(—-m) (xz-w-x|+2u 1ﬁ2+2w>.
Identifions. la sabstitution

x, X

('JC,.JCl x‘«"rz—o—zm)( o x+2wxfm'x2+m)

+w

avec .
13 e U 1 1 ’- ’ ! )

('x.t xz»-i—aﬂm .1'2 x1+m-)'(x2+w xzm xn-{-—nm 'rw ‘¥

wous pouvans faire 2, = x,, et nous avons pour lesiqualre identifi-
cations :

1] ’ i
Xy == Ly, xz-{«aw—'xl+m; xz'—‘x2’ =X

’
Lyto 2+20°
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avec

1 X, = x, = 4 = = ;
240 . Ta? 20 xl+2m’ xl+2w =Xy X, = xz+m’
o y . 1 . ro ' . 2kt
2 Lrw — xw’ xl—i—zm - xl-i—zu’ X, = xzw’ xz-i—u =x 4
3o X =x x =ux X =x = ;
12w Ta w1207 240 Y 2w’ Low — xz-q—m 4

4° X =x, X = X =ux x =
o Ta’ 240 1420’ 1w~ T2t T Vadgw

Pour chacune de ces identifications la substitution

(o, X', %) (&, & Y, x

I+ & n+tn I+2a xa—l—na)

devient respectivement

1° () 2, x,) (@ 140 Xatan x,) (xl-l—-?wxzuxl—{—m)’
2° (X 0 22) (X0 Xy 20 Esa) (T X0 L)
3° (o x4 202) (2, 2+2wxnw)(xn+mxmxl+m)’
[40 (x:) Xy xﬁ) ('rm xn+w ‘r1+2m) (xmxa+mx1+m)'

En cherchant quelques dérivées de la substitution 3° et des substi-
tutions (m), (n), (g), on reconnait immédiatement que la substitution
3¢ pe sanrait donner une fonction trois fois transitive de dix va-
riables.

Prenons les substitutions (m), (n), (p), (4) avec la substitution 1°,
nous aurons un systéme que nous appellerons A; prenons les substi-
tutions (m), (n), (p), (¢), avec la substitution 2°, nous aurons un sys-
teme B; enfin, prenons encore (m), (n), (p), (¢) avec 4°, nous aurons
le systeme C.

Oo voit facilement que pour la premiére identification on a
x, = x, = x, et par suite qu'il existe une fonction invariable par

z
le systéme A, et qu’elle est invariable par toutes les substitutions com-
prises dans les deux expressions

(xz Lprs-BY? (xzxA,s‘+B,)’
Cs+D C, '+ D,
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AD — BC étant résidu quadratique et A, D, — B, C, non résidu.

On reconnait ensuite que I'on passe du systéme A au systéme B par
la substitution

(xl—i-wxl-f-zm) (xm xzw) ('x2+2m 'x2+m);

on passe aussi du systéme A au systéme G par la substitation
(xH-w'rzm) (x2+2w'x‘w) (‘r1+2m 'rz-f—w)'

Pour la premiére identification on a x, = X, = x,, et la substitu-
. z
tion (x 2 ) = (xz x,) ne change pas les substitutions 2° et 4°.
g
Il résulte donc de la théorie exposée 4 la fin du chapitre I et en par-
ticulier de la derniére remarque que nous y avons faite, que I'on passe
par une méme substitution du systéme dérivé de

(m), (n), (p), (q), 1o

non-seulement au systéme dérivé de

(m), (n), (p), (q) 29

mais encore au systeme dérivé de

(m)’ (n), ) (7)7 3o,

Et pareillement on passe par une méme substitution du systéme des
substitutions dérivées de

(m), (r), (p), (g) 1°

au systéme des substitutions dérivées de

(m), (n), (p), (), 4°

et au systeme des substitutions dérivées de

(m)’ (n), (p), 1°et 4°.

Tome VI (2¢ série). — Aour 1861, 35
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Nous avons dong bien une fonction cinq fois transitive des douze va-
riables a,, Xy, 25 X4 4 Xypr Ligrw Lot Loterar Tor Loy Loy Lo»
et on caractérise cette fonction en disant qu’elle est invariable par les
substitutions () et par les substitutions

(-1"0 I, 1‘,) (x2+mx2+2wxm) xl+2wx‘2wxl+w>’

(x’:) X, Jv?)(xawx2+ﬂmx2+m)(xm xl+2wxw+l )’

(xlg x, xﬂ)(‘rw xz+zw xl+2m)(x2&) xz+m xl+ m)'

Enfin j’énoncerai encore sur cette fonction la remarque suivante que
je ne démontrerai pas : Si on remplace les varjables

/ !
Xyy Loy Xy X g X

Ht
I+o 2+260? X gw Loy Ly Loy Ty 4 Xywr Lo

par

Toy Ly Xgy Tgy Lay L5y Loy Lqy Fgy Loy Lyoy Loy

respectivement, cette fonction de douze quantités est invariable par
toutes les substitutions

Az-+B
(z, -C_z-:—_ﬁ) (mod. 11).

AD — BC étant résidu quadraﬁque.

Je posséde une fonction cinq fois transitive de 24 quantités qui a
.2.3.4...18. . \ . e
: ng 3' '9 valeurs, et qui est due a des circonstances différentes

de cellgs qui dannent la fanction cing fois transitive de douze quanti-
tés dont nous venons de parler [*].

[*] En joignant cette fonction cinq fois transitive aux fonctions de moins de trente-
quatre quantités qui sont données par nos thégrémes généraux, gn voit que 'on a des
fonctions plusiears fois transitives de » quantités, tant que 7 est < 34; ce fait tient sim-
plement & ce que tous les nombres < 34, excepté 21 et 22, sont des nombres pre-
miers, des puissances de nombres premiers, ou de tels nombres augmentés d’une uniteé,
ou enfin des puissances de 2 diminuées d’une upité.

I TR RRERREERETRNTE RTRE T NI ]
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CHAPITRE I11.

FONCTIONS PLUSIEURS FOIS TRANSITIVES DE Pu VARIABLES (p NOMBRE
1.2.3...(p" —1)

PREMIER ), QUI ONT
’ (7 —1)(pr—p)...(r—p)

VALEURS.

De la formation de ces fonctions.

Considérons un systéme de p’ variables, et comme dans le chapitre

précédent désignons-les par la lettre x affectée de p* indices qui soient
les racines de la congruence

(1) ? —z=0 (mod. p);

nous allons maintenant nous occuper des fonctions de ces p’ variables
qui ne sont pas changées par toutes les substitutions

(2) (z, Az,””~1+szv—2+Cz”v—3+...+Hz-|—L).

1l faut immédiatement remarquer que dans Pexpression (2), A, B,
C,..., L ne sont pasdes-racines de la congruence (1) prises arbitraire-
ment; pour que 'expression (2) représente une substitution, il faut en

A —1 —2 .
effet que le polyndéme Az” + Bz” " 4. ..+ Hz n’ait aucun fac-
teur commun avec 2 — z, afin que, 3, et z, étant deuix racines de la
congruence (1), on ne puisse avoir

AzZ?’T
1

on

Y — Y o— .Y =T
+ BZ, 2—l—...+Hz.,EAz’: l—!—Bz"; +...+Hz,

Az, — 2V " +B(z —2) " +...+H(z —z,)=o0.
Cela posé, on a identiquement
S lz(z”" - z)E(ll””_I P AR T P I 1 +72z>
(3 ' X(hﬁ"“'zp“"

(™

bz 1) (BT T s hae 2)

1

+...+hz—|—p—1‘)-

35..
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v y—1 N 4
Soient a™', @”*, a,..., @' les racines de z”" = z dues au pre-
. v-—I .
mier facteur, a®', a®*,...,2>” " les racines dues au second, o',

ag’z ' 3P0

I . TR . . .
. celles qui sont dues au troisiéme, et ainsi de suite. Pre-
nons la fonction

xa,,,x“.’gxa,,g ...x’m y—1 +xmg’1 xav)’g » ..xo{z ...

Lp A

(4)

-+ xup,l X pyroevs x“ v—11

PP
nous pouvons donner a £ dans 'expression (3) p” — 1 valeurs; mais si
e est une racine de 2" '=1,h = h, et A = h,e donnent les mémes
facteurs; de sorte que pour décomposer 2 — z de toutes les maniéres
possibles en facteurs comme dans I'identité (3), il suffit de donner a A
pF—

—1

valeurs ; a chaque décomposition de z”° — z correspond une

i . : ion svmeétri P
fonction telle que (4); prenons une fonction symétrique ¢ de ces Pr—

fonctions, et nous aurons une fonction qui est invariable par toutes les
substitutions (2). 1l est clair d’apres cela que 'on obtiendra la fonction
® en faisant sur la fonction (4) les substitutions

Pr—=r
(2, 2), (2,02), (2, w®2)..., \Z,w?'z),

’ . . .o N .
w étant une racine primitive de z7 ~'==1, et en formant une fonction

v
’ . —_—1 . . .
symeétrique despp - fonctions ainsi obtenues.

Pour démontrer que la fonction @ est invariable par toutes les sub-
titutions (2), il suffit évidemment de prouver qu’une telle substitution
change les indices qui satisfont 4 'une des congruences

BT e T T e+ PP hz=0,

(5) W' e+ hz+1=0,...,

Ve . e P R AR L IR R AR N L R R AN |
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en les indices qui satisfont 4 'une de celles—ci :
R T P T T + hP2f K z=o0,

(6) R T e M+ 1=o,...,

BT g T +HWz+p—1=o0.

Par la substitution (2) la racine z d’une des congruences (5) sera
hangée en

y— 1 g .
u=Az" + B .. +Hz+L,
et de cette congruence on tirera
(7) z=aw” "+ bu” T .o+ P + mu+ n,
en désignant par
v-—1I v 2 .
(z, az’ 4+ bz¥ T4+ mu4- n)

la substitution inverse de la substitution (2). Si donc nous rempla-

cons z par I'expression (7) dans les congruences (5), chacune des

congruences qui en résulteront, donnera les indices en lesquels seront

changés les indices qui satisfont 4 chaque congruence (5).
Substituons donc I'expression (7) dans

R T T T e o v=o,

et nous aurons

/ N L - F:i—l
‘ % (au”' "+ bu? 2+...+lu"+mu+n)

_ _ _ p)l-'—Z
{0 au” T bu "+ mu+n)

{ —+-h(au"’y~' +bu” T P+ mu+n} + v=o.
Posons

b+ BT P L o=,

I VY ' N Ty =4,
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{8 étant une racine de z?==z, et la congruence précédente deviendra
»—1 —_1 gy —2 —2 ,
RPN T e P W L+ Ru+ fHv=0,

/' et {8 étant.indépendants de ¢. Donc la fonction & est invariable par
toutes les substitutions (2).

La fonction @ est d’ailleurs changée par toute autre substitution,
ainsi que nous allons le démontrer.

Donnons-nous une substitution quelconque (z, ¢2) et prenons la
substitution inverse

(u, f,,u_,u'w_l —+—fpv_2 u”y_g—i—...—{—flul—e—...}

Pour que la substitution (2, ¢z) ne change pas la fonction @, il faut
gu’en substituant

. Yo - v—a2 o
(8) z=f, o '+fpu2_u”. A fput

dans les. congruences (5), on ait des congruences telles que (6), et
cela quel que soit /3 clest la condition nécessaire et suffisante.

Substituons I'expression (8) dans
W T e BT T ks v=0

et nous aurouns la congruence suivante

“"[jp“_‘ (P —1)pr— +f':_—,: (=2 S P'—'+"']

P-—-I

—2 — v—2 yv—2
[}”"y ul7 =1 +.--+fl’” u” +...]+...

pr—1

v—r[ v-r F _])Pu + +f} prr Ipv--r s .“:l o+
Pv_‘

h [fy_'upu—l+fy—2llp”__‘1+...+.‘f;ul+-'.]+VEO-

P

t " .
' ' 1 " [ R RN T IR R RN TR
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Parmi les termes de cette congruence, il y ales v suivants:

v —I ¥ —1 Y—=2 Y] y—3 v—3
[27 7 7 e ) T A

PV—" pll—~l' =3 [p'l—-—]
+h fz,,r +---+79(,P»—1J“
Y2 L gy=——2 y—3 v -3
+ [k” [T+ P
!

czpY ——4 P”"'{!
Ip + k -fl‘ +

p!

Sal Y KNSV Yol WS
Iy’ S

Pv——s pv—s V——35—I :pv-s—l py—-s-z Yr— 8 — B
+ [72 Jr+w fz,, + £k j;;f +

V— 3§57 . yy—S§-=7p ¥ -8 —-1 Yo—S—1 8 —
Ty P e BT W
Ip" Ipy—1

.

Nous voyons que les coefficients de ces puissances de # sont tous des
puissances du premier. Supposons que [ ne soit pas une puissance
de p; pour que la congruence (g) ait la forme des congruences (6)
il faut que les coefficients de ces puissances de u soient nuls : ce q
exprimera en égalant simplement le premier A zéro et il viendra -

’
u'on

=o0;

Iy —1

¥y—1 . oy—1 Yyo—=2 _  v—2 Y—7 L u—r .
(o) B S T T W S '+...+7y‘p

remarquons que fy, f,, f5,r, fi»— ne figurent pas dans les autres
coefficients des puissances de x; mais la congruence (10) devant avoir
lieu quel que soit &, on a

Ji=0, [fp=o0, fir=o,..., Jw—1=o0.

Si au contraire [ est une puissance de P les coefficients de uwr '

w?” %, etc., ne devront pas étre égalés a zéro et’on n’aura plus & poser
la congruence (10). Donc dans 'expression (8), des différents coeffi-
cients / il ne reste que ceux dont les indices sont des puissances de «;
ce qu'il fallait démontrer. -

On peut encore former d’une autre maniére élégante une fonction
invariable par toutes les substitutions (2).
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Soient o, b,, b,,..., bp,,_,_I les racines de la congruence
2 2P T ez T 2P z=0,
on a la congruence identique

M2 = 2) = (W2 — A2 (2P — Az — b)) (3 — 23— by)...

e .()J’z”—)\z—bp.,_,_]).

(11)

Désignons par «,,d,,..., &, les racines dela congruence ¥z’ —)z=o,
par o, -+ m, @+ M,..., &, + m les racines de A7z =iz + b,, par
@, -+ My ty + M',... @, + m' les racines de ¥ zP=12z+ b,, et ainsi
de suite. Prenons la fonction

‘ xa,xu,xoﬂ,“-xap -+ xoﬁ.+mxa,+m-'-xo:’,+m
(12)
’ ? —I—x¢‘+m'.1‘“,+m'...+ xup+m’+...;
on peut, dans la congruence identique (11), donner p" — 1 valeurs a A;
mais si e est racinede z°~' =1, A=1, et A = A, e donnent la méme

décomposition en facteurs; il y a donc’; —

1 , ..
- de ces décompositions,

et & chacune de ces décompositions correspond une fonction telle

£ ! fonctions, il suffit de faire sur la fonc-

—1I

que (12). Pour obtenir ces

tion (12) les substitutions

it 4
(2, 2), (3, wz), (2 02 2)y..ny (z, wP1 z),

w étant une racine primitive de 2P ~'= 1 ; formons une fonction symé-
trique ¥ de ces fonctions et nous aurons une fonction invariable par
toutes les substitutions (2).

Remarquons d’abord que 1'ane des fonctions qui composent ¥ est
la fonction (12), et que toutes les autres sont représentées par

xau‘xaa,u.»xaup + xa(“’+m)xa(“,+m)...xa(ap+m)

+ Lol ey Caurmys Ta(aprm) F o
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Faisons la substitution (2); les indices Oy, &ayeery @&, seront chan-
gés en

{ v—I Y —
\ Aal +Bal T 4.4 Ha, + L,

(13)

< — —
(Ao:’f_,” [+Bac’;v 2—l—...-+—Hac2+L,

L T

et puisque chacune de ces quantités o satisfait 4 ¥ a? — ha=o0 ou

OCPE%OC, les quantités (13) peuvent se inettre sous la forme
Ra, +S, Ra,~+S, Ro; + 8S,...,
et les indices &, -+ m, a, + M, &y + m,..., seront changés en
Ra; + S + M, Ra; +S+M, Ro; +S+ M,...

D’ou il suit évidemment que les fonctions qui composent ¥ s’échan-
gent entre elles par la substitution (a).

On pourrait encore démontrer que la fonction ¥ est changée par
toute substitution qui n’est pas de la forme (2).

Comme précédemment, désignons par o', a'3,..., a'# " les ra-
cines de z”’= z dues au premier facteur du second membrede (3),
par a®', a®?, . a®P " |es racines dues au second, et ainsi de suite.
On obtiendra une des fonctions qui composent ¢ en formant une
fonction symétrique des produits des variables dont les indices sont
donnés par les lignes horizontales de ce tableau :

1,4

¥ =T
abty, a'?, ot T,

y—1
2,3’ “2.P

(a) a2,4, 42,2’ o ,

caey

L T T R P

X ,2 »3 N
bty oaPl? gPd 0 PP T,

Multiplions les indices du tableau (@) par m', nous aurons cet autre
Tome VI (2 série). — Aour 1861. 36
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tableau

—1

ma't, ma'?, mad,.., mat P,
v —I

(@) ma™, ma®®, ma*?,..., matt

s e e

—1
mabt, maP?, moaPt,..., mabt .

On obtiendra encore une des fonctions qui composent @ en prenant la
méme fonction symétrique des produits des variables dont les indices
sont donnés par les lignes horizontales du tableau (a').

Remarquons ensuite qu’il y a une et une seule racine de la con-
gruence z¥ =3z + b, qui appartient ala congruence

RPNl B T2 2P 4+ hz 4 a==o0.

D'aprés cela, si dans le tableau (a) on a disposé convenablement les
termes dans chaque ligne horizontale, les lignes verticales représente-
ront les racines de z? — z — b,=o. Alors en prenant une fonction sy-
métrique des produits des variables données par les lignes verticales du
tableau (a), on aura une fonction qui compose ¥; on aura de méme
les autres fonctions qui composent ¥ en agissant semblablement sur
les tableaux tels que (a’).

Nota. — Soient ¥ et ¥’ deux fonctions invariables par les substitu-
tions (2) et soit y la fonction des mémes variables qui a deux valeurs.
Si p est différent de 2, la fonction ¥ + ¥’y a un nombre de valeurs
double de celui de V.

Etude des substitutions (z, ozt T+ 1,_,zpy—2+...+).;P+ )\oz).

Si on laisse immobile la variable x,, les seules substitutions qui lais-
sent invariables les fonctions que nous venons de considérer sont
données par’expression

2

(14) (z, YW LA WS LA SRRy VW LS loz),

et nous allons étudier ces substitutions.
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Désignons par w une racine d’une congruence irréductible du de-
gré v; toutes les racines de la congruence z¥'= z sont données par
I'expression a, + @, 0 + a,0* + ...+ a,_, o'~ a,, a..., a,_, étant
des entiers réels pris par rapport au module p. Désignons ensnite par
Uoy Uyy Uyy..., U, les valeurs en lesquelles les indices 1, 0, wi..,
w’~' sont changés par la substitution (14), nous aurons les con-
gruences : '

, Myt s Ay Ak Ay A== u,,

WP T 0P T, b P TN 3 A PL, + 0d=u,

(5) 4wt ™0 e o T 4 o T e Ca e 0%, 4 0T =y,

v — —1I —_ v —2 — v—3
w7 My 4= PP Mg 4 P TYP g4+ 0 ho=u,,,

Au moyen de ces congruences, on pourra tirer les valeurs de A, _,,
A—2y..ey ko, et il s’agit de prendre les quantités u,, u,, u,,..., u,_, de
telle fagon que ’expression ( 14) soit bien une substitution.

Multiplions les congruences (15) respectivement par les entiers a,,
a,,..., @, et ajoutons, nous aurons

!

PEad |
(a0+a,m + Ay ..+ a,_,w”_')p X

y—2

+ (ao+a,w+ +a,._1m”“')" S VP S
-+ (ao -+ a, w‘+ et a, e ’)"1‘
+ (ao +a,w -+ ...+.a,_.m”—‘))

0

=dytot+au+...+a,_ u __ .

D’aprés cela, pour que 'expression (14) représente une substitu-
tion, il faut qu’en donnant aux quantités a,, a,,..., a,_, toutes les
valeurs dont elles sont susceptibles, V’expression a,u, -+ au, + .
~+ a@,—,4, -, prenne p* valeurs différentes; a cet effet nous prendrons
Ugy Uyy...y U, de la maniére suivante.

Nous prendrons d’abord pour u, une quelconque des racines de la
36..
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congruence z#*~' =1. Formons la congruence

2(3 — 1,) (3 — 21,) (2 — 31,)... (3 — p—1 u,)==0,
ou
2P —ul~'z2=0;
nous prendrons pour z, une quelconque des valeurs qui ne satisfont
pas & cette congruence, c’est-a-dire qui ne sont pas de la forme o, u,,
®, étant un nombre entier.
Formons la congruence

(P ™5) [ — 5 — (o] — )]
w [ —ul s — a(ul — uh " u,)]
x [aP—ul " z2— p—1 (wP —u"'u,)] =0
qui peut se mettre sous la forme

zP' 4+~ Mz? + N=o;

nous prendrons pour u, une quelconque des p* — p* quantités qui ne
satisfont pas 2 cette derniére congruence ; u, sera donc assujetti a ne
pas étre de la forme a,u, + 2,4, o, et «, étant deux entiers.

Ayant ainsi fixé les valeurs de uy, #,,..., U,—, lexpression
Aoty ~+ AUy + ... + @, 1 U, ., renferme évidemment p* quantités dif-
férentes ; car a, u, est susceptible de p valeurs; u, n’est pas de la forme
a,Uo; donc @,u, + a,u, est susceptible de p? valeurs, et ainsi de
suite.

D'ailleurs si u, t,5.. -, #%,—, sont pris d’autre sorte et que l’on ait par
exemple ;= ooty + 0ty Uy + oo Cpy Uit il est clair que I'on n’a plus
p’ valeurs distinctes pour I'expression a,u,+ @ty ...~ ty—xl,—1,
et par conséquent I'expression (14) ne représente plus une substitu-
tion. Donc #,, %, ..., U,— doivent étre déterminés comme nous l’avous
fait.

Nous avons vu que I'on peut donner p* — 1 valeurs a u,, que la va-

[ ' “ [N . R} Y N R AR LR RN SRR L KA AN ]
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leur de u, étant fixée, on peut choisir pour u, entre p> — p valeurs,
puis pour &, on peut choisir entre p’ — p* valeurs, etc, et enfin pour
u,— on peut choisir entre p* — p’™" valeurs; donc le nombre des sub-
stitutions (14) est

(=1 (0= p) (o = p2)oe (p? = p—)5

donc aussi le nombre des valeurs de 1a fonction de p’ quantités inva-
riable par toutes les substitutions

(3, Az 7" 4 B2” 7 ...+ Hz + L)
est .
1.2.3...(p"—1)

(p=—p=) (=~ (P —p) (p*~1)

Soient o, @y, wsy...5 ®,_y, ¥ quantités obtenues comme u,, u,,...,
u, -, ; toutes les racines de z7” = z sont renfermées dans la formule

@y W+ a4y, +...+a,~1w,—;. Si donc, au lien de poser les con-
gruences (15), on pose les congruences

y—1 —2
W Mo 08 T a4 e 0f hy o woho = u,,

v=—I —2

/A VRS A VNGRS 5 ¥ +w, A, =u,,

(16)

a4 s s 4 e 8 s e a0 M 4 s e s e aa e s a e

—1 y—2 14
0 s+ : Aot o+ 0" A+, de=u,_,,

y—1 v—_
on en tirera

\ Pﬂ—'l
‘ (Gpwo+ayo+...+a, 0, h_,
{ v-—12
(b) ?—|—(aowo+a,w,+...+a,_,w,_.)’” ) S
+ (Ao + .. Fa, 0, N =AUy + au, + ...+ a,_u,_,,
et les valeurs de u,, u,,...,u,_, devront encore étre prises comme

nous |’avons fait ci-dessus.
Considérons les substitutions (14) qui laissent immobiles les p’ va-
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riables dont les indices sont représentés par Vexpression

(17) Aytdg + G0, oo+ gy Ofy-

Je dis que la fonction qui est invariable par les substitutions (14) est
transitive par rapport aux p* — p* variables qui ne sont pas comprises
dans la forme (17).

En effet, dans les congruences (16), faisons u, = wo, %)= w,5..-
Uy, ==wy_,, la substitution (14) laissera alors immobiles les p; varia-
blés (17), puisque la congruence (&) deviendra

»—1I
(aoc.)o—!—a,m, -+ . . dy— w,_.)" )\,_,
»—2
+ (Agwy + @y, + ... +a,—w, ) At
A+ (Agwy =+ oo+ @ys Wy—1)ho
E=AyWo e gy Wiy +aiup+ ..+ a1 U1

Pour que lafonction considérée soit transitive par rapport aux p* — P
variables autres que les variables (17), il suffit que I’on puisse changer
une de ces variables en une quelconque des pr — p* — 1 autres; or
on changera l'indice déterminé

Ay, + a4, 0y + .o A G Wiy =+ ay wy,
dans lequel ay est incongru i zéro, en 'indice
Aywg+ adym, e Qe Rt +-~-+a;_,w,_l,
en satisfaisant 4 la congruence
(18) @ wg ... Bhey gt + GUTE Ao+ d 0, + o+, 0,5

a, est ditférent de zéro, et parmi les quantités @, ,a;  ,...,a __ ,ily
en aau moins une qui est différente de zéro; donc la valeur de
donnée par la congruence (18) est convenable, puisque F'on peut
prendre pour u; toute expression qui n’est pas de la forme (17). On
voit donc que I'on peut changer une des p» — p variables qui ne sont

CrrrnirR EETER R ey
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pas dela forme (17) en une quelconque des p* — p* — 1 autres de ces
variables; donc la fonction considérée est transitive par rapport & ces
p* — p* variables. :

D’aprés cela, soient ®oy®y,.-.50, 1,V racines de la congruence 27 =3z,
telles que 1'on n’ait Pas = ag0, 4 a0 e oy wpy, 0y A4y,
@y, €tant des entiers, la fonction de p? variables qui n’est pas changée
par toutes les substitutions

(19) (2, iz’ o n_ g ek AT m),

est transitive par rapport 4 ses p* variables, puis transitive par rapport
aux p — 1 variables autres que x,, puis transitive par rapport aux
p' — p variables dont les indices ne sont pas de la forme o, g, Puis
transitive par rapport aux p* — p* variables dont les indices ne sont
pas de la forme 2,0, + a, w,, etc., et enfin transitive par rapport aux
p*— p*~" variables dont les indices ne sont pas de la forme

Qoo -+ oty .o+ a,_, Wy — q.

La fonction invariable par toutes les substitutions (19) est donc en
général deux fois transitive; dans le cas de P =12, cette fonction est trois
fois transitive,

Désignons par D le déterminant

P! pr—2 p

wy 5wy yeeey g, w,

pu—-l Pv—ﬂ P

Wy, W e, @, ®, .
—1 ¥ =—3

P’ P P

PR W,y @,

Les congruences (16) nous donneront

b dof? dw? du?*

1

aD dD dD
)\,Ei(uo—s—l— u, +.ootu, )7

y—1
et par conséquent nous aurons, en posant

dD
do = s

r
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et par suite

__dD == (ﬂ)_ PS hl’e
e~ \do =
d c,)f r

la congruence

Y — y—2
WP LD W SRR IR p VE S o P

_u y—1 3 = § v— 2 Pv—n
= (T W oo o)

-1 g— —2 2
_|_u_D'(h71’v W I—|-hp: 2 .+ h,z)+...

v—1 v —1
P

+ 2=t (hp +.+ lz,_.z).

D y—1

Sila substitution (14) ne permute aucune des p* variables
La,bog4-a, 0.+ +E_ g
on voit facilement que I'on a

YT

WP A PN o W S roZ

J— —I -1 -3 -—2
o s (T T ot yz)

—_— —1 -1
e 5) +...

V=13 2

—_— )y y—I1 v —1I y—
+ Uy —1 Wy —1 (hP z? -+ hf—l ZP

._\ 5 - 4ot hyaz).

En particulier, si on fait k= v — 1, on aura

YT A P o X 2P+ X2

y—2

Ez+a(h”’_lz-’v—l+h" P+ hz)’

et par conséquent les substitutions qui seffectuent sur pr — p*—' va-
riables sont données par |’expression

—1I

[z, z+a(p? 2"+ BT T L ke

Sprer binor e ) e oo . . '
' ' 3 T N R A RN NE IRR T NRY T LR R R B
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Si on éléve D & la puissance peme, il est aisé de voir que D reste le
méme ou change de signe seulement; on a donc D? + D——o (mod. p);
ainsi dans le casde p = 2, on a D—[ (mod. 2).

Application & la fonction deusx Jois transitive de neuf quantztes qui a
840 valeurs.

Proposons-nous de déterminer la fonction deux fois transitive de
1.2.3.4.5.6.7.8
(3 1) (37—3)
riable par toutes les substitutions

neuf quantités quia = 840 valeurs, et qui est inva-

(a) (2, 4,2 + Xy 2 + m).
Désignons par » une racine de la congruence irréductible

w' +20+2=0 (mod. 3),
nous aurons

2 — = (g +2) (28 +241) (2 + 2 +2),
et les racines de 2** — z =0 dues & ces trois facteurs sont
I 0,14+ w,242@; 2a° L24+w,20; 3° 2,0, 1420,

Nous aurons donc la fonction cherchée en formant une fonction symé-
trique de ces quatre fonctions :
Lo Xy Lotza + Ly Lo Xpy T Ly Lo Xitaw

Lo xl—|—2w x2+m -+ xw Xy x2+2w + x2w xl+w La,

Xy Xy XLy + .I'H_m xw x2+w -+ x2+2wxl+2m xnw ?

| Lo Xy, X, +x1+2mxl+m X, - L,y L X

242w °
Nous déterminerons ), et 3, par les congruences

)\I +)‘OEuO’

®!d + Wi, =u,, (mod. 3),

Tome VI (2%série). — Aour 1861. 37
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et les substitutions (@) sont données par Pexpression
(2, (wPuy+ 0* ) 2° + (W8 + 0 )2+ m],

u, étant un nombre quelconque différent de zéro, et u, étant un
nombre quelconque autre que 0, %, 2 %,.

Application a la fonction trois fois transitive de huit quantités qui a
30 valeurs.

Formons ensuite la fonction trois fois transitive de huit quantités, qui
a 1.2.3.4.5.6 7

(28 — 1) (2 —2) (2 — 2
les substitutions

= 30 valeurs, et qui est invariable par toutes

(b) (2, AaZ' + A 22 + Aoz + m).
Soit w une racine de la congruence irréductible
w4 @+ 1=0 (mod. 2),
w est racine primitive de 27 =r. On a la congruence
22— ="+ +2) (2" + 5+ z+1),
et les racines de z** — z==o0 dues i ces deux facteurs sont

0, w, ®, w-+
et
1, L4+, |+, I+w-+ e’

On a d’autre part
2 —z2=(+2) (B + 2+ ) (8 + 2+ 0") (2 +2+ 0+,
et les racines dues a ces facteurs sont

1° 0,13 2° w,14w; 3 oli+wl; 40 eted, 1+ o+ o’

N NN L RN RN NN ) SR R R
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D’aprés cela, faisons sur la fonction
Lo XLy X Loy pw + X, x!+mxl+t’»’ Lyt wto
la substitution (z, wz) ou

(.I‘, xm xw’ xl-l—w xm+w

et ses puissances, nous aurons les sept fonctions :

Lo xw Ly xm—i—m’ ~+ X xl+w x1+m’ xl+m+w”

Lo Xy m|+mxl+w+w’ + Koy Xy Xt Xy pat?

Lo x1+m .I'm+ m’xl—i—w’ + X x1+m——m’ X, Las

Lo xm—l—w’x!—l—-w—i—m’ Xy + K igw Lgggr Ly Lyr

Ko X'\ | i o Xy pr Xy, T Logeat L1 X, s

Loy f o Xy Xpp 2, X Loyptoo® Lrg o

XLy Xy X, ‘rH-m -+ x1+m’ L2 x1+m+m‘ xw—f—m”

29[

et toute fonction symétrique de ced fonctions est invariable par les

substitations (5).
En second lieu considérons la fonction

LoZy + X, X, F XXy X, 2,

et faisons sur cette fonction la substitution circulaire (2, wz) et ses

puissances, nous aurons les sept fonctions suivantes :

Xy Xy 4 xm 'rl+m -+ xw’ xl+w’ + 'xm-i—-w’ x1+m+w!3
X, xw + xw’ xm+m‘ + xl+m Xy + xl—r—m—i—m’ xl+m”

] xcu’ -+ xr+w xt+m—r—m’ -+ xm-i—m’ x, + x:-m.»’ Xy

o~

xoxl_l_w -+ xw_‘_ms .Z‘H_w, -+ x1+m+b)’ xw, -+ .x', xm’
xo xm+m’ + 'x'l+m+zul x‘ + l%‘I-i'—m’ xl-{—-m + xa) xw’a

Lo xl-&—w—l—m’ + x!-i—m’ xw + x, xm—i—m’ + Jcnu’ xl+m’

Lo Xy poop Ly X s + xmxl+w+w’ + Lt xw—i—m’;

37..
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formons une fonction symétrique de ces fonctions, et nous aurons en-
core une fonction invariable par toutes les substitutions ().

Actuellement déterminons dans I'expression (&) les coefficients },,
A,, Ao; pour cela nous poserons les congruences

Ay + Ay + )'0:5 oy |
w'hy + 0 + wlo=u,, ; (mod. 2).
why + o'l + 0’ = u,, S

et nous en tirerons

h=u,+ ou, + (v -+ o) u,,
M=u, + (0 + o)u, + o’ u,, Q (mod. 2).

ho=uy + 0, + wiu,, )
Par conséquent les substitutions (b) sont données par I'expression

[, (2o + wit, + w*ug) 2* + (ug + 0 uy + w’u,) 2
(e) + (1o + 0*Uy + wly)z+m],
Uy, U,, Uy élant trois quantités différentes entre elles et différentes de
zéro et u, étant de plus assujetti a n’étre pas = u, + «,.

1l y a deux fonctions deux fois transitives distinctes de huit quantités
qui ont 24o valeurs, et il est remarquable que la fonction de huit quan-
tités qui a 3o valeurs est invariable par les substitutions qui ne changent
pas ces deux fonctions.

L'une de ces fouctions deux fois transitives est invariable par les

. . o ’ - .
substitutions (z, az’ + b), o étant quelconque, et ces substitutions
font évidemment partie des substitutions (c).

La seconde de ces fonctions est invariable par les substitutions

Az+B
(z,é_—i_—]) (mod. 7),

AD — BC étant résidu quadratique et les huit variables étant désignées
Par Lo, &4y Ty, Xyy Xy, Ty, Ly Lo, - D'aprés un théoreme facile a dé.
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montrer, toutes ces substitutions sont des dérivées des deux substitu-
tions

(e) (z, 2 + 1),
() (= =)

Remplacons donc les variables

xmxu xz, '71'3’ X'y, x57 xﬂ? xn

respectivement pat

wi? Loy

Lyy Lo Xypy Lysg Lag X oy I
» étant une racine de 2’ ==1, de sorte que nous reprenons nos nota-
tions précédentes pour représenter les huit quantités,
La substitution (z, z + 1) est remplacée par

(w?, ™) onu (2, wz);
la substitution ( f) devient par le méme changement de notation, en
prenant les exposants suivant le module 7,

(20 2, X2 T X r XX L)

(8) [2, (@ + w’)z‘+(w2+w‘)z"‘+(m‘+1)z+w];

donc elle fait partie des substitutions (¢) et 'on voit que la fonction
quia 3o valeurs est invariable par toutes les substitutions qui ne chan-
gent pas la fonction deux fois transitive considérée.

Quand on a eu le soin d’écrire la substitution (§) tout a fait comme

nous venous de le faire, les puissances 2¢, 3¢, .. @e s’obtiennent en

4

- 1 1
remplagant » respectivement par »* = o, ¢ = ,°

1 1
T 32 F —— .8
y 0 = @, 0t = ol

w* = u®; de sorte que les puissances de cette substitution sont ren-
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fermées dans I'expression
[z, (a + a*)z* + (a® + a*)2" + (a* + 1)z + al

a étant quelconque, excepte zéro.

Etudedes substitutions [z, z + a(h””—I P T T e+ hz)].

D’apres ce que nous avons reconnu ci-dessus, toutes les substitutions

de la forme (z,lv_, 2T +loz) qui s'effectuent sur p*— r
quantités, sont renfermées dans I’expression

-1

() [z, 5a’™ 2" TP T e Ra)).

Or on peut, au moyen de ces seules substitutions, déterminer le

nombre des valeurs de la fonction de p” — 1 quantités qui est invaria-
ble pour toutes les subtitutions

(b) (z, )\v_lz"v + A, P O S —l—)\oz)

—2

et par conséquent toutes les substitutions (b) sont des dérivées des sub-
stitutions (@); ’est ce que nous allons expliquer. Mais, avant tout, di-
sons comment les substitutions (a) se décomposent en cycles.
Comme nous l'avons déja dit, ona
k (z’”v —z ) =" P+ W+ hz)
< (#7 7 kst 1)
< (W7 T Rt 2)...

Py (h"”_' P +hzt-p— 1),

et par suite toute racine de 27" == z satisfait a la congruence

—_

T e kT T+ ha=m (mod. p),

‘m étant un nombre entier convenablement choisi.

FELOL B g ey . o . e . B
Lo P S RRRSRR T TRRRE YRR YA AN TN AR AN |
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La substitution (a) laisse immobiles les P’ quantités dont les in-
dices satisfont a '

R T hz=o.
Posons

v — - - —a
BT L TR g +..+ha=dz,

et 'on trouve facilement que Ia puissance & de la substitution (a)
est

(305 [t dar e, )

V{a)

Si Y (@) est = o, la puissance £*™ de la substitution (@) se réduit 4
(2,2 + k¢ z), et Uon voit par 1A que () est une substitution réguliere
de p* — p"™" quantités composée de p*~ " — P" 7 cycles de p quantités.

Suppesons ¢ (a)=m, m étant un nombre entier qui ’est pas nul,
et soit ¢ le plus petit nombre pour lequel on a

[t 4+ ¢(a)]=1;

cette congruence pourra toujours étre satisfaite si ¢ (a) n’est pas
= — I, et on en conclut que V'expression (a) n’est pas une substitution
dans le cas ou ¢ (a) est==p — 1, et que si on a Y (a)=m, m étant
différent de zéro et de p — 1, I'expression ( a) représente une substitu-
Pr—=p

£

Y1

! - cycles de ¢

tion réguliere de p* — p* " variables composée de

variables.

Actuellement soient p* variables dont les indices satisfont 4 la con-
gruence

: k k— hi—2
(¢) 2+, 2 ‘—i-l,(_zz"” +otlhz=7(2) =o,

I

et soient x, et x, deux queleonques des p* — p* variables dont les
indices ne satisfont pas i (c), et parmi les substitutions (@) ne considé-

rons que celles qui s’effectuent sur ces p’ — p* variables ; nous allons
faire voir qu’au moyen de ces substitutions, on peut toujours changer
x, en x,.
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. . y S
Toutes les racines de (c) sont racines de z¥ =z, et par suite s1 on

. . . ¥ -
ajoute aux racines de la congruence (c) une racine d de 2" = z, qui
n’appartienne pas 2 (¢}, la congruence qui en résulte est

(g) C(Z)—C(d)EO,
et son premier membre est un diviseur de 77’ — z;de méme si e est une
racine de 7’ ==z qui n’appartient ni a (c), ni a(g),

& (2) — & (e)

est un diviseur de 2% — z. Comme on peut former ainsi successive-

ment des diviseurs de Z” — z, on voit que 'on peut poser

P st (o). [6(n) + m |[g(2 +m]..[g () + mE T

Alors il arrivera de deux choses I'une : z, et a satisferont a deux
congruences différentes

(h) ¢(z) +m'=o0, {(z)+m'=o,

ou bien z, et « satisferont 4 une seule de ces deux congruences.
Supposons d’abord que 2, et « satisfassent tous deux a la premiére

congruence (/). Formons les deux congruences

(@) {{z)=o,

(B[ (z)+m'][§(2) +2m'] [£(z)+3 m')...[5 @)+ (p— 1)m]=0.
Soit 3, une racine de 2 — z=o0, qui n'appartient ni a (a), ni a

(B), et formous une congruence qui ait pour racines les racines de (a)

augmentées successivement de o, f8;, 2 B, ..., (p — 1) ; nous I’écri-
rons :

(&) §(2)[g(z)+r] [§(2)+2r]...[5(z)+(p— 1)r]=6z=o.

Formons de méme une congruence qui ait pour racines les racines
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de (f8) augmentées successivement de o, 8,, 28, ...(p— 1)B,; elle
sera

(B") [6(2)+s][6(2)+ 2] [6(2) +35] .[6(2) + (p— 1)s]=o0.

. . v . . » oy LY
Soit {3, une racine de z” =z qui n’appartient ni a (&'), ni a (£),
nous formerons de méme une congruence (a”) qui ait pour racines les
racines de (&) augmentées successivement de o, B4, 2, ..., (p — 1) s,

A~

” 2 F—+1 '3
(a”) 2’ —i—qk_Hz”+ +q, & +...+ g, 2= A(z)=0,

et nous formerons une congruence (") qui ait les racines de (') aug-
mentées de ces mémes quantités :

(B") [AM(z)+t][A(2)+2t]...[M2)+(p—1)t]=0.

Et en continuant d’agir ainsi, on finira par former les deux con-
gruences

p 1 —1I Y2y —
(A) W W v hs=o,

(b”v—‘ P o KPR+ bz + l)
(B) ?x (h””*’z””_l+...+ hz -1—2)...

> (k”"_]z”"_’ +ot+hz+p— 1) = o,

qui seront telles que lesindices des p* variables qui satisfont i la con-
gruence (c) satisferont 4 (A) et que 2z, et o satisferont a (B).

Supposons ensuite que z, et o satisfassent respectivement a la pre-
miére et & la seconde congruence (%). Dans le cas ou m” est =rm/, r
étantun entier, nous voyons que les deux congruences (%) sont ren-
fermées danslacongruence (), et par conséquent la méthode que nous
venons d’exposer nous conduira encore aux deux congruences (A) et
(B) qui jouiront des mémes propriétés.

Supposons donc que I’on n’ait pas m”= rm’; formouns la congruence:

(@) ( {(z)[g(z)—%—m”—m’][g(z)+2(m”—m’)]...
: | % [£(3) + (p — 1) (m" —m') =0, (2) =0,

Tome V1 (2° série). == Aour 1861. 38
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et ensuite prenons la congruence

(8)) n[g(z)+ bm' +e(m’ —m')|=[0,(2)+ ][ 0.(2) + 28, ] -
' x<[0,(z)+ (p—1)s,]=0,

M représentant le produit des différents facteurs que I'on obtient en
remplacant b et ¢ par 1,2, 3,...,p — 1.

Nous pouvons opérer sur les congruences (,) et (8,) comme nous
avons opéré précédemment sur les congruences (') et( ' )et nous arri-
verons encore aux congruences (A) et (B) qui satisferont aux mémes
conditions.

Ainsi, quels que soient z, et &, on peut former les congruences (A)et

(B) qui sont telles que les p’ racines de (c)satisfont a (A) et que 2, et «
satisfont a (B); par conséquent la substitution

) [z,z—{—a(h””_’z”wl+h”y_2z"y—n+...+ hz)|

ne permute pas les p* variables dont les indices satisfont a (c).
Reste 4 déterminer @ de maniére que cettesubtitution change x, en

x,; or il faudra pour cela que I'on ait
v— I y—I
(k) sa(P T 2T e W E 4 b, ) =a
D'ailleurs z, et a satisfaisant 4 la congruence (B), on a
y— v— 3 v—F
Wi T e+ B ha=r, BT & o+ W+ ha=s,

ret s étant des nombres entiers égaux ou inégaux, mais différents de
zéro; la congruence (k) donnera donc

o — 2
a—-— .

1l faut toutefois s’assurer qu'en prenant cette valeur pour a, l'ex-
pression () représente bien une substitution, et qu’ainsi I'on n’a pas

I

e L WA +ha=—1;
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or,on a

b”v*la”v»_l+...+h”a”+ ha

Eh"’~I (e — 27 ) e I (cx” —2 )+ hla—z)
r

il

$
— — I,
r

quaantité différente de — 1, puisque s est différent de zéro.
Ilest donc démontré que la fraction ¥, qui est invariable par toutes

les substitutions (y), est transitive par rapport aux p’ — p* variables
dont les indices ne satisfont pas 4 la congruence (c).
Toute substitution dérivée des substitutions (y) est de la forme

(Z) (z,Z+H,_IZ””_‘-*—zx,ﬁ,zf"”—k---+M);

etleplus grand commun diviseur de p,_ 2 +...+pzetde s —z
est de la méme forme que le premier de ces deux polyndmes ; donc toute

substitution dérivée des substitutions (7) s'effectue sur P — p° va-
riables.

Cela posé,f ormons les congruences :

[o] z=o,
[1] z(z+a)(z+2a)..(z+p—1a)=2—a" ' z=o0,
7+ pi & + poz=o0,
( 4. .+ p z”+poz)(~” -1-..+po’z+l)...
[v—z v—a 3
><(zp +...+(p—1) )_=_z” +o, & "+..4gz=0,
(7 ...+ 0,7 + 0,3) (2. + GoZ+m)...
b—1] ( +...+aoz—|—(p—1)m)
= z" +r z,”v—2+...+rozzo,

-—2

dont les premiers membres sont des diviseurs de 2% — z, et qui sont
telles que chacune contient les racines de la précédente.

38..
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Nous voyonsquela fonction ¥ esttransitive par rapport aux r—p
variables dont les indices ne satisfont pas 4 la congruence [v — 1], puis

1

transitive par rapport aux r— p“_2 variables dont les indices ne satis-
font pas a la congruence [v — a], etc., enfin transitive par rapport

aux p’ — 1 variables autres que &o; d’'oti I'on déduit facilement que le
nombre des valeurs de ¥ est

1.2.3...(p"—-1) ,
=) (P —p").. (P —p)(p—1)

et par suite toutes ies subtitutions

Vol |

(20, &7 0,7 o 3)

y—13

sont des dérivées des substitutions

Vo= v—1

(1) [z, 2+ a(F ™ 27 4.+ W2+ h3)].

Si dans Pexpression (y) on change h en %e, e étant un nombre

. A v—I1 v —1 . o
entier, le polynéme & 27 +...+ hz est seulement multiplié par
e; donc si on donne une valeur n h, on pourra se dispenser de

donner a & les valeurs an, 3n,..., (p —1)n. D’apres cela, pour avoir

. - v_
toutes les substitutions (), on donnera a hf) __i valeurs, puis on don-

nera a la lettre a toutes les valeurs autres que zéro et que celles qui
satisfont &

-1 v —I Y -2 —3
W T d T +. ..+ ha=—1;

donc pour chaque valeur de A, on a p’— p’~" —1 valeurs de a, et le
(=) (p'—p" 1),
P -—1
Enfin nous terminerons cet article en faisant remarquer que la sub-
stitution

nombre des substitutions () est

(z, z-4+a (b””—' SRRy .} R hz) + b)
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A . b .
est semblable aux substitutions (7), si = ést racine de 2’ =1z, et que,

dans le cas contraire, la substitution s’effectue sur toutes les variables.

Des fonctions de p™ variables qui ne sont pas changées par les
substitutions (z, AZ TV B T L S Ho+ L).

Tout ce que nous avons établi pour les fonctions de p’ quantités qui
ne sont pas changées par les substitutions

(2, A7 '+ B2 +...+ Hz+ L),

peut étre étendu par des raisonnements tout semblables, aux fonctions

de p™ quantités qui sont invariables par les substitutions
() (z, AP LB T L 1 Ho L).

’De51gnons paro,a,, as..., a,_, les racines de la congruence
2P — z2=0,

. .. 7T
dont le premier membre est un diviseur de 2 — z, nous aurons la
congruence '

R(Z™—a)= (W2 T T L " )

< (h’”"(”') 2T W kst a,)

X (g0 g Bz as)

X (W2 L ks prs)-

R n(T—1) . 9T
Soient ™%y &M, a3 TP “les racines de 2" =2z dues au

. 2,1 2,2 2,3
premier facteur; o', ™, a®>, ...,

3 9 {t —1)
ah? o>

’ﬂ(“"“l) . nr
P les racines de z#" =z

, A ) _
dues au second ; a™">» celles qui sont dues au troi-
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siéme, et ainsi de suite. Prenons la fonction

x X e xu‘m,,(,_.) -+ -Z'a,,‘ -'l‘a.,,g ves xaz’pn(-r—x)

T 3 Bac X )

. . . g nT . -
soit » une racine primitive de z”" = z; faisons sur cette fonction les
pr—p’ . . . .
~——" premiéres puissances de (2, w z), et formons une fonction symé-
pl—1

nT
. — I . . . . .
trique des &ﬂ—— fonctions aiusi obtenues; nous aurons ainsi une
P —I

fonction invariable par les substitutions (v).

Désignons par o, b,, b,,... bp,,(,_,) les racines de la congruence

zpw(r —I1) 2)

LY L P =0,

nous aurons la congruence identique
3 (77 —2)= (" —2a) (0 —da— b)) (W 2" s —b,)...

> ()f’" 2 — )z — bp,,(f—-ﬂ_.)‘

L. . nt__ .

Soient &y, Gayaey Oy les racines de zf" =2z dues au premier facteur,
soient B,, Ba,-.-» 3,4 les racines qui sont dues au second, 7y, Yay--es Ypm
celles qui sont dues au troisieme et ainsi de suite. Faisons sur la fonction

= BN X, XLyooiXy +X X ...
? X, * 77+ 1 lal /3 n N xypﬂ-'—.'.

o % “p P

aT__ M . . , . ol
les Z——2 premiéres puissances de (3, wz), » étant racine primitive de
Pt
v . . pm'-—p" . . .
# = z, nous aurons ainsi ——— fonctions ; ajoutons-y la fonction ¢;
4 1
enfin formons une fonction symétrique de ces fonctions, et nous aurons
encore ume fonction invariable par les substitutions (x).
i.e nombre des substitutions (n) est égal a

P (pT —1) (= p?) (p = p7) - (pT =P
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et par conséquent le nombre des valeurs de la fonction de p’” quantites
qui n’est pas changée par ces substitutions est

1.2.3.. .(p""'—-l)
(™ =) (P e pr =2 T ) ()

Si on désigne par Q une racine d’une congruence du degré, dont les
coefficients sont racines de #"= z, et doat le premier membre n’a
aucun facteur commun avec 2" — z, toutes les racines de 27" = 3, les-
quelles sont les indices de nos p™ variables, sont renfermées dans
I'expression

(1) A0+A.Q+AQQ‘*+...+AT_IQ"‘,

At 204 Y
Aoy Ays Agy.. ., A étant racines de la congruence 2z ==z,
Si on désigne ensuite par v,, v,,..., ¢ les valeurs en lesquelles
0y i ? Yoo q
les indices 1, Q, Q%,..., Q"' sont changés par la substitution

3 (7—1 . —3 v
(m) (Z, Ao 2 )+)\1__,z,”°7(T )—|-...)\, 2+ loz),
nous aurons les congruences

)\7——l+)\'r—2+ lr—-3+ e +)\4+IOEV0,
T - T — r—3
QPYJ( l))\r_’_'_ﬂim( 21’,_2_'_9]171( )1,_3+...+Q”"l,+ﬂlosv,,

LA T e,

P SR L b W R Y
et l'indice en lequel sera changé I'indice (1) sera donné par I'expres-
sion

Ag9o+ Ay, + ... +A__ v

1 7—1"
Ainsi pour que I'expression (m) représente une substitution, il faut

que ¥y, Oyyeny O

. , ,
, solent tels, que l'on n’ait pas
Vp == Oo ¥+ &y ¥y ... Gy iy,

r - )
Uy Gyy-- -, Op—y €tant des racines de la congruence 7" =z,
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. . nT
Soient O, ,,..., 2__,  racines de la congruence " =ztelles,que
Von n’ait pas Qy=at, Qo+ o, &y + ... + %y Qiyy Ooy Oy Faree s Eh—
étant racines de "= 2%; la fonction de p™ variables qui n’est pas
changée par toutes les substitutions () est transitive par rapport aux

Y

p™ — 1 variables autres que &, puis transitive par rapport aux p"—p
variables qui ne sont pas de la forme x_ , , puis trapsitive par rapport

aux p™ — p*" variables qui ne sont pas de la forme x, o ., -

ainsi de suite.
Toutes les substitutions (n) sont des dérivées des substitutions

[z, z+a (Iz"n(¢_l)z”"(1_l)+ 2 L S ¥ kz)]

qui s'effectuent sur prr—r (=" yariables.

CHAPITRE 1V.

DES FONCTIONS TRANSITIVES p'UN NOMBRE PREMIER DE QUANT]TES.

Nous commencerons 1’étude de ces fonctions par un théoreme qui
est fondamental , et que nous avons reconnu aussitot que nous nous
sommes occupé du sujet de ce Mémoire, mais dont la démonstration,
quoique assez simple, nous a longtemps échappé. Cette proposition
est celle-ci :

Tatorime. — Une fonction transitive dun nombre premier de
quantités est nécessairement invariable par une certaine substitution
circulaire effectuée sur toutes les quantités.

Pour démontrer ce théoreme, nous établirons d’abord ce lemme :
Soient a, b, ¢,..., k, I, les p quantités, et supposons que K soit le
nombre des substitutions effectuées sur p — r lettres qui laissent [
immobile, et qui laissent la fonction F considérée invariable; F est
. . K . . ,
invariable par —rf- substitutions effectuées sur p — r lettres.

En effet, considérons p — « lettres quelconques de la fonction tran-

LANRRON ' : " oy . [l T Y R RN RR Y IRN RN SRR L AN RN A ]
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sitive F;ily a sur ces p — 1 lettres K substitutions de p — r lettres,
qui laissent F invariable. Faisons la somme des substitutions dep—r
letires que I'on a pour chaque arrangement de p— 1 lettres, nous au-
rons ainsi Kp substitutions de p — r lettres ; mais il est aisé de voir
que chaque substitution se trouve répétée r fois, de sorte qu’il n’y a

K N . .
que TP substitutions de p — rletires qui ne changent pas la fonction

transitive F. En effet, si en considérant les p — 1 lettres a, b,.:., e, f,...,
i, &, on a une substitution faite sur les p—rlettresa, b,..., e, on a pa-
reillement cette substitution de p — r lettres en considérant les p—1
lettresa, b,..., ¢, f,..., i, l,et en général on a cette substitution dans tous

les groupes de p — 1 lettres, que I'on obtient en prenant les p— rlet- -

tres a, b,..., e avec r— 1 des lettres restantes. Donc dans les K p substi-
lutions ci-dessus obtenues, la substitution que nous venons de consi-
dérer sur les p — r lettres a, b,..., e se trouve répétée autant de fois
que l'on peut combiner r quantités r — 1 4 r — 1, ¢’est-a-dire r fois, et
notre lemme est démontré.

Démontrons ensuite cet autre principe : S'il existe une substitution
S de p lettres non circulaire qui laisse invariable la fonction F, le
nombre des substitutions semblables 4 § et qui laissent F invariable,
est divisible par p.

Soit @ le nombre des lettres d’un certain cycle de S; prenons la
puissance 5™ de cette substitution, nous aurons pour cette puissance
une certaine substitution A.

A étant ainsi défini, soit g une des lettres qui ne se trpuvent pas
dans A, et désignons par -

() A, AL AL AT,

les v substitutions semblables 4 A, et qui ne contiennent pas g.

Considérons p — 1 lettres de la fonction F, qui ne comprennent
pas la lettre & autre que g; il y aura sur ces p — 1 lettres v substitu-
tions

() Ay Ay, A, AGD

semblables &4 A, et qui ne différeront des substitutions (a) que par la
Tome VI (2% série). — Aour 186:. 39
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maniére de désigner les variables; ainsi on passera des substitutions
() aux substitutions () en faisant sur les variables une méme substi-
tution.

Considérons de méme les p — 1 lettres autres que i, i étant différent
de g et de &, et ainsi de suite. Nous aurons en définitive les vp substi-
tutions

A, A, A..., AT

A, A, Ao AYY,
(7)

2 e s 8 e e e B s B s et s . -

' v (v—T1)
Ap—[’ A'P_.|? Ap—l, rer Ap——l ?

parmi lesquelles il n’y en a que ;p qui soient distinctes, p — r étant le

nombre des letires permutées par A. On passera des substitutions
d’une ligne horizontale du groupe (7} a celles d'une autre ligue en
faisant une méme substitution sur les variables des substitutions de la
premiére de ces deux lignes.

Supposons maintenant que S, S®, 8@, ..., S=* soient toutes les
substitutions semblables 4 S qui ont A pour puissance (3°™, et qui
laissent F invariable. Désignons ensuite par R, R™M,..., R toutes les
substitutions semblables 3 S qui ont A’ pour puissance 8™, etc., enfin
par L@, LM, ..., LY toutes les substitutions semblables 4 S qui ont
A ¢~ pour puissance 3*™. Nous aurons ainsi les p. substitutions

(d) S, SW, 8, ., 89, RO, RO, ., RE=0, 1O, L0, L,

qui sont toutes différentes; par exemple les substitutions R, R™,...,
R6—4 sont différentes entre elles, et elles sont différcntes de 8, S, ..,
=", puisqu’elles ont une puissance fg*m diftérente.

Nous observons alors que tout ce qui a lieu pour les substitutions

A, A A%, AP,
a lieu identiquement, et pour les substitutions

Ay, A, Alyen .y AV,
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et pour les substitutions
Ay, Ay AL, ALY
etc. Ainsiil y a p substitutions
() 8™, 8 87,y 8 RO, R, RO,y L, L, LY,

différentes entre elles, et qui ont pour puissance %™ les i premiéres

Ay,, les s suivantes A’ , etc., les ¢ derniéres AC—". 11 y a g substitu-
tions

(5) 8585 8%y 8% B, RO,eess RETD,e sy L, L,ee e, LY,

différentes entre elles, et qui ont pour puissance f*"™ les i premiéres
A,, les s suivantes A',, etc., les £ dernieres AL—. Et ainsi de suite.

On passe des substitutions (¢') aux substitutions (¢), puis aux sub-
stitutions (§), etc., en faisant sur les variables les substitutions au
moyen desquelles on passe de la premiére ligne horizontale des sub-
stitutions () a la seconde, puis 4 la troisiéme, etc.

Actuellement les substitutions () étant identiques r a r, les pp sub-
stitutions (4"}, (¢), (), etc., sont aussi identiques r 4 r; le nombre de
ces substitutions qui sont distinctes est donc P_rl’, et puisque r est < p,
ce nombre est divisible par p.

D’aillears il n’y a pas d’autres substitutions que les substitutions (¢"),
(e), (&), etc., qui soient semblables & S et qui laissent F invariable.
Notre principe est donc démontré.

Cela posé, considérons toutes les substitutions qui ne comprennent
pas une certaine lettre g, et qui laissent F invariable, et soient K, le
nombre de celles qui s'effectuent sur p — r, lettres, K, le nombre de
celles qui s’effectuent sur p — r, lettres, etc. Désignons enfin par rp
le nombre des substitutions qui laissent F invariable; le nombre des
substitutions qui s’effectuent sur toutes les lettres, est

, K, K K, ,
pP— P r‘+r2 "'+r —1I;
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e K, K
c’est donc un nombre non divisible par p; car —, —, etc., sont des
, v

2
nombres entiers. 1l est donc nécessaire que quelques-unes de ces
substitutions soient circulaires. '

COROLLAIRE. — Le nombre des substitutions circulaires distinctes
de p lettres qui laissent invariable une fonction transitive de p lettres
est de la forme ap + 1. :

En effet, si I’'on désigne par x le nombre des substitutions circulaires
distinctes de p lettres, et par py le nombre de toutes les substitutions
non circulaires de p lettres, on a

. K, K, Ki
(P—')x+pr=rP—P(;+~,—,+---+;)—I,
d’ou
x=ap+r.

Le raisonnement précédent conduit également & ce théoreme :

Une fonction transitive dont le nombre des lettres est une puissance
d’un nombre premier, est invariable par quelque substitution réguliére
effectuée sur toutes ses lettres.

D’aprés cela, étant donnée une fonction transitive d’'un nombre
premier p de quantités, nous désignerons ces p quantités par @y, Xy,
Xg,..., Xy, €t supposerons que cette fonction est invariable parla
substitution

(xo x4 2q. . --T,,_..)
ou (z, z + 1) en convenant que X, = X, Si V'on a a=¢(mod. p).

1l est facile de démontrer que si une fonction transitive de p quan-
tités mest invariable que par des substitutions effectuées sur p et sur
p — 1 quantités, toutes ces substitutions sont données par Uexpression

(a) (z, a"z + b),

u étant undiviseur dep — 1.

On voit d’abord que si I'on désigne par ap le nombre total des’

[N TR | i s 1 et ' ARR} [N AR R A NN RN RN Y SRR N R AN NE LA RN A R
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substitutions, le nombre des substitutions de p quantités est
ap—1—p(e—1)=p —1, de sorte qu'elles sont toutes comprises
dans P'expression (z, z + m).

Soit (z, 6,2) une quelconque des substitutions effectuées sur x,,
Xyy...y Xp; [0.3, 6.(2+ m)] est une substitution semblable a
(2, 2+ m), puisqu’'on l'obtient en faisant sur les variables de
(2,24 m) la substitution (2, §,z); désignons par §z la fonction in-
verse de §;z, cette substitution pourra s’écrire [z, 6, (¢, 2+ m)]; or
cette substitution laisse la fonction considérée invariable, elle est donc
identique 2 une des substitutions (z, z + n) et on aura

0,(6,2+m)=2z+n (mod. p),
d’ou
§.(z+n)=6z+m.

De cette congruence, on tire

9. (z+an)=0(z+n)+ m=0z+2am,

D I I . T T T SO S P S L A )

’ — .
0.(2+ kn)=0 z + km.
Faisons 3 = o, nous aurons, & étant quelconque,
0 (kn)=0 o + km;

9, o-est nul; on a donc, en remplagant £ n par z,

m S L

: 9; 2= 7 2,
et par conséquent toutes les substitutions qui laissent Ia fonction con-
sidérée invariable, sont comprises dans la formule (a).

On voit aussi par cette démonstration que si une fonction transi-
tive de p quantiiés n’est invariable que par une seule substitution
circulaire de p quantités, toutes les substitutions qui la laissent inva-
riable sont les substitutions ().
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Or le nombre des substitutions circulaires qui laissent une fonc-
tion transitive de p lettres invariable est de la forme ap + 1; donc si
une fonction transitive de p quantités est invariable par d’autres sub-
stitutions que les substitutions (), elle est invariable par au moins p +1
substitutions circulaires. :

TriorEME. — Une fonction transitive F de p quantités est inva-
riable par toutes les substitutions (z,a"z + b), a et b étant quelconques
et w un certain diviseur de p —1 plus petit que p — 1, et méme plus

. p—1
Petll que p

st p estde la forme 4n — 1. Le nombre des substitutions

circulaires de p quantités qui laissent cette fonction invariable est au

. ’ 4 ru
moins égal a

, I étant le nombre des substitutions qui, effectuées

SUP Xy, Xgy-wy Xpoy, laissent cette fonction invariable.

La fonction F est supposée invariable par la substitution (z, z +4-1)
et soient ensuite

(1) (2, 2), (2, 0,2), (2 022)y-.., (2, 0,_,2)

les substitutions qui ne permutent que X,, &y,..., Lpy €t qui lais-
sent la fonction F invariable.

Les substitutions [6, 3, 6, (z + m)]ou [3, 6,(¢ 2 + m)]sont des sub-
stitutions circulaires, qui sont les puissances de [z, §,(6, z +1)]. Or, le
nombre total des substitutions qui laissent F invariable est rp; donc,
en faisant dans I'expression [z, 6, (0, 2+ m)]s =o0, 1, 2,..., T — 1, 00
n’obtiendra pas toutesdes substitutions circulaires différentes, puisque,
si elles étaient toutes différentes, on aurait r(p — 1) substitutions cir-
culaires de p variables, et par conséquent le nombre de toutes les sub-
stitutions qui ont moins de p variables serait au plus égal a r, ce qui est
absurde; donc il y aura nécessairement deux substitutions telles que
[z, 6,(6. 2 + m)] et [2,6,(6, 2+ n)] qui seront identiques: ce qui don-
nera

6,(0, 2+ m)=6, (6, 2+ n) (wmod.p.).
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Changeous z en §,z, et nous aurons

e; (e;avz -+ m)Eeu(‘3+n)’

¢ YY)
0.6,2+m=0.6,(z+n).
Posons
(2) 0,0,2=0, z,
et nous obtiendrons
0,(z2 +n)=6,2+ m,
ce qui donne
(3) §,2=cz,
et il est prouvé que les substitutions (1) contiennent toutes les substi-
tutions (z, a“z), u étant un diviseur dep— 1.
Démontrons ensuite que si p est de la forme 4n — 1, u est plus petit

p—1

que —

» si la fonction est invariable par d’autres substitutions que

p—1
les substitutions [z, (£1)* 24 b].

En effet, supposons cette fonction de p quantités invariable par les
substitutions (2, = z + ), et par d’autres qui ne soient pas de la forme
(3, az+ b). Multiplions cette fonction par la fonction des mémes
quantités qui a deux valeurs, laquelle est changée par la substitution
(2, — z), et nous obtiendrons une fonction transitive de p quantités qui
ne serait invariable par aucune des substitutions (z, az), ce qui est
impossible.

. - . . — 1 . -

On voit en particulier que si “== est un nombre premier, une fonc-
2

tion transitive de p quantités qui w'est pas la fonction invariable par les

seules substitutions (z, * z + b), est invariable par toutes les substitu-

tions (z, a®*z + b).

Pour achever la démonstration de notre théoréme, supposons qu’ily
ait e des expressions @ (§z + m), qui puissent servir a représenter une
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méme substitution circulaire, de sorte que I’on ait

§,(6, 2+ n =6, (¢, 2+ n.)z@,’(é;.z—i- ny)=...
(4) =0, (6's z—l—n,__,);

de la premiére de ces congruences ontire, en changeant z en 6, z inverse
de 6,3,
6,(6, 6z +n)y=0, (0, 0,2+ m),
et
6,6,(6, 6,2+ n)=6,9, (9, 6.3+ n);

donc on aura

0:6,(0, 0}, 2+ n) =0,0, (%, E )= = e’f@%_. (6; #‘6',6 z+ no_4);

¢ ¢, zestl'inverse de 6,6, z; donc toutes les expressions ¢ (6'z + m) sont

égales e A e. D’apres les congruences (2) et (3), on aura

¢ Gx’zzc,z, g 6S’zzc,z,..., ¢ GSHZ,_:_ Cooy 2,
et par conséquentilyae substitutions de la forme (3, ¢z), qui laissent
la fonction invariable, et il n'y en a pas davantage; car sil y en
avait plus, on pourrait poser 6, 6, z=dz, 0, étant différentde 6,6, ,...,

§, et on aurait & ajouter aux e termes (4) congrus entre eux le terme

e—1

9, (0,2 +q); donc ces e substitutions ne sont pas autres que les substi-
p—1.

o

Les r expressions 0, (, 2+ 1) peuvent donc étre groupées e a e, de
maniére a étre identiques ou puissances I'une de I’antre; donc le nom-
bre des substitutions circulaires distinctes renfermées dans I'expres-

tutions (z, a“z), etonae=

. r rie .
sion [z, 6(9'z+ 1)] est- on —— Comme toutefois nous n’avons pas

démontré que toutes les substitutions circulaires qui laissent la fonc-
tion invariable sont de la forme [z, § (6'z + m)], il faudrait bien se

Froor oy ¢ [ ' oot . 1 RN R AR RN IRR L AN NY IR R R R
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garder de croire quv le nombre de ces substitutions circulaires est égal

X ru
a4

» mais seulement qu’il est au moins égal ép -

p—1
D’apres ce que nous venons de voir, les substitations (1) qui s'effec-
tuent sur xy, x,,..., &, , peuvent s'écrire

;

(e) (2, a“z), (2, a"0,2), (z,a%8,2),..., (2, a"8,,_,z2).

Si % est impair, en multipliant la fonction invariable par les substi-
tutions (¢) par la fonction qui a deux valeurs, on aura une fonction
qui ne sera invariable que par les substitutions (z, a“z) pour lesquelles
a est résidu quadratique, et comme le nombre des substitutions qui
la laissent invariable doit devenir deux fois moindre, ce sont

(z, a**z), (z,a*0,z), (z, a**6,z),..., (3, a*06,,_ 2);

I

on voit donc aussi que les substitutions

(Z7 612)7 (Z‘s eﬂz)v'.'v (Z, er'_,z)
laissent invariable la fonction qui a deux valeurs.
Supposons une fonction de p -+ 1 variables qui ne soit pas changée

z, é:—iﬁ) pour lesquelles (AD — BC) est
résidu quadratique, ni par les substitutions (1); (z, a®z) figure donc
p—I

par toutes les substitutions (

2
. . S _— —_1
parmi ces derniéres substitutions. La substitution z, ( )

— =
8, [(_-__%“_]

laisse cette fonction invariable et ne permute ni x,, ni x.; ¢’est donc
une des substitutions (1), et on a

Tome VI (a° série ). — SEPTEMBRE 1861. 4o
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d’ot1

(8) euzev[(_‘z) : ]E(_l) 2

11 est ensuite aisé de démontrer que si I'on a §,(z + m)=0,2 + 1,
quel que soit ¢, et que si toutes les substitutions (1) sont assujetties a
la congruence (g), il existe une fonction deux fois transitive de p + 1
quantités invariable par les substitutions (1) et par les substitutions

Az+B ;. . .
( , m) pour lesquelles AD — BC est résidu quadratique, et si l'on
écrit les substitutions (1)

(3, a*z), (3, a*0,z), (2,a*0,2),..., (5 a*é__ z),

ar

¢ étant égal a » toutes les substitutions qui laissent cette fonction

invariable sont données par I'expression

2 Ab6,z4+B
’» Coz+D)’

AD — BC étant résidu quadratique (et s < ¢).

TagoriME. — Soit une fonction transitive d’un nombre premier p
de lettres, dont toutes les substitutions seffectuant sur p lettres sont
circulaires; si elle est invariable par des substitutions qui changent la
fonction qui a deux valeurs, toutes ces substitutions s'effectuent sur
p — 1 lettres.

Supposons en effet une fonction F de p lettres, dont toutes les sub-
stitutions de p lettres soient circulaires, et qui soit invariable par des
substitutions qui changent la fonction des mémes lettres, qui a deux
valeurs.

Considérons les substitutions qui ne contiennent pas x, et qui lais-
sent F invariable. Soient K, le nombre de ces substitutions effectuées
sur p —r, lettres, K, le nombre de ces substitutions effectuées sur
p — r, lettres, etc. Le nombre des substitutions de moins de p lettres
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qui laissent F invariable est

Ep  Kp Kip

I T o +1,
7y r

i

et 'on a, en désignant par rp le nombre des substitutions quilaissent F
invariable,

(a) ' r=K,+K,+...+K;+1;

donc le nombre des substitutions de p lettres qui, par hypotheése, sont
toutes circulaires, est

K K;
p — (;”_,_E’L’.,_____,___,_ ).
r, . r; 7 /
Multiplions la fonction F par la fonction des mémes lettres qui a deux
valeurs, nous aurons une fonction transitive F’ dont le nombre des

. r <1z . . .
valeurs égales est 5 P- Gonsidérons encore les substitutions qui ne con-

tiennent pas &, et qui laissent F’ invariable. Soient K/, le nombre de
ces substitutions effectuées sur p — r, lettres, K/, le nombre de ces
substitutions effectuées sur p — r, lettres, etc. Le nombre des substitu-
tions de moins de p lettres, qui laissent F’ invariable, est

K K j
LT T Y I,
Ty r i

etona

(8) =K, +K,+...+K +1;

2

quant au nombre des substitutions circulaires de p lettres qui laissent F’
invariable, il est

13

p (K  Kp Kip ]
——(—-+—r2—+...+ +1

2 ry

Or le nombre des substitutions circulaires de p letires qui laissent les

4o..
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deux fonctions F et F’ invariables est le méme; ona donc

K, K. K; 1 p K, K, 1
p—p —_— 4.+ =) ==—p L4+ = 4. .+ =)
r 7 r; P 2 I T P
d’ou
r K,—-K.’, K;—K’, K.,‘—K,'
;2 -+ + . e+ —_

Ll 7y Ti

En retranchant (8) de (o), on a d’autre part
L= (R, —K,)+ (K, — Kp)+...+ (K, — K)),
et en comparant ces deux derniéres égalités, on a

rn=1, K,=K,, K,=Kj....

Nous ferons remarquer i propos de ce théoreme ce fait digne d’at-
tention, que 110us e CONNAISSONSs aucune fonction transitive d'un nom-
bre premier de quantités invariable par d'autres substitutions que
(3, az+ b) et qui ne soit pas changée par des substitutions qui changent
la fonction qui a deux valeurs.

Enfin nous pouvons certifier ce théoréme, quoique nous n’en con-
naissions pas de démonstration rigoureuse : Une Jfonction transitive
d’un nombre premier de quantités ne peut étre invariable par des
P+

2

. . . . 1 s
substitutions qui s'effectuent sur moins de de ces quantités.

Soit (2, §z) une substitution des p — 1 variables x,, x,,..., x,, pour
laquelle on a § (a“s) = a*6 3, u étant un diviseur de p — 1; cette sub-
stitution est de la forme

=L )+(u—:|)P_1 a2l

v +Bz ¢ 4.+ 1z ¢

A4 (u—1)

2, Az
(1)

p—]

—_— p)

A+
+ Kz v 4+ Lz

D'ailleurs les dérivées des substitutions de cette forme sont encore de
la méme forme; car si I'on a

6(atz)=a"6z, wp(a*z)=pF"nz,

I I RRRIR L AR NET LI RN RRE ) PR
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on aura

bp(atz)=0(B'uz) et Gu(a*z)= Vo nz.

On voit donc que, } étant un nombre variable, les substitutions de Ia
forme (1) jointes aux substitutions (z, az) forment un systeme de sub-
stitutions conjuguées, et la fonction de p — 1 quantités invariable par
ces substitutions est transitive, puisqu’elle est invariable par toutes les
substitutions (z, az).

Actuellement considérons une fonction transitive de P qunantités,
invariable par toutes les substitutions (z, a*z + b), et soient

(2) (2,2), (2,0,2), (26:2),.., (2 0,_,%)

les substitutions qui ne contiennent pas x,; désignons par ¢ zla fonc-
tion inverse de ¢ z, la substitution (7 6,a"0, z) est semblable & (z, a“z)

et laisse la fonction invariable; ce sera une substitution différente de
(2, @“z), 4 moins que I'on n’ait

' _ 3 o
6,00 z=u"z, d'ou 9, (a“3)==0a"0, 2,

et alors (z, 6, z) est de la forme (1).

Parmi les substitutions (2), il y ena quis’effectuent sur moins de p—1
variables; soit (z, 9, z) une telle substitution, et supposons qu'elle ne
permute pas x_; sila substitation (z, §, z) est de la forme (1), la sub-
stitution [z, §,(2 + &) — ] ne contient pas x, et n'est pas de la
forme (1). Donc il existe au moins une substitution (2, 0,a"0, z) sem-
blable 4 (2, a*z), et qui ne lui est pas identique.

Occupons-nous maintenant du cas particulier ou la fonction transi-
tive de p quantités est invariable par toutes les substitutions (z, a®z),
ce qui arrive toutes les fois que 2 — l

est un nombre premier.
Soient
(2, 2), (2 6,38), (3 6,2),.... iz, 95_12-)

les substitutions qui ne permutent que &y, 24,..., x,,. Les substitu-

tions (z, 6,a*F, z) sont des substitutions semblables i (z, a*z).
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Supposons d’abord que le nombre des substitutions qui ne con-
tiennent pas x, et qui laissent la fonction invariable, soit s(——p;—_—l-)-

—1

Faisons dans I’expression (z, 6,4 0.z)a=2,3,..., P ets=o0,1,

—3 S "
2,..., £ — I, NDOUS auronse(i-—f) substitutions de p — 1 quantites

semblables 4 (z, a®z). Donc, comme le nombre total des substitutions

{p

. e{p—1) .
faites SUT &,, Xg,..., Lpy €8t ———» et que le nombre de ces substi-
* 3 P 2

tutions qui ont moins de p — 1 variables est > ¢, toutes les substitu-
tions (z, 6,40, z) ne sont pas distinctes, et on a

6.a°6,2=0,b*G, z,
ou
6,6 (a*z)=0%0,0z;
d’ou
y P J
¢,0z2=Az * + Bz’

ainsi la fonction est invariable par au mojns une substitution de la
forme

P
(z,Az T " +Bz*)'

En second lieu, supposons que le nombre des substitutions qui ne
contiennent pas &, et qui laissent la fonction invariable soit ¢(p — 1),
auquel cas la fonction est deux fois transitive.

Soit (z, 72) une substitution du second ordre qui contient xy, et qui
ne contient pas X, ; Tz n'étant pas une des fonctions

2 2 ,
a*z, a*6,z, a®0,s,.., a*l_ z,

et supposons que toutes les substitutions du second ordre qui e con-
tiennent pas x,, soient données par les fonctions ’

atz, a6z, a*6,z,..., a’l_ z,

a*z, ta*0,z, ta*0,z,..., ta*ld _ a.
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Si toutes les substitutions (3, 9,46 z) et (3, § ta*v'( z) étaient diffé-

rentes entre elles, elles seraient en nombre égal d ¢(p — 3), puisque a

— I

est susceptible des valeurs 2, 3,..., 2 » et s des valeurs o, 1, 2,...,

¢ — 1, el par conséquent on n’aurait que 2¢ substitutions de moins de
p — 1 lettres; ce qui est impossible, puisqu’il n’y a pas de substitutions

p+1

de moins de variables.

1° Supposons que 'on ait §,a*0,2=0,60, z, on aura
§,6,(a*z) =020, 9, z;
2° Soit § ra’t' z=0,5%0 z, on aura
6,6,ta*'z=05%¢ 0,3,
0,6,7(a’s)=b%G. § 72
3° Soit §,1av'0 2 =0,7¢’t'{ 2z, on aura

G, 0,1’ s=ra’v'§ 0 z,

i

’r 40 2 o MR
U6 0. taltz=q 76, 0. z,

70, 6,1(a*z) =70, 6, 12.

Donc parmi les substitutions qui ne contiennent pas x,, il y enaau -

moins une (z, uz) pour laquelle on a

P,
p{a’z)=a’uz ou pz=Az 2 4 B2,

En terminant cette étude des fonctions d’un nombre premier de
quantités, nous ferons remarquer que I'on ne doit pas croire a I'exis-
tence d’un trés-grand nombre de théorémes généraux relatifs a foutes
ces fonctions; car il existe des fonctions transitives d’un nombre pre-
mier de variables, qui ne proviennent nullement de ce que le nombre
de leurs variables est premier, et qui devraient satisfaire & ces théo-
remes. Je citerai pour exemple la fonction trois fois trausitive de 17 va-
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riables qui a 1.2.3...14 valeurs, et qui doit son existence non a ce
que 17 est un nombre premier, mais a ce que 17 est une puissance de
nombre premier, plus 1.

CHAPITRE V.

DES FONCTIONS TRANSITIVES DE 72 QUANTITES, 72 ETANT QUELCONQUE.

Nous allons donner dans ce chapitre plusieurs classes de fonctions
transitives d’an nombre quelconque de quantités. Mais comme le sujet
quenous allons traiter ici est bien loin d’avoir le méme intérét que ce-
Jui qui a fait 'objet des chapitres précédents, nous n’y donnerons pas
tout ce que nous avons pu trouver, et nous nous contenterons d’énon-
cer quelques propositions qui sont toutes trés-faciles & démontrer.

Les classes de fonctions que nous allons donner, renferment presque
toutes les fonctions une seule fois transitives qui ont moins de douze
lettres.

Des fonctions cycliques.

On appelle fonction cyclique une fonction qui reste invariable par
une certaine substitution circulaire contenant toutes ses variables.

Désignons par X, Ly, Laseeer Loy les n variables de la fonction. Si
cette fonction n’est invariable par aucune substitution circulaire de
toutes ses variables qui ne soit puissance de (x;, 2,4,), cette fonction
n’est invariable que par des substitutions de la forme {x,, Z;;43); mais
la réciproque n’est pas vraie, une fonction invariable seulement par les
substitutions (x, Xazes)y D'€SL pas nécessairement une seule fois
cyclique.

Soient @, b,..., ¢, des nombres différents par rapport au module n
et premiers a n, il y a une fonction cyclique de n quantités invariable
par les substitations comprises daps la formule

(z, a“b...c% + m);

en particulier, on a une fonction cyclique de 7 quantités invariable

MR OE ETof) wee oy . v o e ey
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par toutes les substitutions
(2, az + b),

.2...(r—~1)
¢ ()
bien il y a de nombres inférieurs et premiers i 7.
Si 7 est un nombre pair, Pexpression [z, z + ( — 1)*] est une sub-
stitution réguliére de 7 variables qui peut s’écrire

a étant premier 4 n, et qui a

valeurs, ¢( ) désignant com-

(o) (-rzxa) (-1'4-1'5) o (X Tp_y);

mais si n est impair, cette expression n’est plus une substitution, car
elle changerait x, et X,_, en x,.

On voit d’aprés cela que si 7 est un nombre pair, il existe une fonc-
I.2...(p—1

tion cyclique de n quantités ayant )valenrs, et invariable

par toutes les substitutions
[2, 2+ m —+ I(—1)],

et qu’il y a aussi une fonction cyclique de ces quantités invariable
par les substitutions

[2, a*bP...c"2 4 m + I(— I)z]-

Si 7 est pair, il n’y a pas de fonctions cycliques invariables seule-
ment par des substitutions de » et de n — 1 quantités. Si n est impair,
il existe au moins une de ces fonctions, savoir la fonction invariable
par les substitutions (2, = z+ &).

Des fonctions invariables par les substitutions
(L‘CJ’, Byoeyld xj-j—‘a, 2+ By u+y) .

. .y , =
Soit 1= pgr...t; considérons lexpresslon Loty e et convenons
que l'on aura

m— x 1 ! ! 4
a,by¢,...,e a'y by, e

Tome VI (2€ série), -— SeprEMBRE 1861, [l.l
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sil’on a

a=a (mod. p), b=>b (mod.q), , .. ¢ =e (mod. ¢).

s . , . ;.
L’expression &, , . . . pourra représenter les n variables. Designons

par

(a') (x_r, FR xj+u,z+ﬁ,...,u+7)

une substitution qui augmente tous les premiers indices de a, tous
les seconds indices de 3, etc. En donnant A a, B,..., 7 toutes les va-
leurs dont ils sont susceptibles, on obtient des substitutions conju-
guées entre elles, et qui laissent invariable une fonction transitive F qui
a 1.2.3... (n—1) valeurs.

Si p,qs I+, t sONt des nombres qui sont tous premiers entre eux,
les substitutions { ) sont toutes les puissances d'une méme substitution
circulaire, de sorte que les substitutions peuvent s'écrire sous cette
forme beaucoup plus simple (£; Zgin), les indices étant pris par rap-
port au module 7.

En général, si 'on veut avoir toutes les fonctions d'un nombre donné
n de variables, telles que F, et si on veut que le nombre des indices
soit le plus petit possible, on adoptera la régle suivante : On cherchera
de combien de maniéres le nombre r peut étre décomposé en facteurs
Py Gy Ts--» ¢ tels, que g soit un diviseur de p, r un diviseur de g, et ainsi
de suite. Autant il y aura de maniéres de décomposer ainsi le nombre
n, autant il y aura de fonctions transitives différentes telles que F. On
prendra un nombre d'indices égal au nombre des facteurs p, q,7,...; ¢
et YYon prendra ces indices respectivement suivant ces nombres consi-
dérés comme modules.

Soit n = mp; il y a une fonction transitive de n quantités qui a

.2.3...(n—1 . o I
f.-z_,—j("——l valeurs, et qui est invariable par les substitutions que
mP—? q

T'on obtient en prenant le premier des cycles

| (25 x? 202 28 ), (xfxi Ty Ty ),

m-—1

ot .

nm—1

(A

' ! N ' Pt ’ N R R T e
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avec I'inverse de I'un quelconque des suivants, ni par la substitution

(g g s ™) (20t et ™)

(8t ah ™) (e oy T )

(B)

Il y a une seconde fonction transitive de n quantités qui a
1.2.3...(2—1)

mP—2
que I'on obtient en prenant le premier des cycles (A) avec I'un quel-
conque des cycles (A) de rang pair ou avec I'inverse d’'un quelconque
des cyctes (A) de rang impair, ni par la substitution (B).
Soit n = mn,; s'il existe une fonction transitive de m quantités ayant
p valeurs, il existe aussi une fonction transitive de n quantités qui a
1.2 .. {n—1)
1.2,..(m—1)
Considérons la fonction transitive de m quantités qui a p valeurs;
désignons ses m quantités par &, &y, Ly,..., Lpm_y €t SUPpPOSONS que
toutes les substitutions qui ne changent pas cette fonction soient

valeurs et qui n’est changée ni par les substitutions

p valeurs.

('rzxz)7 (x x?,s) ’ (x,, xp.z)’ T (x’x?r_l‘)'

Désignons par

1 By I

yoeey XLt

n,—1

0 0 0 0 1 1 { i L
Loy Ly Tgyerns Ly iy Xgy XLy Lgyrnny Lmergerey Ly 3 Ly -1’

n quantités, et imaginons une fonction de ces quantités invariable par
la substitution
=T )
(#727)

et par les substitutions

(@), (2,00 (222, )sees (2 0),

r

et nous aurons la fonction dont il s’agit.



