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THEOREMES

SUR

LA DECOMPOSITION EN FACTEURS LINEAIRES DES FONCTIONS
HOMOGENES ENTIERES:

Par M. L. PAINVIN.

1. Le hessien d’une fonction est le déterminant fonctionnel des dé-
rivées premiéres de la fonction.

Vappellerai hessiens dérivés du ki*me ordre d’une fonction les déri-
vées du k™ ordre prises par rapport aux éléments du hessien de cette
fonction. .

2. Les théorémes que je vais démontrer sont résuinés dans les
énoncés suivants :

I° 8i le nombre des variables est au moins égal au degré de la fonc-
tion : pour qu’une fonction de degré p, a n variables, soit décompo-
sable en un produit de p facteurs linéaires inégaux, il faut et il suffit
que les hessiens deérivés du (n — p — 1)#me ordre soient identiquement
nuls, et, en outre, que tous les hessiens dérivés du (n — p)eéme ordre
sofent dans un rapport identiquement constant avec la puissance
(p — 2)éme de la _fonction.

Ainsi, % étant une fonction de degré p, H son hessien, n le nombre
des variables (x, , x,,..., x,) qu’elle renferme, et u,, désignant la dé-

., - du .. .
rivee seconde ————, on devra avoir identiquement
§

dxr,dx.
. di—r— H
I — =03
urlsl ur252'" urn—p—l"'n—p—l
d*H 1 1 2
" = (= P (P = D by, (85
—p L*2 n—p
du"l ¥ du"z Syttt durn~p Sn—p
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Fyy Fageers Suy S34... sONt des nombres de la suite 1, 2,..., i, et les &,
représentent des constantes.

110 Si le nombre des variables est au plus égal au degré de la fonc-
tion : pour quune fonction de degré p, an variables, soit décompo-
sable en p facteurs linéaires incgaux, il faut et il suffit que le hessien
de la fonction soit identiquement divisible par la puissance (n ~ g )idme
de la fonction.

Remarque 1. — Le cas particulier ot le nombre des variables est
égal au degré de la fonction est une conséquence de I'un ou de I'autre
des deux énoncés précédents.

Remarque 1. — L’application de ces théorémes conduira 4 un
nombre surabondant de relations; il faudra se rappeler que le nombre
des relations distinctes, pour qu’une fonction homogene de degré p,
4 n variables, soit décomposable en facteurs linéaires inégaux, est
donné par la formule

(p+1)(p+2)...(p+rn—1)
1.2...{n—1)

pln—1) =13

les relations excédantes seront une conséquence des autres.

3. Je commencerai par démontrer que les conditions énoncées ont
lieu nécessairement lorsqu’on suppose la fonction décomposable en
facteurs linéaires.

PrEmiER cas. — Le nombre des variables est au moins égal au
degré de la fonction.

Soit « une fonction de degré p, n le nombre des variables, et sup-
posons celle fonction égale 4 nn produit de p facteurs linéaires de la
forme

Gy Xy = Qpg Ay oo+ Ay X

Soumettons cette fonction z a la transformation linéaire
(l) Jr = Gr Xy + Qg Xy ..ot Appy X5

dans ces dernieres formnles, r désigne un quelconque des nombres de

A AR R IR R AR N N ]
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la suite 1, 2,.., n; les valeurs r =1, a,... p repraduisent les p fac-
teurs de la fonction u. Cette substitution transformera la fonction u en
Ia fonction

(2) V== ¥ Voeer Vo

Calculons le hessien et les hessiens dérivés de w2 a I'aide des dérivées
de la fonction ¢.

4. Posons
” du d*u
= = U, —
r dz, rs dx,dx,,
o dv o d?v
== [
d dJ’: e dyrd,rs,
et l'e]nﬂrql]ons que
Ypi1 = O, Vpra = Oy..1y Yp = O,
Uroprt — 0y Vrpig=0,..., ¥,,= 0.

Eu égard a ces relations, les formules (1) de transformation nous don-
neront
U =@y, 0y + Agp ¥y + oo By ¥

d’ou l'on conclut

dy
Upg = dx| 4r+ a2r =+ + apr'}
(3)
dvo,
dz. =V Qs+ Vg g Ao Vrp ps-

Or si I'on se rappelle les principes sur lesquels repose la multiplication
des déterminants, on voit que le hessien de u, ses hessiens dérivés du
1%, du 2°,..., du (n — p — 1) ordre, sont des quantités identique-
ment nulles, puisque le nombre des produits qui entrent dans I'expres-
sion de u,, est inférieur au degré de ces déterminants. Ainsi nous
voyons déja que tous les hessiens dérivés du (n — p — 1)#me ordre de
la fonction u sont identiquement nuls.

27..
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5. Passons au calcul des hessiens dérivés du (rn — p)*m ordre.
Si I'on désigne par P le module de la substitation (1), et qu’on pose

. ar—rp
([') Arl’z""'n—p=da d

di
i p+d a’z-P+2" * a"n—p;"

(les seconds indices, dans le dénominateur, représentant des nombres
fixes), les formules (3) nous donneront, pour les valeurs des hessiens
dérivés du (n — p)éme ordre,

Uiy Vi Viger Vip
i Vi Vaa Vage.. Vap

(5) du_ _du du —)\’1’2"""-P'lsl*‘?""n—p Vo Vga V33.-0 Vgp
rys LS rn—psn—p

L PN

¢

P2 Y,

D ‘o3 e

v
Vrr = 0y, Vps = 3

YrYs

donc
d—rH

du = (_ !)P—‘ (P - I))\"l’lf"rn—‘;)\-’l 3;"'-"n-p'vp-2

T % du"z"z o 'd”"n—p-’n—
14

= (=3P (p— 1) e Ay e P2

ainsi les hessiens dérivés du (n — p)?m® ordre sont identiquement
proportionnels a la puissance (p — 2)# de la fonction.

6. Seconp cas. — Le nombre des variables est au plus égal au
degré de la fonction.

Je remarque d’'abord que le hessien étant un covariant de la fonc-
tion, toute relation entre le hessien et la fonction existera encore entre
la fonction transformée par une substitution linéaire quelconque et le
hessien de la fonction transformée. Choisissons, pour expressions des
nouvelles variables, n des facteurs dans lesquels se décompose la
fonction. Cette fonction pourra donc s’écrire sous la forme

(69 u=2,%: Y. XYZ.. U;

les variables sont y,, 7,,..., 74; X, Y, etc., sont des fonctions li-
néaires de ces variables, et leur nombre est p — 7.
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Posons

(7) Mr:mrfr, ernr,}’r’ Przprfrr“y Qrz(}rj’r,
ou r=r,a,.., n;

les X, Y, Z,..., U seront de la forme

X=M,+M;+...4+M,,
Y=N{+N2+-~~+Nn,
(8) Z=P,+P,+...+ P,

.............

1l s’agit de démontrer que le hessien de u est divisible par u"*,

7. Posons encore, pour simplifier,

® = XYZ...U,

— oM N P ,Q
(9) a,—-@(i+Y—!—Z+...-f-ﬁ)7
M, N, + M, N, M.P,+M,P,
C,S:C,P< JXY N X7 +)
| &, = 2a,+c,,,

(10) Urs =% + a, + a, + c,,

V=202 Yae o Ins
on trouve que

1 . v

(1%) Upp = i Opry  Upg = ey, Crse

Désignons par H le hessien de u; en combinant convenablement par
voie d’addition les lignes et les colonnes de ce déterminant et en ayant

Tk b
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égard aux relations évidentes

(12) a,+as+..+a,=(p—n)%,
12
CiptCopAeeetCpp=0Cp +Crat+eit Crp = (p—n—ri)a,,
on arrive rapidement la valeur suivante de H
— (p—2)+¢yy 24 Cyg-eo 2+Cin
QA-Cgy —(p—2)2¢aa. . R+ Con
(13) H= (I;i,,._,>vn—= Q-+ Cyy R+ Cy3.-. R+ Csn
Q+Cny QA+Ca,z2:- —(p—12)2+Cup

. ®,

ou 9 représente la quantite

=1

N. B. — On devra traiter directement le casou p=n+1.

8. Pour établir la proposition que nous avons en vue, il suffit de
faire voir que ce déterminant est divisible par €*~* ou "7
Dans ce but, on remarque d’abord que les ¢,, peuvent s’écrire sous

la forme

(14) o= Sft 0k,

en posant

(15) k,.5=%+11’%+%+...+%%-

Si alors on développe par colonnes le déterminant qui est en facteur
dans la valeur de H, on constate aisément que les déterminants par-
tiels ainsi obtenus ont en facteur les quantités ">,

L’espace que je dois occuper ne me permet pas de développer avec
détails cette vérification qui n’offre pas d’ailleurs de sérieuses diffi-
cultés.

9. Les calculs que je viens d’exposer nous démontrent que, si une
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fonction est décomposable en facteurs linéaires inégaunx, les conditions
énoncées au n°® 2 sont nécessairement remplies.

Il reste maintenant & établir la proposition réciproque.

10. Supposons d’abord le nombre des variables supérieur au degré
de la fonction. Soit une fonction u, de degré p, a n variables; dési-
gnous par H son hessien, et admettons que

dn-—p—x H
du__du__...da =%
(16) 18 Trys, Tn—p—{Sn—p_y
4 =) ) p-2
du j = Arirgeer, 5,:2--~s,,_p’u y

rl"l"'dur252. ot u"n—psn-—n

il s’agit de démontrer que la fonction u est décomposable en facteurs

linéaires. Représentons, pour un instant, par & le déterminant
du—p—-lH

- » NOUs aurons
diy, p+2 dup+3, PRI 75

‘u dh +u dh S tu dh o dh o
ir 2r e P, p+i,r =0
du| " a’uwl dup’ r dup_H -

et cette relation aura lieu pour r =r,, puisque % est nul. En rempla-

cant les %— par leurs valeurs déduites de la seconde ligne des éga-

lités (16), il vient
(17) ul,r )‘I,p+2,...,n -+ u2r R2.p+2,‘ Y/ + .4 up+|,r)\p+l.p+2,.,,n =0,
et cette relation a lieu identiquement pour les valeurs 1, 2,..., p+1

de r. En raisonnant de la méme maniére sur (n — p — 1) déterminants
d~r—H

de la forme o » on voit que Uidentité (17) est

P21y uP"'aw ryt e u”-"n-p-l
encore vraie pour les valeurs p + 2, p 4+ 3,..., n de 7. On conclut de
cette identité

(18) Uy Ny pra,  nt Uy Aopra, n o Uprs Apri,pas,.,n = O.
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(19)
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Par un raisonnement analogue, on obtiendra d’autres relations de la
forme ((8); on continuera cette déduction jusqua ce qu'on ait un
nombre de relations égal 4 Pexcés (n — p) du nombre des variables sur
le degré de la fonction. On aura ainsi le groupe des relations suivantes

‘ul P’l.n -+ u2p~2,n

(ulpﬂ,n—|+u2pz,n—|+ .o

‘ u, ‘u'i,n—z_l" U, {1-2,;1—2'*‘---"‘ Up ., P-p—l.n——2+ Up_y H'n——i,n—-:"" Uy

dont le nombre est n — p.

(20)

+ ..

.

LU,

LI +up+1yvp+l.ﬂ=o’

Ppon—t T U

o, n—1 = 05

Pnn—2= 0O,

P L)

11. Ceci posé, effectuons la transformation linéaire

xrzp'r,!fl —+ P-r,2f2 +...+ P'r,nfn;

les (n — p) derniéres colonnes du module de cette substitution étant
fournies par les relations (19); de sorte que la ri*me colonne sera

Fa,ns Pa,ns Mg, nnorers Ppsi,ns 0, Oy..., 0, O,

la (n — 1)#m colonne sera

H'l.n—n {J‘2,u—l7 .u‘3,n—l7"') H’p.m—u 0,0-4 o, p'n,n—l;

Ja (n — 2)m colonne sera

[J'l,nvﬂ!s [J‘2,n—')7 {"'3,n-37"'1 (J‘p—l,n—2s 0! Oa'-

et ainsi de suite.
A Paide des formules (20), la fonction u se transformera en une
fonction que je désignerai par ¢. On voit d’abord que la fonction
wansformée ¢ est indépendante des variables ypui, Fprase-os Jri C4T,
d’apres les formules (20) et (19), on trouve

(21)

(22)

do
4y py

= s

On conclut encore

Vr p1 = 0y

dv o dv
L= —_— = 0,
d.yp-i-? ’ ’ dfn
Vrpr2 == 0yeeey  Vrn=0.

oy Oy Mp—y, n—2y Mn,n-23

RN TR L RN NN T AR
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Ainsi, si I'on a égard aux relations (16), on trouve que la fonction u
peut se Iransformer en une autre v, de méme degré p, et ne renfermant
plus que p variables. \

12. Je dis, en outre, que cette fonction v est telle, que son hessien
est dans un rapport identiquement constantavec la puissance (p — a)iéme
de la fonction.

11 suffit, pour le démon'trer, de résoudre les formules (20) par rap-
portaux y, et de calculer les u,, en fonction de v,s. En suivant alors
une marche analogue 4 celle qui est indiquée daus le n° 4, et en s’ap-
puyant sur les propriétés connues des déterminants réciproques, on
constate que les identités (16) se réduisent toutes 4 la forme unique

Yin Vigeen vy,

V20 Vg Wy, P
= k. s

Yot Vpaeer Wy

k étant une constante; le hessien de la fonction ¢ est donc propor-
tionnel 4 la puissance ( p — a)#m de la fonction.

Remarque. — Ce méme calcul nous montre que, dans les for-
mules (20) de transformation, on ne devait pas étendre les rela-
tions (1g) & plus de (n — p) colonnes; car alors les hessiens dérivés
du (n — p)“me ordre eussent été nuls, ce qui serait contraire aux hy-
potheéses admises (16).

13. On voit par ce calcul que la proposition réciproque se trouve
ramenée a I'examen du seul et unique cas oti le nombre des variables
est inférieur ou égal au degré de la fonction. Cette derniére question
ne me semble pas, pour le moment, pouvoir étre traitée par une ana-
lyse générale comme I'ont été toutes les questions qui précedent. Ce-
pendant sa vérification est possible lorsque le degré de la fonction
n’est pas trop élevé. ’

14. L’examen des cas ou plusieurs des facteurs linéaires sont égaux,
conduit 4 des théorémes analogues. Je me contenterai d’énoncer la

Tome V1 (2¢ série). — Juin 1861, 28




218 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

proposition suivante dout la démonstration générale w'offre aucune
difficulté. '

Pour qilune fonction homogéne, de degré p, & n variables, soit la
puissance péme d’une fonction linéaire, il jaut et il suffit que les
hessiens derivés du (n — 2)#me ordre soient identiqguement nuls.

Ainsi, u étant la fonction, on devra avoir identiquement

Ups, Urs,

pour toutes les valeurs 1, 2, 3,..., n des indices r, 1y, §, Sy

f " ' ey . s
' (K R REERREURY IR N TR L AN R



