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MÉMOIRE 
SUR 

LE DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES 
DES 

COORDONNÉES DES PLANÈTES ET DE LA FONCTION PERTURBATRICE; 

PAR M. PUISEUX. 

On fait dans l'astronomie un usage fréquent des formules qui ex-
priment les coordonnées d'une planète par des séries de sinus et de 
cosinus d'arcs multiples de l'anomalie moyenne. Pour toutes les va-
leurs réelles de cet angle, les séries dont il s'agit restent convergentes; 
mais il n'en est plus de même quand on lui attribue des valeurs ima-
ginaires : si l'on cherche alors les conditions de convergence, on est 
conduit à prendre pour variable, au lieu de l'anomalie moyenne elle-
même, l'exponentielle imaginaire dont elle est l'argument. La considé-
ration de cette variable nouvelle permet, non-seulement d'assigner 
avec facilité les limites dans lesquelles les développements des coor-
données restent convergents, mais encore, comme l'a remarqué M. Cau-
chy, de calculer sans peine les termes généraux de ces développements; 
il y a plus : la même méthode appliquée à la fonction perturbatrice 
fournit le terme général de cette fonction développée suivant les sinus 
et cosinus d'arcs multiples des anomalies moyennes de deux planètes. 
Les coefficients du sinus et du cosinus d'un argument donné s'obtien-
nent ainsi directement sous la forme de séries procédant suivant les 
puissances entières des deux excentricités, du sinus de la demi-in-
clinaison mutuelle des orbites et du rapport des grands axes, c'est-à-
dire sous la forme la plus appropriée à l'usage qu'on en fait dans la 
Mécanique céleste. 

Tome V (2' série). —FÉVRIER i860. 9 
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PREMIÈRE PARTIE. 

DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES DES COORDONNÉES D'UNE PLANÈTE. 

Nommons Χ, Y, Ζ les coordonnées d'une planète rapportées à trois 
axes rectangulaires quelconques passant par le centre du Soleil, et 
soient ξ,-τη les coordonnées du même astre par rapport à deux axes 
rectangulaires situés dans le plan de l'orbite, le premier étant dirigé 
vers le périhélie ; on aura 

X = Αξ + A, ·/;, Υ=ΒΞ4-Β,>7, Z = C? + C"îj, 

A, B, C, A,, Β,, C, désignant des quantités qui restent constantes dans 
Je mouvement elliptique. 

Appelons ζ l'anomalie moyenne, u l'anomalie excentrique, r le rayon 
vecteur, a le demi grand axe de l'orbite, e l'excentricité; nous aurons 
les formules connues 

u — e sin u — ζ, r — a( ι—ecosu), i = a{cosu — e), 

yj = a \lι — e2 sin u. 

Si maintenant nous posons 

Et ï TM*W 

E désignant la base des logarithmes népériens, et i l'imaginaire y —· '? 
l'équation 

u — e sin u = ζ, 
qu'on peut écrire 

-j^tu — fesinu -

nous donnera 

(0 s E s' = z, 

et nous aurons de plus 

18 P. i n /T 

Ainsi s étant une fonction transcendante de z assujettie à vérifier l'é-
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quation (1), r, ξ, η, et par suite Χ, Y, Z sont des fonctions rationnelles 
de,[·]. 

Ajoutons d'ailleurs qu'en vertu des formules 

zm = cos ιηζ -+- i sin >ηζ, zrm = cos ιηζ — i sin m ζ, 

la recherche du développement d'une fonction de Χ, Y, Ζ suivant les 
sinus et çosinus des multiples de ζ revient à celle du développement 
de la même fonction suivant les puissances entières, positives et néga-
tives de z. 

Avant de nous occuper de ce développement, il nous faut d'abord 
définir nettement la fonction de z désignée par s. On reconnaît aisé-
ment que pour chaque valeur de z l'équation (1) fournit une infinité 
de valeurs de s. En effet, soit 

z — E^, J — Ex+i-r, 

ρ, (], x, y désignant des nombres réels ; en représentant, pour abréger, 
par S (x) et C (ar) le sinus et le cosinus hyperboliques de x, c'est-à-dire 
les deux fonctions 

Ε* — E-* E* -+- E-·' 

on partagera l'équation (1) dans les deux suivantes: 

χ — e S(x) cos y = p, (3) y — e C (x) sin y — q. [**] 

Les valeurs de x et de y qui satisfont à ces deux équations peuvent 
être considérées comme les coordonnées des points communs aux deux 
courbes qu'elles représentent par rapport à deux axes rectangulaires. 

[*] M. Cauchy a déjà remarqué et utilisé la propriété dont jouissent les coordon-
nées d'une planète d'être des fonctions rationnelles de la variable s ( Comptes rendus de 
l'Académie des Sciences, t. XIX et XX). 

[**] On pourrait au second membre de l'équation (3) ajouter un multiple arbitraire 
de 2 7Γ : les valeurs de γ qui satisfont aux équations ( 2) et (3) seraient alors augmen-
tées du même multiple de 2π; mais les valeurs correspondantes de s resteraient les 
mêmes. La considération de ce multiple est donc inutile dans la recherche des racines 
de l'équation (i). 

9·· 
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En construisant ces courbes, on reconnaît qu'elles ont une infinité de 
points d'intersection formant deux séries situées l'une d'un côté, 
l'autre de l'autre côté de l'axe des y. Dans chacune de ces séries, lors-
qu'on s'éloigne suffisamment de l'axe des.r, les ordonnées tendent à 

devenir égales aux termes de la suite ± + π, k désignant un 

nombre entier positif; les valeurs numériques des abscisses croissent 
indéfiniment en même temps que celles des ordonnées, mais moins ra-
pidement. 

On arrive aux mêmes conclusions en cherchant les expressions ap-
prochées des coordonnées des points d'intersection très-éloignés de 
l'origine. L'équation (3) montre d'abord que pour χ très-grand, y doit 
être très-grand, ou bien sin γ très-petit; d'un autre côté, l'équation (2) 

donne alors pour cos y une valeur positive très-petite : ainsi l'hypo-
thèse de sin y très-petit doit être rejetée, et il faut que j-· soit très-grand 

et de plus très-voisin d'un multiple impair de Faisons donc 

y = 2 m π ±(^-ε), 

m désignant un très-grand nombre entier, positif ou négatif, et ε un 
très-petit angle positif. 

Soit d'abord m > o; l'équation (2) donnant pour sin y une valeur 
positive, il faudra dans l'expression précédente de y rejeter le signe 
inférieur et prendre 

y = (2 m-4-Ijir —
6

; 

il en résulte, en désignant par a, j3, y des nombres très-petits, 

C(jc) = ^I(i +
 a

), E
±x

= + β), χ=±\
0
ξ^ + y. 

Soit en second lieu m < ο ; il faut alors que sin y soit négatif : on 
prendra donc, en mettant le signe de m en évidence, 

y = - (31»+ + 

et on en conclura encore 

x = ±]°ë—+1-
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A de très-graudes valeurs de χ répondent, suivant que χ est positive 

ou négative, des valeurs de s dont le module est très-grand ou très-
petit. On voit donc que les valeurs de s dont le module est très-grand 
sont les produits par un facteur très-voisin de 1 des valeurs de 

l'expression ± e
t q

Ue
 ]

es valeurs de s dont le module est très-

petit sont les produits par un facteur très-voisin de 1 des valeurs de 

l'expression i [*]. 11 s'ensuit que R étant supposé positif et 

très-grand, — est approximativement le nombre des valeurs de s dont 

le module est compris entre 1 et R, et que c'est aussi le nombre 

[*] Si l'on désirait des expressions plus approchées des valeurs de s qui ont des mo-
dules très-grands ou très-petits, on les trouverait par les formules suivantes. L'entjer m 
étant toujours supposé positif et très-grand, soit 

i^m -+- π — q = a, ^2m +
 π

 + 1 — 

et représentons par M un nombre tel, que le rapport — soit infiniment petit pour m 

infiniment grand, quel que soit l'exposant positif α : les deux expressions 

ia 2 /, ία \ V 1 L na \ e ~| M 

~7i + « (l0gT - ή + |Je (l0g - ■~ή + TèJ ' + F 

fourniront pour chaque valeur de m deux valeurs de « à modules très-grands, et de 
même les deux expressions 

1 

__
i+

_ ^o

g_+^
 +

 ^-^l°g_+^+_j
I
 + _ 

2 b 2 /, 2 b \ Γ 2 /. 2i \ cl M 

fourniront pour chaque valeur de m deux valeurs de s à modules très-petits. 



7° JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

approximatif des valeurs de s dont le module est compris entre ι 

··;· 
Pour chaque valeur de z l'équation (1) peut être considérée comme 

ayant un nombre infini de racines égales à zéro et aussi un nombre in-
fini de racines égales à l'infini ; mais les valeurs finies de s sont généra-
lement inégales. 

Cherchons maintenant pour quelles valeurs particulières de ζ deux 
des valeurs finies de s peuvent être égales entre elles. Chacune de ces 
valeurs de z, jointe à une valeur convenable de s, devra vérifier à la 
fois les deux équations 

.E-=HL,
 = 0I + 

dont la seconde s'obtient en égalant à zéro la dérivée prise par rap-
port à ί du premier membre de la première. On conclut de là, en ex-
cluant les valeurs nulles ou infinies de s, 

nembre de la pr 

Si l'on appelle ψ l'angle aigu dont le sinus est égal à e, les deux ra-
cines de cette dernière équation seront 

= tang^? Λ
2
 = cot^> 

et les valeurs correspondantes de ζ seront 

z, = tangf E^, z
2
=cotiE-cos'. 

Pour chacune de ces valeurs de z, deux des valeurs finies de s fournies 
par l'équation (i) sont égales entre elles : pour toute autre valenr finie 
de z, les racines finies de cette même équation sont toutes inégales. 
Observons d'ailleurs que z, et z

2
 sont des nombres réels et positifs 

ainsi que et Î2
 el: qu'on a 

Z\ z% — ι, sf -£3 — t, Sj t ? ^2 ^ t -



PURES ET APPLIQUÉES. 7* 

de plus la dérivée de z, par rapport à ψ, savoir ?—étant essen-

tiellement positive, on en conclut que ζ, augmente lorsque ψ croît 
de ο à go degrés; mais pour ψ = go°, on a ζ, — 1 ; donc pour une 
valeur quelconque de ψ inférieure à 90 degrés, on a z,< 1 et par suite 
Z2 I. 

Imaginons à présent qu'à chaque valeur ζ = a -+~ ib du paramètre ζ 
on fasse répondre sur un plan le point Z qui a pour abscisse a et pour 
ordonnée b : soit z

0
 une valeur particulière de ζ et nommons σ une 

des valeurs finies de s qui satisfont à l'équation 

*E A ^ '' = Z
0

. 

Cela posé, concevons que le point Z, partant de la position initiale 
Z

0
 correspondante à z

0
, décrive un chemin quelconque Z

0
 M, et pre-

nons σ pour valeur initiale de s. Pour qu'on soit assuré que la fonc-
tion s, assujettie à varier d'une manière continue avec z, aura en cha-
que point du chemin Z

0
 M une valeur unique et parfaitement détermi-

née, il faudra : i° que la ligne Z
0
 M ne passe par aucun des deux points 

Z
(
, Z

2
 correspondants aux valeurs z

h
 et z

2
 de z qui font acquérir à l'é-

quation (1) des racines égales de valeurs finies; i° que sur la même 
ligne Z

0
 M notre fonction s ne puisse se réduire à zéro ou grandir jus-

qu'à l'infini. Cette seconde condition n'est pas moins nécessaire que 
la première, puisque pour chaque valeur de z on peut regarder zéro 
ou l'infini comme des racines multiples de l'équation (1) : j'ajoute 
qu'elle sera remplie, si aucun point du chemin Z0M n'est à une dis-
tance nulle ou infinie de l'origine des coordonnées. 

En effet, le chemin Z
0

M satisfaisant aux conditions qu'on vient d'é-
noncer, admettons, s'il est possible, que s y devienne infinie, et soit 
Q le point où cela arriverait pour la première fois : nommons Ρ un 
point qui précède Q sur le chemin Z

0
 M et qui en soit très-voisin. De 

Ρ en Q la valeur de s serait très-grande et dans l'équation différen-
tielle 

1 IÎH— ) I 1— · —- j z 
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on pourrait, à la place du facteur écrire -(i ■+- ω), 

ω étant très-petit ; il viendrait ainsi 

as — — : 

D'un autre côté, en posant 

z=p Ε'Λ 

ού ρ et S sont supposés réels et ρ positif, on a 

dz do . ir, 

d'où 

module de ^ = y/^7- + dô
2

, 

ou encore 

module de — — —·> 

d\ désignant la différentielle de l'arc décrit par le point Z. On aurait 
donc, en appelant μ. le minimum du module de 1 -+- ω le long du che-
min PQ, et p' le minimum de ρ ou la plus courte distance de l'origine 
à l'arc PQ, 

module de efo<^4-· 

On déduit de là que le module de l'accroissement de s, quand on 

passe du point Ρ au point Q, serait moindre que la quantité finie , 

l étant la longueur de l'arc PQ. Il est donc impossible que la fonc-
tion s devienne infinie au point Q. 

De là il est aisé de conclure que la fonction s ne peut pas non plus 
devenir nulle le long du chemin Z

0
M; car soit 

z = -, > S = -, : 
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on aura entre z' et s'l'équation 

Î'E 2^ ''=z', 

qui est toute pareille à l'équation (1). Au chemin Z0M décrit par le 
point Ζ correspondra un chemin Z'0M' décrit par le point Z', et si au-
cun point du premier chemin n'est à une distance nulle ou infinie 
de l'origine des coordonnées, il en sera de même sur le second. D'après 
ce qu'on vient de démontrer, la fonction s' ne pourra pas devenir in-
finie; la fonction s ne pourra donc pas devenir nulle. 

Les conditions nécessaires pour que la fonction s ait une valeur 
unique et finie en chaque point du chemin Z

0 M se trouveront remplies 

y\ 
] 

j ! | ÎT~~ /B h \c~~7 

\ / 

en particulier, si l'on suppose ce chemin entièrement renfermé dans 
l'espace G compris entre les deux circonférences décrites de l'origine Ο 
comme centre avec des rayons OB et OC égaux à z, et à Î2. On peut 
donc dire, en se limitant à cet espace, que l'équation (1) définit une 
infinité de fonctions de z qui ont pour valeurs initiales les diverses ra-
cines de l'équation 

s Ε 2^ s} = z0 

et qui restent toujours distinctes les unes des autres, pendant que le 
point Z déqrit le chemin quelconque Z0M. 

Tome V (2€ série). — MARS i860. IO 
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Dans ce qui va suivre, non-seulement nous admettrons que le point 
Z ne sorte pas de l'espace G, mais encore nous prendrons z0 =

 1 pour 
la valeur initiale de z et nous considérerons spécialement celle des 
fonctions s dont la valeur initiale est elle-même égale à i. Cette fonc-
tion particulière, que nous désignerons seule dorénavant par la lettre 
s, jouit seule aussi de la propriété de reprendre toujours la même va-
leur, quand le point Ζ repasse par une position qu'il a déjà occupée. 

Pour le démontrer, supposons d'abord que le point Ζ reste sur la 
circonférence AP décrite de l'origine comme centre avec un rayon 
égal à ι : on pourra poser alors ζ = E'?, ζ désignant un angle réel ; et si 
l'on fait en même temps s = E"', on voit qu'on satisfera à l'équation (i) 
en prenant pour u l'angle réel donné par l'équation u — e sin u — ζ, 
c'est-à-dire l'anomalie excentrique correspondante à l'anomalie 
moyenne ζ. Il existe donc une fonction s qui a pour expression E'" 
tant que le point Ζ reste sur la circonférence AP, et comme elle se ré-
duit à l'unité quand le point Ζ occupe la position A pour laquelle 
z= i, cette fonction est bien celle que nous sommes convenu de dé-
signer exclusivement par la lettre s. 

Nous voyons de plus que la fonction s reprend la même valeur 
toutes les fois que le point Z, se déplaçant sur la circonférence AP, 
vient à repasser par un même point quelconque Ρ de cette ligne : car 
les valeurs correspondantes de l'angle u ne peuvent différer que de 
multiples de 2 π, et lorsque u varie de atï, l'exponentielle E1" ne change 
pas. Considérons maintenant un point quelconque M de l'espace G, et 
soit Ρ le point où la circonférence de rayon 1 coupe la droite OM du 
même côté du centre que le point M : quel que soit, dans ce même 
espace G, le chemin par lequel le point Ζ va de A en M, on pourra 
toujours, sans changer la valeur finale de Î, remplacer le chemin dont 
il s'agit par un autre chemin dans lequel le point Z, après avoir décrit 
l'arc de cercle AP, effectue un certain nombre de révolutions com-
plètes sur la circonférence AP et trace enfin la droite PM [*]. Or, quel 

[*] Cette proposition résulte des principes que j'ai établis dans un précédent Mé-

moire ( Journal de Mathématiques, t. XV, p. 3^0 ). Bien que dans ce Mémoire j'aie eu 
plus spécialement en vue les équations algébriques, les principes dont il s'agit s'appli-
quent également aux équations transcendantes du genre de l'équation (i). 
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que soit le nombre des révolutions effectuées, la valeur de Î sera tou-
jours la même au moment où le point Z partira de la position Ρ pour 
décrire la droite PM. La fonction s obtiendra donc toujours la même 
valeur quand le point Ζ arrivera en M. 

Il suit de là et d'un théorème dû à M. Cauchy et complété par 
M. Laurent [*] que pour toutes les valeurs de z qui répondent à l'es-
pace G, ou dont le module est compris entre z, et z

2
, on pourra ex-

primer par une série convergente ordonnée suivant les puissances en-
tières, positives et négatives de z, non-seulement la fonction s, mais 
encore toute fonction S de s qui reste finie et continue dans tout l'es-
pace G et qui reprend toujours la même valeur en chaque point de cet 
espace. Telle est, par exemple, une fonction entière des coordonnées 
X, Y, Z; car ces coordonnées sont des fonctions rationnelles de s et ne 
deviennent infinies que pour s nulle ou infinie : telle est encore la 
fonction 

:n'--As+;)\y 

ρ désignant un nombre entier : car r ne s'annule que pour les valeurs 
s = s,, s = s

2 qui répondent à ζ = z4, z = z2
 et par conséquent ne se 

réduit pas à zéro dans l'intérieur de l'espace G. Une puissance fraction-

naire r ? du rayon vecteur remplirait également les conditions im-
posées à la fonction S. Il suffirait, pour le prouver, de démontrer que 

r une fois définie par sa valeur initiale, ne peut acquérir qu'une 
seule valeur en chaque point de l'espace G; c'est ce qu'on établira 
aisément en montrant d'abord qu'une révolution complète sur le cercle 
de rayon 1 n'altère pas cette fonction. Ajoutons enfin qu'on pourrait 
prendre encore pour s le produit d'une puissance du rayon vecteur 
par un polynôme entier en X, Y, Z, ce qui est le type de la plupart des 
fonctions qu'on peut avoir à développer dans la théorie du mouve-
ment elliptique d'une planète. 

[*] Voir divers Mémoires de M. Cauchy ou bien la Théorie des fonctions doublement 
périodiques, par MM. Briot et Bouquet, p. 3i. 

ro.. 
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Pour calculer effectivement les coefficients des diverses puissances 
de ζ dans le développement de la fonction S, nous observerons qu en 

vertu du théorème déjà cité on a 

iîtiS = j' Sz~' dz 4- ζ ^ S s
- 2 dz z* J S z~3 dz +... 

-+- ̂  J Sr/z -+- z~2 Jszdz ζ 3 J S z2 dz 

les intégrales définies du second membre étant prises tout le long 
d'un cercle décrit de l'origine comme centre avec un rayon plus grand 
que z, et plus petit que z-2, mais d'ailleurs arbitraire. Nous ferons le 

rayon de ce cercle égal à i, de sorte qu'on ait ζ = E'?; il en résultera 
s — E"% et pendant que le point Ζ décrira le cercle dont il s agit, 
le point qui répond à la valeur de s fera aussi une révolution com-
plète sur le même cercle. Si donc dans les intégrales définies de la 
formule précédente on remplace ζ par sa valeur en s tirée de l'équa-
tion (i), les intégrations devront encore se faire, par rapport à la nou-
velle variable s, le long d'un cercle de rayon [. On trouvera ainsi pour 
le coefficient de zm dans le développement de %inS l'expression 

du second mcmbrc étant prises t 

La quantité Ε
2
 ^ [/

 —

 2 if
 +

 ")] se développe aisément sui-

vant les puissances entières de v; concevons qu'on ait développé de 
la même manière la fonction S, ce qui sera facile dans les cas cités tout 
à l'heure comme exemple, et nommons P

m
 le coefficient de s"1 dans le 

produit 

se~ (·η.,
: 

sp· prise le long d'un cercle 

qui renferme l'origine, se réduit à lin ou à zéro, suivant que l'entier ρ 
est nul ou ne l'est pas, on verra que le coefficient de zm dans le dévelop-
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pement de ainS se réduit à 2ÎnVm. On a donc 

S = P0 + P,z + P2z2 + P3z3 + ... 

H- P_, z~' + P_2z~- + P_3z~s + .... 

En d'autres termes : Le nombre entier m étant positif ou négatif, le 
coefficient de z'" dans le développement de S suivant les puissances de 
ζ est égal à celui de sm dans le développement du produit 

me f ι \ 

suivant les puissances de s. 
Cette proposition a été énoncée par M. Cauchy dans les Comptes 

rendus de l'Académie des Sciences, t. XII, p. 885 mais l'illustre géo-
mètre ne paraît pas s'être préoccupé des conditions de convergence 
de la série, lorsque le module de ζ est différent de l'unité. 

On peut, comme l'a encore remarqué M. Cauchy, donner une autre 
forme à ce coefficient. On a en effet, en intégrant par partie et consi-
dérant d'abord les intégrales indéfinies, 

ÎSz-"-'dz = - — rh- f z~m ̂  ds; 

prenant ensuite les intégrales le long du cercle de rayon 1 et supposant 
m différent de zéro, on aura 

ÎSz"'""' dz = - f z-m ~ds = - ET \ ~ 7 ' s-'n+i -ù. 

On conclut de là que le confident de zn dans le développement de S 

suivant les puissances de ζ est égal à celui de s'n~' dans le développe-
ment du produit 

_I£SET 

suivant les puissances de s. Mais cette seconde expression ne s'applique 
pas au cas de m = o. 
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Comme première application, posonsS = $,ce qui nous fera retrouver 
les développements connus de l'anomalie excentrique et du rayon vec-
teur. D'abord le terme indépendant de ζ dans le développement de s 
suivant les puissances de ζ sera le terme indépendant de s dans le 
produit 

'['-ίΚ)]· 

Ce terme se réduit donc à — Quant au coefficient de zm, on voit, 

en employant la seconde expression, qu'il est égal au coefficient de 
sm-i £|Ηη8 ja quatltité 

m m |_ ι \ s f ι. ι \ s j 

Soit d'abord m > o; on trouvera pour ce coefficient la valeur 

[/c\m~1 /'e\m+' 

/_ ty> (m-hip ——{rn-hp) \2j ^ 

Soit ensuite m < o; mettant le signe de m en évidence et désignant 
par R

m
 le coefficient de z~m, on aura de la même manière 

■ [""'(S) M + 3 mm"{ï) 

, / i-.B{m + 2p + i)[m + 2p)...{m+p+2) \2_[ 

Le développement de s suivant les puissances de ζ sera donc 

s — — e- + Q.z + Q
2

za -l· Q
3

Z3 +... 

+ R, z~1 R
2
 Z~2 -f- R

3 Z~3 ~h.... 
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On a déjà remarqué ci-dessus que s se change en j quand on change 

s en on a donc aussi 

j = — - + R, Ζ + R2 Ζ
2 + R3

 Z3 -t-... + Q, z~' -h Q
2
 Z- 2 -T- Q

3
 Z~3 H- .... 

Il suit de là 

;(s + ;) —-J-MQ' -"-R.)-Î(2 + ;) + (Q. + R.i-;(s'+;,) +·■·. 

à(' -7) = (Q· - ».)■·h(» -;) + Μ. ^«·)·ά(>'-?) +··.·· 

Faisons maintenant ζ = Ε'ξ, s = Ε1" et les deux équations précé-
dentes deviendront 

cosii = — ^ + (Q, -+- R,)cosÇ + (Q
a
 + R

2
)cosa£ + ..., 

sin h = (Q
( — R,) sinÇ + (Q2 — R2) sin 2 ζ + ..., 

ou bien 

cosu = — - -f- R, cosÇ + K2 cos2ζ + ..., 

sin u = L, sin ζ + L2 sin 2 ζ 
en posant 

κ _ W »' ■+■2 . W , 

, ( ,„(m + 2p)(m+2p-i)...(m-+-p + ï) \2j_ 

m I_ 1. 2. . . ( m — 1 ) 1 1 .2. . . ( m -+- ι ) 

, ( ,pm (m + 2p — i)(m + 2p — 2)...(m+p + i) \2.J 
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On aura par suite 

u = ζ -h e sin u = ζ -+- L, e sin ζ + L
2
 e sin ι ζ -f-.... 

- = ι — ecosu = ι -+- Κ. e cos£T — Κ,ecos 2 ζ — ... 

Il suit de notre analyse que ces divers développements subsistent 
non-seulement pour les valeurs de z dont le module est i, ou, ce qui 
est la même chose, pour les valeurs réelles de ζ, mais aussi pour toutes 
les valeurs de z dont le module est compris entre z, et z,, c'est-à-dire 
pour toutes les valeurs imaginaires de ζ de la forme a -+- ib dans les-
quelles la valeur numérique de b est inférieure à la limite 

log cot ^ — cos ψ. 

Seulement alors l'angle u n'est plus réel et il faut le regarder comme 
déterminé par les équations 

cos m = - ( s -+- -L sinn = —. (v — - L 

s étant la fonction de z définie ci-dessus. 
Comme seconde application, nous ferons encore 

»=?.=[-ïK)r· 

η désignant un nombre entier positif. La fonction S ne changeant pas 

quand on change s en j et par suite z en on aura ici P_,„ = P,„ et 

la valeur commune de ces deux coefficients sera égale au coefficient 
de sm dans la quantité 

ετΗ>
[·-;Κ)Γ'· 

Or on a 

[■ ■- ; ("" h) Γ' = ï
 (ïf (s + 
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et 

E
'

( J

 = 2 πγτγ,Ο-Ϊ)'' 

il suit de là que P,„ est le coefficient de sm dans l'expression 

Py *y («—0"---(w+i°~2) mq ("Y*(ç ι τ\ρ(: 'V 

Le produit (s -h (s — ne peut contenir s'n que si p + q est au 

moins égal à m; il faut de plus que ρ -h q — m soit un nombre pair. 
Posons 

ρ + q = m -+- il, 

l étant entier et positif; pour une valeur donnée de l, ρ pourra prendre 
les valeurs ο, i, a,..., m+ il, q recevant les valeurs correspondantes 
m-h il, m -h il — i, m-f- il — i, o. Parmi les parties de la somme 
précédente qui pourront nous fournir des termes en sm, se trouvera 
donc celle-ci 

(«_i)w...(« + p-2) W . L + IV(s_ Λ·"^ι-ρ. 

Pour avoir le coefficient de sm dans cette partie, il suffira de développer 

( s H—· J et I s j par la formule du binôme; on trouvera ainsi 

pour ce coefficient 

(n — i)n...(n +p~ 2) \i J 

X 

' pip—1)· — l + _ m->r il —ρ _ p(p— 1). ..(p — l + i) 

r ■Kh{m-\-ll—p)(m-^-il——p—Λ4-1) p(p—1 )...(/>—/-f-A-(-()| 

+ 

11 faudra ensuite ajouter toutes les valeurs que prend cette expression 
Tome V (2e série). — MARS I860. 

I t 
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pou r ρ·—ο, i, 2,..., m + 2/, valeurs dans lesquelles I-) sera 

facteur commun. Enfin pour avoir P,„, 011 devra ajouter toutes les 
valeurs que prend la somme ainsi obtenue quand on y met pour / 
tous les nombres entiers de zéro à l'infini. Il viendra ainsi 

ρ /c\m+21 y (η — I )«...( η 4-/»—2) ηι"<+*'-ρ 

χ 

/?(/>— ι). ■ ■ (/; — / + ι) _ m + 2ί — ρ _ ρ(ρ — \) . .(ρ —1+9.) 

. >a(iw-(-2/—^)(/η+2 J—yo— r)...(/w—f—a/—/2—A-t-1 ) ρ (ρ — ι Λ ■+■ ι ) 

4-

Cette formule donne P,„ sous la forme d'une série ordonnée suivant 
les puissances croissantes de e. Si l'on y fait en particulier m = o, on 
trouvera 

ρ ^ («-I)/î...(» + 2Î —a) (e\21 

L'équation 

£ = Ρ
0
4-Ρ

ι
(Ζ+2"·)4- P

2

(Z+Z-2) + ... 

peut s'écrire encore 

°-
η
 — P

0 4- 2 P, cos ζ 4- 2 P
2
 cos 2 ζ 4- .... 

Désignons par <g
m
 ce que devient P

m
, quand on donne à η la valeur 

particulière η = a ; nous aurons 

— = <S0 4- 2 <$, cos ζ 4- 2 <S2 cos 2 ζ 4-

La valeur de se déduira de celle de P,„ en y remplaçant le facteur 
(μ ι)η^. ,^{n + ρ—]'Unité, et l'on aura en particulier 

_ γ 1.3. . . ( 2 / 1 ) » 1 — I , 
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Mais en désignant par Y l'anomalie vraie, on a l'équation connue 

r2i/V — a2 y' i — e2 d'Ç, 
d'où 

<1\ = ~^~β2άζ·, 

remplaçons — par son développement, et il viendra 

dY = [ ι + 2 \J ι — e2 (Φ, cosÇ -+- Φ
2
 cos ι ζ + ...) ] dZ, 

d'où, en intégrant, 

Y = ζ + 2 y
 1
 ~

 e
*
 s

*
n
 ζ + \

 s
i
n 2

 ζ ■+■ ^ sin 3 Ç + ... ^ · 

Si donc on pose 

~ ^ml 

on aura, pour l'équation du centre V — ζ, l'expression 

V — ζ — G, sin ζ 4- C
2
 sin ι ζ + C

3
 sin 3 ζ + ..., 

où le coefficient du terme général sera donné par la formule [*] 

X 

m ^ U/ ** 1.2... (m-+-l/ — p) 

Ρ (ρ — ')■ -.(p — l-h ί) 

m-h 2/ — ρ p( ρ — ι ).·.(/·> — / -l-a) 

,/ _>A (m—t-a/—p)(m->r2l—ρ—i)...(m4-2/—ρ — /t+i) p[p — ι)...{p — /-}-Α -+-τ) 

-f-

[*] Cette expression de. l'équation du centre ne diffère de celle que M. Bourget a 
donnée, il y a plusieurs années ( Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. XXXVIII, 
p. 807), qu'en ce que le radical \/1 — e2 n'y est pas développé suivant les puissances 
de e. Je n'ai eu connaissance du travail de M. Bourget qu'après avoir écrit ce qui pré-
cède. 

II.. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

Le développement de la fonction perturbatrice en série a été l'objet 
des travaux d'un grand nombre de géomètres. M. Oauchy, qui s'en 
est occupé à diverses reprises, a fait connaître plusieurs méthodes par 
lesquelles on peut former le coefficient du terme correspondant à un 
argument donné, et l'une de ces méthodes ( Comptes rendus de l'Aca-
démie des Sciences, t. XII, p. 84) est fondée sur le théorème énoncé 
à la page η η du présent Mémoire. Toutefois l'illustre géomètre n'a pas 
donné, sous forme explicite, le coefficient du terme général. Je me 
propose, dans ce qui va suivre, de montrer qu'on peut en obtenir 
aisément l'expression : les formules auxquelles nous allons parvenir 
ne contiendront d'ailleurs aucune transcendante particulière et per-
mettront d'apprécier immédiatement soit le degré de grandeur de 
chaque partie du coefficient, soit la manière dont elle dépend des élé-
ments elliptiques des deux planètes. 

Les lettres a, e, ψ, ζ, z, ζ,, z
2

, s, /', ξ, yj, Χ, Y, Ζ ayant toujours la 
même signification que ci-dessus, désignons par ae', ψ', ζ', ζ', ζ',, ζ

2
, 

s', r', ξ', r/, Χ', Υ', Ζ' ce que deviennent ces quantités pour une seconde 
planète : nommons OTL et CUL' les masses de ces deux astres, Δ leur dis-
tance mutuelle, f l'attraction de l'unité de masse sur l'unité de masse 
a l'unité de distance. La fonction perturbatrice qu'il y a lieu de con-
sidérer, quand on veut déterminer les perturbations produites dans le 
mouvement de 3TL par l'attraction de 311', est la suivante : 

R = ./*'( p-, s)· 

On a besoin, pour le calcul des perturbations, d'exprimer cette 
fonction par une somme de sinus et de cosinus d'arcs de la forme 
ιηζ + m'ζ', m et m' étant des entiers positifs ou négatifs. En vertu de la 

formule 
z'" z""' — cos (ιηζ m'ζ') + i sin (ιηζ -+- m'ζ'), 

cela revient à développer R suivant les puissances entières, positives et 

négatives de z et de z'. 
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Nous savons déjà que la partie f îsvJ est dévelop-

pable sous cette forme à la condition que le module de z soit ren-
fermé entre les limites z,, z2, et celui de z' entre les limites z,, z'a, ce 
qui comprend le cas où ces modules seraient l'un et l'autre égaux à 
l'unité. D'un autre côté, lorsqu'on suppose les modules de ζ et de z' 
égaux à i, la quantité 

Δ2 = (X - X')2 + (Y - Y')2 4- (Z - Z')2 

devient une quantité réelle et positive exprimant le carré de la dis-
tance de deux points réels pris sur les deux orbites. Si donc on fait 
mouvoir les points Z et Z' correspondants à z et à z' sur le cercle de 
rayon ι ayant l'origine pour centre, Δ2 restera toujours positive et ne 
s'annulera pas, les deux orbites étant supposées n'avoir aucun point 
commun ; la quantité Δ, considérée comme une fonction continue de 
z et de z', reste donc réelle, ne change pas de signe, et par conséquent 
reprend toujours la même valeur, lorsque les points Z et Z' ont ac-
compli des révolutions en nombre quelconque sur le cercle qu'ils dé-

crivent. De là il suit que — -j- est développable suivant les puis-

sances de z et de z', lorsque les modules de ces variables sont com-
pris l'un et l'autre entre des limites suffisamment voisines de l'unité, 
et qui pour chaque module sont l'une inférieure et l'autre supérieure 
à ι [*]; la seule condition nécessaire pour que ce développement existe 
est que les deux orbites ne se coupent pas. 

La fonction perturbatrice R étant développable suivant les puis-
sances entières de zet de z', lorsque les modules de ces variables sont 

[*] On peut assigner aisément des limites précises de ces modules dans le cas parti-

culier où l'on suppose les deux excentricités nulles ainsi que l'inclinaison mutuelle des 

orbites. Soit alors —, = α ; soit de plus β un nombre compris entre α et ι. Si l'on as-

sujettit le module de z à rester compris entre les limites β et celui de z' devra rester 

compris entre - et -· 
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suffisamment voisins de ι, nous nous proposerons d'en effectuer le 
développement, en supposant les deux modules égaux précisément à 
l'unité; ce qui est le cas de la Mécanique céleste. Nous admettrons 
d'abord que l'on a «<«', ou que la planète perturbatrice 3R/ est la 
plus éloignée du Soleil ; nous verrons ensuite comment les formules 
doivent être modifiées lorsque le contraire a lieu. 

Conformément aux principes établis dans la première Partie, nous 
commencerons par exprimer R en fonction des variables auxiliaires s 
et s'. 

Nous avons 

A2 — 'X - X'/-+- (Y —Υ')2+ (Ζ — Z')2 = r2 -+- r'2 — a(XX'+YY'+ ZZ'} ; 

remplaçons Χ, Y, Ζ, X', Y', Z' par leurs valeurs 

X = A ξ -t- A, η, Υ=Βξ+Βι»ΐ> Ζ = G ξ + C, 

Χ'=Α'ξ' + Α Y' = Β'ξ' + Β',/j', Z'= C'*'+C>', 

et ayons égard aux relations 

A A' + Β Β' + C C = cos (ξ, ξ'), A, A', + Β, B'( + C, C, = cos (ïj, y>'), 

ΑΆ, + Β' Β, H- C' C, = cos (ξ', u ), A Α', + Β B'j+C C^cos^, r/); 

nous trouverons 

XX'+ YY' + ZZ' = Së'cos(£,£') -f- n-«' cos(>j, η') + ξ·η cos (ξ', η) 

■+■ ξϊΐ'οοβ(ξ, Î?'). 

Représentons par I l'inclinaison mutuelle des deux orbites, et par r, 
les angles que les directions Οξ, Οξ' des périhélies font avec l'inter-

section des plans des orbites, nous aurons, par la trigonométrie sphé-
rique, 

cos (ξ, ξ') = cost cost' -+■ sin τ sin t' cos Τ, 

cos(tj, 13') — sin τ sin τ'-4- cost cost' cos I, 

cos (ξ', r,)= — sin τ cost' + cost sin τ' cos I, 

cost ξ, ·η') — — cost sin τ' sin τ cost' cos I. 
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Faisons 
τ — τ' = σ ; 

ces formules pourront s'écrire 

cos (ξ, ξ') — cose — 2sin2 ~ sin τ sin τ'. 

cos(YJ,·//) = cos;? — asin2
 *COST COST', 

cos (ξ', Yj) = — sin σ — a sin2
 ^ COST sin τ', 

cos (ξ, ·η') — sin σ — ι sin2 ^ sin t cost'. 

Il en résultera 

XX'-+- YX' + ZZ' = (ξξ' -+- yjyj') cos<7 — (ξ' y; — |yj') sine 

— 2sin2 ί · (ξ sinr + vj COST) (ξ' sin τ' + >/ COST')» 

Mais on a, Y et Y' désignant les anomalies vraies, 

| = rcosV, >3=rsinV, ξ'^Γ'οοβΥ, η' — r' si ti \" ; 

il s'ensuit 

XX' + YY' + ZZ' = rr' cos (V - V' + σ) 

— 2 sin2 ^ · r sin (V + τ). r' sin (V + τ'), 

et par conséquent 
Δ2 = Ρ + Q, 

en faisant 

(4) 
Ρ = r2 + r'2 — 2rr' cos (V — V' + σ), 

Q = Zjsin21- · r sin (V + τ). /·' sin (V -j- τ' ). 

La quantité Ρ est le carré de la distance de deux points pris sur les 
deux orbites, en supposant que le plan de l'une ait été rabattu sur le 
plan de l'autre par une rotation autour de l'intersection mutuelle. 
Nous admettrons que même après ce rabattement les deux orbites 
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n'ont aucun point commun; et nous appellerons â ce que devient 
alors leur plus courte distance. Par exemple, si les deux orbites 
étaient circulaires, c? serait la différence de leurs rayons. Dans tous les 
cas, Ρ ne pourra devenir inférieur à <?V 

Dans la quantité Q, le facteur rsin (Y + τ) exprime la distance d'un 
point de l'orbite de OTL à l'intersection mutuelle, distance qui a pour 

maximum 
a ( ν' ι — e2 cos2 r -h e \/1 — cos2 τ) : 

pareillement le maximum du facteur r'sin( V' τ') est 

a' ( ν' ι — e'1 cos2 :' + e'y'i — cos2 τ' ), 

et par suite le maximum de Q est 

4im'sina -

Χ (γ' ι — e2 cos2
 τ -t- e V

1
 —

 cosî τ
) (V

1
 ~

 e
'
2 cosi Y -t- e' \/i — cos2 τ' ). 

La quantité - = (P -+- Q) J sera donc développable en série suivant 

les puissances croissantes de Q ou, si l'on veut, de sin2^> quand on 

aura 
4 Λα'sin2 -

χ (\/ι — e2cos2r + e yi — cos2τ) (y ι — e'2 cos2 τ' ■+■ c' \/ι — cos2τ) <c?2. 

Nous supposerons l'inclinaison mutuelle I assez petite pour que cette 
inégalité soit vérifiée [*]. Alors on aura 

Δ 2 2.4 

[*] Dans le cas de deux orbites circulaires, sin - devrait être moindre que -——- · 
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011 bien 

L — V f— 1? '·3· · (2*~') ρ ~ oA 

Introduisons à présent les variables î et i' : la première des équa-
tions (4) nous donnera d'abord 

Ρ = \r' — ι·Εί(ν-ν'+,Γ)] [r' -

r Er'E1I —r F~i yr'E— iV;Ey 

Faisons, pour abréger l'écriture, 

tang^ = ω, tang-^- = ω , 

cos1 - = ε, cos2 — = ε, — = α 

de sorte que ω, ω' seront généralement de petites fractions et s, ε' des 
nombres voisins de 1 : on aura d'ailleurs α <·ι, d'après l'hypothèse 
déjà faite que des deux planètes 9TL, 3TL' la seconde est la plus éloignée 
du Soleil. Il viendra 

rElV= ξ + if] = j ^ j — 2e -f- y/'r — c
2
 (s — 

= tficos2|(\ - jtang^2=«si 

et de même 

r'tT = a'l's'(1 -7)*; 

il suit de là 

rE'v _ e_s_ 7 \ 

Tome V (2s série}. — MARS 1860. 
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On trouvera pareillement 

rE—<v = — uî)s, 

= - ω'ϊ)\ 

rΈ~^ ε' ί \ I — ω' s' J ' 

et aussi 

r'* = r'EiV'.r'E-iV' = a"s"(i uV)». 

Il en résulte 

ρ
=

,,
v

. (.-£)*<.- Γ. - «t-

[ * S \ ! — 0> S J 

ρ 2 = a'-[U+v> £'-(2A+1^i - ~y{îk+,){i— I - α - '·,( % J E'* 

h k.-h 1 

Les modules de ί et de s' étant égaux à Γ unité, ceux des deux quan-
tités 

s x I s \ t s' j ι — as \ 2 . 

sont l'un et l'autre inférieurs à la limite 

ε ί I -+- ω \ 2 il I -Ι- t1 
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Si donc on a 

η i+c 

et il en sera ordinairement ainsi, puisqu'on a déjà supposé a <o', on 
pourra développer les facteurs 

——^7 ) EiT > [i-aL/:(2^yE-''T-

suivant les puissances de a. On trouvera de cette manière 

(5) ΐ=Σ Σ Σ 

, 1.3... (2/ — 1) (2 /' -t-i) (ik-+- 3). . . (2 k -+- 2 ρ—ι) 

(2Χ· + ι)(·?Α·+·3)...(2^ + 27 — ι) 

Χ α'~!2Α+,) s^+v
 ε
'-(2Α+ρ+?+ο

 α
ρ+7 

j <a\aP, ·,„α I u'\~!2*+2ρ+<; 

Χ (ι — wVj-r^+sf-^E^-iKQ* 

Avant d'aller plus loin, observons que si dans le second membre de 
l'équation précédente on se borne à attribuer aux entiers A-, p, q les 
trois systèmes de valeurs 

(6) k = ο, ρ — r, q — o, 

(7) ■A = o, /?=o, 7=1, 

(8) A= 1, /> = 0, </ = 0, 

la somme des trois parties de - qu'on obtient ainsi est précisément 

égalé a ^ . 

En effet, la valeur trouvée plus haut de XX'+ YY' -t- ZZ' peut s'é-
crire 

XX' + YY' + ZZ' = - rEiV-r'E—'v · E'r + -rE- iV .r'EiV'.E~17 - - Q : 

12,* 
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mais on a 

r'3 = a'3 ε'3 ^ (ι — ω's')
3

. 

Divisons ces deux équations membre à membre, après avoir remplacé 
dans la première rE'v, /E~"'v, /'E'v, r'E~lV par leurs valeurs don-
nées ci-dessus : il viendra 

XX' + YY'-f-ZZ' _ 

εε'~3 uss'~' (ι — ^-) (i — uV)~' E
I!r 

-I- 2ε'_ 2αί_4ί'(ι —· ai)1 (ι — ω'ί')_:ιΕ " 

- la'-
3
 ε'-

3
 (ι -y}

 3
 (ι ω' s')~

3
 Q 

Or les trois parties dont ce second membre se compose sont précisé-

ment les trois valeurs que prend le terme général de quand on y 

met successivement pour k, p, q les trois systèmes de valeurs (6), ( η ) 

et (8). 

Si donc nous convenons d'exclure de la somme triple ^ ^ ^ 

les parties correspondantes à ces trois systèmes de valeurs de k, p, q, 
nous pourrons regarder le second membre de la formule (5) comme 

exprimant la valeur, non plus de mais de la différence 

ι XX'-f-YY' + ZZ' R 

Nous a-vons encore à exprimer la quantité Q en fonction de s et de 
s'. On a d'abord 

/'sin ( V + τ) = ξsin t -h η cost = * + j — aej sint — i\'t — e2
 costj 

= ^jjsint — i\/i — eacost)i — 2esint (sint -f- / y
y
i — e

2
 cost) 
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mais on peut toujours déterminer un angle ψ qui satisfasse aux deux 
équations 

sin φ — ? cos φ = -,. » 

desquelles on déduit 

SUIT — i\JΙ — e2
 COST = — ZY/I — e2

 COS
2
TE,?, 

sin Τ + i\Ji — e2 COST = iyi — e2 COS2TE 

2siiiT = iy/ι — e2cos2T (E — E'f); 

il en résulte 

rsin (V ■+· τ) = ^ m y'i — e
2
cos

2
 τ (ι — es) E

 l? — s ^ ι — E
1?

J· 

On aura de même 

r'sin(V'-t-T') = ^ l'aVΙ — e'2
 COS

2

T' [i (I - eV)E~i?' - j' (« - p) W , 

l'angle <p' étant défini par les deux équations 

si il φ — , — , cos® = -, · 

Si donc on pose, pour abréger, 

sin2 ^ νΊ
1
 —

 e
*

cos2 τ
) (' ~

 e
'
2 cos2

 Ό
 = c

-> 

on trouvera 

Q= -«a'c [i(. - - s (. -£) E'î] 

x[£(.-<)«>']. 
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Élevons les deux membres à la puissance k, nous aurons 

Qk = aHa'hch ^ ι k+n+n' 

X 

^ /■(*_,)... (k-η'+ι) _ j2n_A J 2n._A 

Χ (ι - es)*-" (i-£)"'(!-
 e

V)*-"'E''
i(2

"-*
)p+(a

"'-*
)?

'
J 

5 

et si nous substituons cette valeur dans l'expression déjà obtenue de 

—5=-,? il nous viendra 

(9) Κ=-^?Σ Σ Σ Σ Σ (-■)"' 

Χ 

I . 3 . . . ( 2 Λ 1 ) ( 2 / ·+ I ) ( 2 Α -+- 3 ) . . . ( 2 Α -+- 2 Ρ — 1 ) 

ί 2 Α -4- [ ) { 2. Α· -+- 3 ) . . ( 2 Λ Η- 2 η — I ) A (Α — 1 ). . . ( Α — Η + Τ ) 

^ ^ 1 ) ■ - ( ^ « -4- I ι + ? —(2A+/J+Ç+1) ^p—q+în-k ^t—p+q+în'—k 

χ(, - - ωί)"(ι -

χ (, _ί)"(ι _ev)*-» (ι -£)'(, -

' ? 

où l'on doit se souvenir de supprimer dans le second membre les 
parties correspondantes aux systèmes de valeurs (6), (η) et (8) des 
entiers k, p, q. 

Pour passer maintenant cette expression de R en s et s' au dévelop-
pement de la même fonction suivant les puissances de ζ et de z', il 
suffit d'observer que, d'après les principes établis dans la première 
Partie, le coefficient A

m>m
> de zm z"n' dans ce développement est égal 

au coefficient de sms"n' dans le produit de l'expression précédente de R 
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par la quantité 

Π = E
T 7> [, - ί (, + I)] ■ E~ ^ [, - î' (/ + I )] 

Σ Σ~·τ^ 

X s
s+l

 a
,i?LH

 a
g
 w

,g

' (s — [s' — -,j
D

 · 

Il ne reste plus qu'à développer· les puissances de binômes qui figurent 
dans le produit IIR, et l'on arrive ainsi à la proposition suivante : 

Si Γ on pose 

(io) l.------ — - X 

f i«+n'+i + fi+i + Ht'+«'+'-l->' I ■ 3 ■ ..{it·' I ) 

ί 2 A -f- 1 ) (2 ί + 3 -h 9. ρ — il (2 k -4- b (2 k -f- 31. ■ .(2 /■ -+- 27 —ι) 

k ( h — 1 ). . . ( k — η +· ι ) k ( k — ι ). (A — η' + ι ) 

χ ΟΛ'-Ϊ-'Μ2/')·· .("2/2—Λ-Ι- ?■) _ (27 + 0(27). . .(27 -jl+2) 

(2 k -f- ï^)(2Î+2^+l). . (2 A + 2 ρ + Λ' — I ) 

( 2 k -4- 2 7 ) ί 2 Χ + 27+ I ) · ■ ( 2 £ + 2 7 ι Ι 

^ η (η— ι ). . (η — ι + ι ) ( k — η) {k — « — ι). · · ( k — η — « + ι ) 

«' ( «' — 1) + ι) (k — η' ) i k — «' — 0 · f /·' — — a' -t- 1) 

1.2 . . V x 1 .2. . . {g — ν) 1 .2.. . . ν' χ I .2 . . . (g-' — ·/ ) 

χ 2
1-|-χ-Ηι'-ι-κ'

 £
P-l-? + t-+-»-l-^-)-i

 £
ί —(-.iA+ρ + γ — i — n'—g') gkA-p-ï-q + ι 

χ ck j-+-!'-+'+«+z
ω

»;.+/++-++z 

(*0 κ = (ρ — q)a -H (an — A)y -t- (an'-i)®', 

le coefficient A
mjtn

· de z,n z""' dans la valeur de R est égal à la somme 
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des valeurs que prend le produit CE", quand on attribue aux entiers 

k, ρ, q, η, λ, μ, λ', μ', t, a, ι', g, g', ν, ν' 

toutes les valeurs positives ou nulles propres à vérifier les deux équa-

tions 

(la) 
2η — k -t- ρ — q — λ + μ — £ + a + g — 2 ν = m, 

2 η' — k — ρ + q — λ' + μ' — V -ι- «' -f- g' — 2 ν' = /n', 

et les inégalités 

(i3) 
n<k, n'<k, λ<2μ-Μ, μ< 294-1, ζ Ο, u<k~n, 

ι'<η\ a'<k — n2 < g, v'<g' [*], 

en excluant toutejois les combinaisons dans lesquelles on aurait
f
 soit 

k = ο, ρ = 1, q — o-, soit k = ο, ρ = ο, q = 1 ; îoz£ encore k — 1, μ = ο, 
? = °n\ 

Ce théorème donne directement l'expression analytique du coeffi-
cient d'un terme quelconque de la fonction perturbatrice, dans le 
cas, auquel nous nous sommes borné jusqu'à présent, d'une planète 
perturbatrice plus éloignée du Soleil que la planète troublée. Nous 
allons y ajouter quelques remarques propres à en faciliter l'application. 

Supposons qu'ayant d'abord attribué aux entiers k, p, 9,..., de 

certaines valeurs, 011 remplace ensuite respectivement 

μ, q, η, η', λ, μ, λ', μ', t, a, ι', ν, ν' 

par les valeurs 

9, ρ, k — η, k — η', μ, μ', λ', a, £, a', ί', g — ν, g' — ·/, 

en laissant d'ailleurs à A', g et g' leurs valeurs primitives. Le coefficient 

f*] Le signe < n'exclut pas l'égalité. 

[**] J'ai donné dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. L, p. i55, 
d'antres formules qu'on obtient par la décomposition de la quantité Q en facteurs du 
premier degré; mais elles sont moins commodes dans l'application. Je ferai observer 
à cette occasion qu'à la page citée des Comptes rendus, le signe — a été omis par er-

reur devant la valeur de C. 
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C ne changera pas ; mais l'angle κ et les premiers membres des équa-
tions (12) changeront de signes sans changer de valeurs numériques. Il 
suit de là qu'au terme 

Qg'* Zfm' 

de R, correspond toujours cet autre [*] 

CE~ix z~m z'~m' — CE-

La somme de ces deux termes se réduit à la quantité réelle 

2 C cos [m ζ + m'ζ' -ρ κ) ; 

ainsi à l'aide des valeurs données ci-dessus de C et de κ, on obtient 
immédiatement l'expression de la fonction perturbatrice sous la forme 

d'une somme de termes proportionnels à des cosinus d'arcs tels que 
m ζ -P m'Ç'H- κ, c'est-à-dire sous la forme la mieux appropriée au 
calcul des perturbations. 

On regarde ordinairement les excentricités et l'inclinaison mutuelle 
des orbites comme de petites quantités du premier ordre; alors ω et ω' 
sont aussi du premier ordre, et c est du second. L'ordre Ν du coef-
ficient C est donc donné par la formule 

Ν = 2Α' + λ + μ+ λ'+ μ'-Ρ ι -Ρ « -Ρ t'-P a'-P g + g'. 

On conclut de là et des équations (12) 

('4) 
Ν -P (/ra + wî,) = 2[» + nA+/x + jui'+8ri-8'-i-(g· —v) + (g' —ν')], 

Ν — (m -P m') — — n) -t- (k η') + λ + λ'-Ρ ι 4-1 v + v']; 

[*] Cette conclusion ne serait en défaut que si l'on avait à la fois 

p — q, ητ=η' = -, λ = p., λ'=[/, ί = Η, (' = «',
 v =

 ̂ '
 v =

 2" 

dans ce cas les nouvelles valeurs de k, p, q, etc., ne différeraient pas des premières, et 
au lieu de deux termes correspondants on n'en aurait qu'un seul. On aurait alors 
m — o, m — ο, χ = o, et le terme unique de R, répondant à ces valeurs de k, p, 
q, etc., se réduirait à la constante réelle C. 

Tome V (2E série). — MARS i860. i3 
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d'ailleurs, en vertu des inégalités (i 3), les différences k — η, A — »', 

g — v, g' — v' sont positives. On voit donc que si l'on désigne par h 

la valeur numérique de la somme m -+- m', l'ordre Ν du coefficient C 
ne peut être inférieur à h, et que la différence Ν — A est nécessairement 

un nombre pair. 

Pour appliquer les formules (10) et (ι i) au calcul de la partie de la 
fonction perturbatrice qui répond à un argument donné ιηζ ·+-ιη'ζ\ 
il faudra d'abord former le tableau des systèmes de valeurs de k, p, 
q,..., qui, pour les valeurs données de m et de m', satisfont aux con-
ditions (12) et (i3). Le nombre de ces systèmes est illimité; mais 
comme l'ordre Ν augmente indéfiniment avec chacun des nombres 
k, λ, μ, λ', μ', ι, α, ι', g, g', et que de plus l'exposant de α dans C 
croît lui-même indéfiniment avec chacun des nombres ρ et q, on voit 

que si l'on a fixé d'avance le degré de petitesse des termes qu'on re-

garde comme négligeables, on trouvera aisément des limites que les 

nombres A, p, q, λ, μ, λ', μ', ι, a, ι', a', g, g' ne devront pas dépasser, 

et alors les autres entiers n, ri, v, v', en vertu des inégalités (i3se 

trouveront eux-mêmes limités. Je pourrai, dans une autre occasion, à 

propos d'une application particulière, expliquer avec plus de détails 

la marche pratique qu'il convient de suivre pour former rapidement 

le tableau dont il s'agit. 
Une fois ce tableau obtenu, le calcul numérique de C et de κ se fera 

très-aisément, surtout si l'on a construit à l'avance des tables donnant 

les multiples successifs des logarithmes de a, c, ω, ω', ε, ε', et aussi des 
tables contenant les logarithmes des quotients de factorielles et des 

expressions , ,a_ ,,χ ,(gWy qu. peu-

vent figurer dans C. 
Ainsi qu'on l'a déjà dit, les termes qui répondent à des valeurs don-

nées de m et de m' sont d'un ordre au moins égal à la valeur numé-

rique h de la somme m -+- m', et si l'on se borne à ceux qui sont pré-
cisément de l'ordre h, les quantités négligées seront au moins de l'ordre 
h-f- 2. Lorsqu'on pourra se contenter de cette approximation, et il en 
sera souvent ainsi, les formules précédentes se simplifieront beaucoup. 
En effet supposons, pour fixer les idées, la somme m-i-iri positive; 
l'ordre Ν des termes conservés devant être égal km-h m', il suit de la 
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seconde des équations (i4)> qu'on a 

η = η' = k, λ = λ' = ι — ι' = ν — y' = ο, 

et aussi, en vertu des inégalités (i3), 

Sf = κ' = o. 

On arrive donc à la conclusion suivante : Si l'on pose 

C = -^x 

/ \ï · 3 . . . (2 k i) (2/·-1-ι)(2^+3) . . (2 k Ί Ρ 1 ) 

x . , (2* a- ay— 1) (ay t)(2y). . . (27 — fJt + a) 

w ( 2^ + lq){zk 4- 27 -+- 1). . .(2Î -f- 27 -4- fi' — 1) 

χ g/·—(2^-+-^-+-?—g·') yf+P+q-hi ch
 M/*+g «'A-t-e' 

? 

κ— (ρ - </) σ + Α·(<ρ + φ'), 

partie de A
m>m

< qui est de l'ordre m + m', s'obtiendra en faisant la 
somme des valeurs que prend l'expression CE", quand on attribue 
aux entiers k, p, q, μ, p.', g, g', toutes les valeurs positives ou nulles 
propres à vérifier les équations 

k-hp — q-hp.-hg = m, k — ρ + q + μ' -h g' = m!, 

et l'inégalité 

μ < 2q -hi, 

mais en excluant toujours les combinaisons 

i°4 = o, p= 1, q = o; 20 k=o, p—o, q= 1; 3° A== 1, p—o, q=o. 

Nous avons encore à indiquer les modifications qu'il faut faire subir 
à nos formules, lorsque la planète perturbatrice on/ est. plus rappro-

chée du Soleil que la planète troublée 3ΐυ. On aura alors a' < a, et il 
conviendra dans ce cas de faire 

- = «, 

α étant moindre que 1. Les autres notations restant les mêmes, ainsi 

que la limite donnée plus haut de sins^> et l'inégalité < ι 

i3.. 



ΙΟΟ JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

étant supposée vérifiée, on trouvera pour ~ une expression qui peut se 

déduire de l'équation (5) en y remplaçant respectivement les lettres 

a', ε, ε', s, s', σ par a, ε', ε, s', s, — σ. Mais il n'arrivera plus que les 

termes de cette expression répondant aux systèmes de valeurs (6), (7) 

et (8) de k, p, q composent la quantité — -p-
3
 ; 11 conviendra 

donc ici de développer séparément les deux parties 

/3IX/ , . XX'+YY'+ZZ' 

de la fonction R. En nommant Am./n' le coefficient de zm z"n' dans la 

première et suivant la même marche que précédemment, on trouvera, 

pour déterminer λ·l
a règle suivante : 

Si l'on pose 

—Ηt'-t-a' g—(2k-t-p-i-q — i — v—g) + gk+P + q 

, -f+n'+r1-3- ..(a^ — 1) 

-+- 3 )...( 2A + ip—1) ( 2 /· -+· 1 )(2/'3)...(2/· 4- 27 — 1) 

— ï)... (-ί- — «H-0 /■(*— 1). · .(k— n' -+- 1) 

( 2 £ H- 2p) (2+ 9p -t- 1). . .(2A + 2/J + À — 1) 

(2 h -+- %q ) (2 k 2r/ -(- 1 ). . . (2 X + 27 H- p — ï) 

(2p -h l)(2p). . .{ip λ'-f- 2) (2 rj + l) (2 (j). . .(2 fj p' 2) 

η (η — ι). . .(η — ι + ι) (k — η) (k — η — ι ). . . ( £ — η — η + ι) 

η'(η'—[).,.(«'—ι'-t-i) (k — n'){k— η'—l)...(k — η' — a'-f-l) 

Χ I . 2 ... V χ I . 2 ... (^ — ν) " I .2. . . ·/ Χ I .2. . . (g'~ y) 

—Ηt'-t-a' g—(2k-t-p-i-q — i — v—g) + gk+P + q 

| X c
»
a

>-+-p+'+^+g
(iy

ry+p'-i-^'+g' 

κ — [q — ρ)σ + (aη — k) ç + (2 n'—k)o', 
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le coefficient est la somme des valeurs que prend le produit CE"1 , 
quand on attribue aux entiers 

A·, μ, q, η, η', λ, μ, λ', μ', ι, a, ι', a', g, g', ν, v' 

toutes les valeurs positives ou nulles, sans exception, propres à véri-
fier les deux équations 

in — k — ρ + q — λ -4- μ — t + a + g — 2 ν = m, 

1 n'—k-hp — q — λ'-t- μ'— <'+ a'-f- g'— 2 v'= m', 

et les inégalités 

η < k, n'<k, λ'<2μ-Ηι, μ'·<2^ + ι, f < η, a < A — /z, 

n'<k — n', v<g, v'<g'. 

Il nous reste a développer j «ML _ suivant les puissances 

de ζ et de ζ'. Il suffira pour cela, d'après ce qu'on a vu plus haut, de 

remplacer dans les formules (10) et (11) a par puis d'y donner suc-

cessivement aux trois entiers A, p, q les trois systèmes de valeurs (6), 
(7) et (8), en même temps que les autres entiers η, y recevront 
tous les systèmes de valeurs positives ou nulles propres à vérifier les 

conditions (12) et (13). La somme des valeurs ainsi obtenues pour CE", 
prise avec un signe contraire, sera le coefficient de zm z"n' dans le 

développement de j yTu ^ 

Ayant obtenu xm^m< et on aura pour le coefficient dez"'z"n' 
dans la fonction R 

•km,m' — ~-\rn,/n , tri · 

Je ferai remarquer, en terminant, l'utilité des formules établies dans 
ce Mémoire pour le calcul des inégalités d'un ordre élevé qui devien-

nent sensibles par les petits diviseurs que l'intégration y introduit. On 

peut bien, lorsque la valeur numérique de la somme m-h m' est con-

sidérable, calculer le coefficient correspondant par une interpolation, 
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comme l'a fait M. Le Verrier pour une grande inégalité de Pallas, ou 

en obtenir une valeur approchée par une méthode remarquable que 

M. Cauchy a publiée dans les Comptes rendus de /'Académie des 

Sciences (voir les t. XIX et XX, et particulièrement les Notes écrites 

à l'occasion du travail de M. Le Verrier, t. XX, p. 769). Mais de l'une 

ou de l'autre manière on ne trouve que la valeur numérique du coef-

ficient inconnu et non son expression analytique. Or cette dernière, 

que nos formules donnent immédiatement, est nécessaire quand on 

veut déterminer, non-seulement l'inégalité de la longitude moyenne, 

mais encore les diverses inégalités des éléments correspondantes au 

terme considéré de la fonction perturbatrice ; car il faut pouvoir prendre 

les dérivées partielles du coefficient par rapport aux éléments, ce qu'il 

est impossible de faire sur un simple nombre. J'ajoute que même pour 

les termes d'un ordre peu élevé, dont l'expression s'obtient sans trop 

de difficulté par la voie de développement successif ordinairement 
suivie, les formules de ce Mémoire fournissent un contrôle utile, en 
permettant de calculer séparément chaque partie du développement 

sur l'exactitude de laquelle il pourrait rester quelque doute. 


