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NOUVELLE THEORIE

DES

FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES;

Par M. Maxinmex MARIE,

Ancien éléve de ’Ecole Polytechnique.

TROISIEME PARTIE.

DE La MARCHE DES VALEURS D'UNE FONCTION IMPLICITE DEFINIE
PAR UNE EQUATION ALGEBRIQUE.

CHAPITRE VI.

De la marche des valeurs d’une Jonction d'une seule variable.

68. Une fonction qui peut prendre plusieurs valeurs pour une
méme valeur de la variable, dont elle dépend, n’est pas déterminée par
la valeur de cette variable.

Cependant, si a chaque couple de valeurs de la variable et de la
fonction il ne correspond qu’une seule valeur du rapport de leurs ac-
croissements infiniment petits, la fonction sera tellement liée 3 sa va-
riable, que dés qu'on aura fait choix pour 'une et 'autre de valeurs
initiales, se correspondant, et réglé la marche de la variable, la fonc-
tion, assujettie a varier d’une maniére continue, ne pourra plus
prendre qu’une seule valeur pour chaque valeur de la variable.

(I convient toutefois, proviscirement, d’excepter le cas ou la variable
et la fonction prenant 2 un moment donné des valeurs auxquelles cor-
respondit une valear infinie ou multiple de la dérivée de la fonction,
on n'aurait d’ailleurs aucun moyen de lever I'indétermination qui pe-
serait des lors sur la marche ultérieure de cette fonction.

6..
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Ce cas étant excepté, si I'on a attribué a la fonction y une valeur
initiale y,, choisie parmi celles qui correspondent 4 la valeur initiale
x, de la variable x, et qu'on ait fixé la marche de cetic variable en
établissant entre ses parties réelle et imaginaire une relation, soit ar-
bitraire, soit imposée par la question qu’on voulait traiter, on pourra
demander ce que sera devenue la fonction, lorsque la variable aura
atteint une valeur quelconque x,, prise parmi celles qu’elle peut rece-
voir.

Cette importante question a été posée d’abord par M. Cauchy;
M. Puiseux depuis, MM. Briot et Bouquet ensuite, s’en sont occupés,
et ont soit donné plus de certitude aux démonstrations, soit obtenu
des résultats nouveaux, mais sans s’ écarter de la méthode proposée par
I'illustre maitre.

69. Cette méthode est fondée sur la remarque suivante :

La variable & étant représentée par o + 3 V—1, si pour définir
sa marche, d’une valeur x, & une valeur x,, on établit successive-
ment, entre ses parties réelle et imaginaire, deux relations distinctes
o (% B)=o0 et § (@ f)=o; quepla, £)= o0, ni ¢(a,f)=o0 n'ad-
mettent comme solution aucun des couples [a,b], [a,,b,], etc., de
valeurs de « et 3 correspondantes aux valeurs de x, pour lesquelles

d R . . . , ., .
d—; peut étre infini ou indéterminé, et qu’enfin la relation ¢ («,)=o0

puisse se transformer insensiblement en ¢ (, ) = o sans que dans
aucun état intermédiaire elle admette comme solution I'un des sys-
temes de valeurs exceptionnelles [a, ], [a,, b,], etc., de ccet 3:

7, partant dans les deux cas dela méme valeur initiale y,, arrivera
a la méme valeur finale y,.

Pour rendre cette idée plus claire et simplifier le langage, M. Cauchy
figure le chemin qu’il fait suivre 4 o, par une courbe dont I’abscisse
serait o et 'ordonnée {3, il marque sur le méme plan les points dange-
reux [a, b],|a,, b,], etc., par ou le chemin ne doit pas passer, et il
peut des lors énoncer la proposition précédente en disant que si les
chemins ¢ («, B) = o, ¥(«, §) = o peuvent se réduire I'un a Tautre
sans rencontrer un des points dangereux, y partant, dans les deux
cas, de la méme valeur initiale, arrivera a la méme valeur finale.

v . ' [ o : (R RN AL XRTE S B
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Le principe que nous venons d’énoncer fournit immédiatement les
conséquences suivantes : .

1°. Si la variable x doit passer de la valeur x, a la valeur x,, par un
‘certain chemin ¢ (o, )= o, on pourra substituer & un arc de ce che-
min un autre arc quelconque ayant les mémes extrémités, pourvu
qu'aucun des points[a, b], [ a,, b, ], etc., ne soit comprisentre les deux.

2°. Si le chemin ¢ (2, )= o est fermé, les deux extrémites x,, x,
se confondant, et qu’il ne comprenne dans son intérieur aucun des
points [a, b}, [a,, b,], etc.; la fonction y reviendra 4 son état primitif
lorsque la variable x reprendra elle-méme sa valeur initiale.

39, Au contraire, si le chemin fermé o (2, 8) = o ne peut se réduire
4 un point, sans rencontrer I'un des points la, &}, [a,, b,], etc.,
en général, y ne reprendra pas sa valeur initiale en méme temps
que &x.

4°. Sile chemin o (2, ) = o, non feriné, ne peut pas se réduire &
un chemin convenu, la ligne droite par exemple, sans rencontrer quel-
ques-uns des points [a, &], [a,, b,], etc., la valeur finale y, de y,
correspondante 4 la valeur finale x, de x, changera selon que ce
sera tel ou tel des points [a, &], [a,, b,], etc., qui se trouvera en-
clavé; selon qu'il y en aura un seul, ou deux, trois qui se trouveront
enclavés. ’

70. La question analytique 4 laquelle se trouve ramenée, dans cette
théorie, la question concréte proposée, consiste donc & découvrir les
permutations qui pourraient s’étre produites entre les valeurs initiales
de y, lorsque les fonctions continues, simultanément définies par cette
lettre, auraient.achevé leur évolution en méme temps que x.

Cette maniére d’envisager la question, quoique singuliére, n’offre
en réalité rien de choquant, mais nous ne croyons pas quil eat falla
s’y arréter.

Les points singuliers autour desquels tout tourne, dans la théorie de
M. Cauchy, se distinguent des autres par un caractere analytique sail-
lant, 4 la vérité, mais actuel et subjectif. Par cux-mémes ils n’ont rien
de remarquable, ils correspondent seulement & quelques états du phé-
noméne étudié qui, en raison de la position du point oti 'on s’est placé
pour voir, appartiennent au contour apparent du spectacle.
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Le point de vue venant & changer, ces points si remarquables &
I'instant méme, auntour desqnels tout allait pivoter, viendront se
confondre dans la masse des autres, il n’en sera plus question, et
d’autres points viendront se subslituer 4 eux dans toutes leurs préro-
gatives.

La théorie d'une fonction n'est cependant que la théorie d'un phé-
nomene; si le point de vue change, les lois du phénomene étudié peu-
vent bien changer de forme, mais le fond en reste le méme.

I’équation d’une ellipse change lorsqn’on change l'origine et la
direction des axes, mais elle jouit toujours des mémes propriétes ca-
ractéristiques ; 'ordonnée n'est plus la méme fonction de l'abscisse,
mais les deux fonctions ne différent pas a ce point que, dans la théorie
de ’une, le point de contact de la courbe avec la tangente qui y se-
rait menée parallelement a 'axe des y, ait, naturellement, une impor-
tance capitale, qu’il va perdre entiérement dans la théorne de 'autre.

Le systéme des points [a, 6], [«,, b, ], etc., forme le contour appa-
rent du phénomeéne étudié, par rapport au point de vue placé a I'in-
fini sur la ligne des y; mais il change, le phénomeéne étudié restant le
méme, chaque fois que le point de vue change; comment donc ces
points seraient-ils tour a tour et d'une importance si capitale, et d'une
oisiveté si complete?

La question au reste, & proprement parler, v’a été résolue que pour
le cas d’un chemin fermé, enveloppant un ou plusieurs points dange-
reux, car la méthode adoptée pour ce cas exceptionnel ne pouvant
plus éire d’aucune ressource dans tout autre, et défiant I'imitation,
par sa singularité méme, on n’a proposé du cas général qu'une
solution ou larbitraire et le titonnement sont & peu pres les seules
regles. '

La singularité de la méthode adoptée a fait regarder la question
comme beaucoup plus difficile qu’elle n’est en réalité; c'est la ce qui
explique comment, ayant obtenu la solution du probléme dans le cas
le plus simple, on s’est contenté, pensant ne pouvoir aller au dela,
d’entrevoir la possibilité d’appliquer au cas général une méthode de
titonnements, qui etit aussi bien convenu au cas particulier, mais qu'on
n’y avait pas appliquée, parce qu’elle fournit bien moins une solution
qu’un expédient pour supprimer la question elle-méme.
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Cette méthode de tatonnements se reduit a emploi de la série de
Taylor pour le calcul de proche en proche de la fonction, en ména-
geant les écarts successifs de la variable, de maniere que la séric reste
toujours convergente. Ce procédé convenant également bien & tous les
cas, il est clair qu'admettre la solution qu’il fournit revenait a sup-
primer la question elle-méme.

Mais, au reste, la solution de la question proposée, quel que soit
Iintérét particulier qu'elle recoit de la théorie des intégrales, devait
aussi pouvoir servir & déterminer, d’'une maniére certaine, les condi-
tions de convergence de la série de Taylor, qu'on ne connaissait pas
encore exactement; par cette raison il importait de la traiter par une
méthode directe.

I’étude de la série de Taylor dépendait évidemment de celle de la
marche et des permutations des valeurs de la fonction, et non pas
Pinverse,

71. Nous aurons a revenir sur la condition que le chemin parcouru
par x ne passe par aucun des points | a, b, [a., b,], etc. : sans en-
tamer encore aucune discussion 4 cet égard, nous observerons toute-
fois que le contraire pourrait arriver, sans que la moindre indétermi-
nation pesat sur la marche nltérieure de y, si, au moment ot x attein-
drait une des valeurs @ + b y— 1, a,+ b, y—1, etc., J était venu
prendre la valeur de I'une des racines finies et simples de I'équation
qui définit cette fonction.

Nous remarquerons encore que la méthode de M. Cauchy, propre
au cas ou la marche de x est définie par une équation entre ses deux
parties réelle et imaginaire, ne conviendrait plus, sans du moins
exiger une élimination, la plupart du temps impossible a faire, au
cas ou la loi de progression serait donnée par une équation entre
les parties réelles et imaginaires de x et de y, ou par deux owu trois
équations entre ces mémes parlies et une ou deux variables intermé-
diaires. '

Cette remarque n’est pas sans inportance, car st I'on pouvait choisir
avolonté la forme sous laquelle sera posée la condition nécessaire pour
fixer la marche de x et de y, on pourrait, la plupart du temps, singu-
lierement simplifier la question. Nous avons habituellement conservé
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a la condition la forme que lui donne M. Cauchy, mais notre méthode
s’appliquerait, sans modifications, a tous les autres cas.

72. La question qui nous occupe, lorsque la fonction n’entre qu’an
second degré dans I'équation qui la définit, est d’une simplicité telle,
que nous croyons devoir traiter ce cas a part. Les équations du se-
cond degré se présentent d’ailleurs si fréquemment dans la pratique,
qu’il y a lieu d’en faire I'objet d'une étude spéciale.

I’équation

f‘(x,j):()

étant du second degré par rapport a y, et d'ailleurs algébrique,
donnera

ry=pr=x \/Qv

P et Q étant deux fonctions rationnelles de 2 qui n’auront chacune
qu’une valeur pour chaque valeur de x.

a variant d’une maniére continue de x,= o, + f, y—1 2
x, = e, + f3, y— 1, en suivant un chemin ¢ (¢, 8) = o, y partira de
'une de ses valeurs, qui correspondent 4 x = x,, valeur que nous
désignerons par j,, et qui pourra étre

P, + vQ,
P, — \/qn

et la question sera de savoir ce que y, assujetti & varier d’une ma-
niére continue, sera devenu lorsque x aura atteint la valeur x,.

Or la valeur finale de y se composera de la valeur finale de P, sur
laquelle il ne s'éléeve aucun doute, et de la valeur finale de y —P : on
pourra donc sinipliﬁer la question en prenant y — P pour variable au
lieu de y.

En désignant par z cette nouvelle variable, on n’aura plus a s’oc-
cuper que de 1'équation

ou .

B,
il
©

ou

L]
I
3
<
bl
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Les deux valeurs de z correspondantes & une méme valeur de & se-
ront toujours différentes, et cependant une des difficultés de la ques-
tion est précisément de les distinguer I'une de I'autre, de fixer le lan-
gage de maniére 4 n’y laisser subsister aucune ambiguité.

Notre méthode nous en donne immédiatement les moyens, car les
deux solutions, qui correspondront 4 une méme valeor de x, auront
toujours leurs caractéristiques de signes contraires.

En conséquence, il suffira toujours de rechercher ce qiie sera de-
venue la caractéristique C de la solution mobile pour savoir ce que
sera devenue cette solutien elle-méme.

Si z est parti, par exemple, de la valeur initiale

’ ¥ -
Zo = Oy ﬁoco\/_ I,
C; étant positif, sa valeur finale sera

z,=d, + f5,C, V—,
ou

’ I
2y, =—0o, — [B,Cv—1,

suivant que C aura changé de signe un nombre pair ou un nombre
impair de fois. Or il ne sera jamais difficile de savoir combien de fois C
changera de signe pendant que a passera, par le chemin ¢ (o, 8) = o,
de la valeur x, a la valeur x,, puisqu’on aura deux équations entre
C,aetf.

Voila tout ce 4 quoi se réduirait la méthode que nous proposerions
pour les équations du second degré. 11 suffira de Pappliquer 4 quel-
ques exemples pour montrer que la pratique en est aussi simple que
la théorie.

75. La méthode que nous appliquerons aux équations de degré
supériear au second ne sera guere plus compliquée dans ses moyens,
quoiqu’elle doive exiger souvent des calculs délicats ; elle ne sera au
reste qu'un simple prolongement de celle que nous venons d’indiquer
pour les équations du second degré. - ,

La question se réduira toujours a savoir, 4 chaque instant, sur quelle
conjuguée de la courbe proposée le point [ xy | sera venu se placer et

Tome V (2° série). — Fivrizr 1860. ) 7
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sur quelle branche de cette conjuguée il se trouvera, car alors on
pourra déterminer la valeur qu’aura prise la fonction y.

Nous observerons avant tout que s’il n’est pas impossible qu’a une
méme valeur imaginaire de x il corresponde deux valeurs, ou plus,
de y fournissant des points d’'une méme conjuguée, cela du moins
n’arrivera qu’exceptionnellement.

Car si entre les deux relations que fournira 'équation de la courbe
et B’ = C, on élimine o' et (3, il restera une équation entre ¢, & et C
d’ou V’on ne tirerait pour C des valeurs égales qu’autant que « et § sa-
tisferaient 4 une condition particuliére qui, encore méme exprimee,
pourrait bien soit ne pas étre réalisable, soit déterminer a et 8 [*].

74. Cela posé, les conjuguées d’une courbe f(x, y) = o se divisent
en deux catégories distinctes, la premiére comprenant les conjuguées

[*]Sia
T=o 4 fy—1
correspondaient i la fois
y=do +BCy—
- et
y = “'l+ BC \/—17
on pourrait, en dirigeant convenablement I’axe des «, rendre en méme temps réelles

les deux valeurs considérées de y, sans qu’elles cessassent de correspondre i une méme
valeur de 2. Les deux solutions deviendraient donc

‘7: 7 -t ) ¢:7
Y=,
et
t =g +4d V—r1,
r=9"
ainsi les points correspondants appartiendraiant 2 la conjuguée C = o dans le nouvean
systéme d’axes.

Or pour qu’a une valeur de x,« + 8 y—1, il corresponde une valeur réelle de -,
il faut déja que « et § satisfassent 4 une certaine condition précise; et si 'on demande

qu'a la valeur « + fy/—1 il corresponde deux valeurs reelles de y, en général, si
cette condition peut étre remplie, elle déterminera « et B.

Ve . e oy ' B I T T L L ]
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qui touchent la courbe réelle, la seconde celles qui ne la touchent pas.

Or le passage du point [xy] d'une conjuguée d’'une catégorie sur
une conjuguée de Iautre, ne peut avoir lieu qu’au moment ou ce
point passe sur une conjuguée, limite commune des deux catégories,
qui touche a la fois les deux enveloppes : ces passages devront étre re-
levés avec soin, et comme d’ailleurs la conjuguée servant de lien entre
les deux catégories aura généralement sa caractéristique comprise en-
tre les caractéristiques des conjuguées de I'une et de I'autre catégorie
qui la comprennent elle-méme, le signe de la dérivée de C, prise par
rapport 4 la variable indépendante, au moment ou le point [xy] pas-
sera sur la conjuguée limite, suffira pour décider si ce point va changer
de catégorie de conjuguées ou s’il rebroussera chemin.

Les conjuguées limites, dont nous venons de parler, penvent étre en
nombre quelconque; ce sont habituellement celles qui touchent la
courbe réelle en ses points d’inflexion ou de rebroussement ou en ses
points situés a l'infini.

2°. Si la courbe réelle a plusieurs branches [ *], les conjuguées qui la
touchent devront étre divisées en autant de classes.

Le point [xy] ne pourra se transporter d’une conjuguée apparte-
nant 4 une classe sur une conjuguée appartenant a la classe voisine,
qu'en traversant celle qui sert de lien entre les deux classes; d’ail-
leurs la caractéristique de cette derniére conjuguée sera encore habi-
tuellement comprise entre les'caracléristiques des deux conjuguées
de 'nne et de I'autre classe qui I'avoisinent immédiatement; de sorte
que si 'on a déterininé le signe de la dérivée de G par rapport a la
variable indépendante, au moment du passage du point [xy ]| sur la
conjuguée limite, on pourra encore dire si le point [xy]a ou non
changé de classe.

Les conjuguées qui séparent les différentes classes les unes des au-
tres sont celles qui ont pour caractéristiques o ou « et quelques-unes
de celles qui touchent la courbe réelle en ses points singuliers; la dis-
cussion preéalable de la courbe les fait suffisamment connaitre.

[*] Yentends par branches de la courbe réelle les portions fournies par les diffe-
rentes valeurs de y que donne I’équation.

7.
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Les conjuguées qui ne touchent pas la courbe réelle se divisent de
la méme maniére en plusieurs classes, lorsque leur enveloppe imagi-
naire se compose de plusieurs branches ou comporte des points singu-
liers. ’

3°. Chaque conjuguée peut étre composée de parties distinctes et
séparées. Dans ce cas, le point [ 2y | ne saurait se transporter de I'une
sur une autre, qui en est éloignée d’'une quantité finie, qu’en prenant,
avant tout, son passage sur une conjuguée particuliere ou les deux
parties en question se confondent ou aient au moins un point com-
mun : ces passages peuvent étre relevés comme tons les précédents,
parce qu’ils sont toujours signalés par un caractere analytique plus ou
moins saillant. _

4°. Enfin chaque arc d’une conjuguée quelconque tangent & 1'en-
veloppe réelle ou & I'enveloppe imaginaire se trouve naturellement
décomposé en deux branches par le point ou il touche 'une des deux
enveloppes. Le point [xy ] ne peut passer d’une des branches sur I'au-
tre qu’en passant sur cette enveloppe; nous donnons les moyens de
savoir s’il change alors de branche.

75. Nous n'aurons pas a revenir dans nos explications générales sur
les passages du point [xy ]| par une conjuguée servant de lien entre
les deux catégories ou entre deux classes appartenant a une méme
catégorie; nous regardons comme suffisamment traitées, dans ce qui
précede, les questions que pourrait soulever I'analyse des circonstances
qui accompaguent ces passages.

Cn verra au reste, par les exemples que nous traiterons, gu’on peut
toujours lever toutes les difficultés, peu considérables d’ailleurs, que
présente, dans ces différents cas, 'analyse des faits.

Nous passons de suite 4 I'examen des questions de détail qui né-
cessitent des explications spéciales.

76. Quoique les solutions d’une équation
S(x y)=0

puissent toujours toutes se permuter les unes dans les autres, ce qui
au premier abord semblerait interdire toute distinction entre elles,

TR t ' . ' (] [ o ' U e rrEOgEe £
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nous les étudierons cependant dans trois états principaux, tres diffe-
rents & certains égards.

Lorsque x et y partant de valeurs réelles a, & ‘prennent des ac-
croissements imaginaires trés-petité, le point [ xy ] se transporte, & une
tres-petite distance de la courbe réelle, sur une conjuguée tangente a
cette courbe en un point voisin du point [a, b], dont la caractéristique
différe par conséquent trés-peu du coefficient angulaire de la tangente
a la courbe réelle au point [a, &].

Dans ce cas, si x redevient réel sans avoir dépassé de certaines li-
mites y, redevient en méme temps réel, le point oy ] repasse sur la
courbe réelle, et si la partie imaginaire de x change de signe, la
meme chose arrive 4 la partie imaginaire de y; le point [xy] se
transporte donc sur la nouvelle conjuguée qui le contient du cété op-
posé a celui ot il se trouvait d’abord par rapport an point de contact
de la courbe réelle avec la conjuguée qui le contenait.

Lorsque x part d’une valeur réelle a laquelle correspond une va-
lear imaginaire de y: et qné les deux variables prennent des accroisse-
ments imaginaires treés-petits, le point [y ] se transporte sur une con-
juguée dont la caractéristique différe peu de I'infini positif ou né-
gatif. »

Dans ce cas si x redevient réel, sans avoir dépassé de certaines li-
mites, 3 reste imaginaire, et si la partie imaginaire de x change de
signe, la partie imaginaire de y conserve le sien, d’ou i} résulte quela
caractéristique du point [ xy | en change.

Les mémes faits se passent dans un autre ordre, quand le point [y ]
passe sur la conjuguée C=o: la caractéristique change alors de signe
en méme temps que la partie imaginaire de -

Enfin le troisitme cas que nous considérons est celui ou le point
[.x'_y] prend des positions voisines de l’enveloppe Imaginaire : au mo-
ment ou il passe sur cette enveloppe, on doit chercher & savoir 2
quelles conditions il changerait de branche sur sa conjuguée divisée par
le point o1 elle touche I'enveloppe.

77. Supposons d’abord qu’il s’agisse d’'une solution ou les parties
imaginaires de y et de & soient en méine temps aussi pelites qu’on le
voudra, & laquelle par conséquent corresponde un point infiniment peu
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éloigné de la courbe réelle et appartenant 4 une conjuguée tangente
a cette courbe.

x variant d’une maniére continue, le point [xy] ou bien restera
sur la méme conjuguée, ou se transportera sur une conjuguée voisine
appartenant 4 la méme catégorie; il ne pourra d’ailleurs passer d’'une
branche supérieure sur une branche inférieure, ou réciproquement,
sans passer sur la courbe réelle; il restera donc sur la méme suite de
branches tant que la partie imaginaire de a: ne passera pas par 2éro;
mais si la partie imaginaire de x passe par zéro et change de signe,
en général la partie imaginaire de y changera aussi de signe, et le
point [ay] passera d’une brauche supérieure sur une branche infé-
rieure, ou inversement. -

En effet, représentons toujours x par o + f3 v—1etyparo’+ fV—r;
soient en conséquence o et ¢’ les valeurs que prennent x et y au mo-
ment ou f et [ s'annulent : pour obtenir les coordonnées d’un point
infiniment voisin du point [a, o], on pourrait faire varier a la fois o
et o/, 8 et '; mais comme en faisant varier o et ¢’ on ne ferait que
déplacer le point de départ sur la courbe réelle, ce qui ne peut avoir
d’utilité, il suffira de faire varier 8 et 3 : or G désignant la dérivée de
¥ par rapport a x au pointx=a, )y = o, ou la caractéristique de
la conjuguée qui toucherait la courbe réelle en ce point; si x prend
la valeur « + df3y— 1, y deviendra o' + Cdf3 v — 1, le point

[2+dp y—1, o + Cdp v—1]

restera donc sur la conjuguée C; mais, suivant que df3 sera positif ou
négatif, le point
[0+ dBV=T1, o + CdBy—1]

se trouvera d’'un coté ou de l'autre du point [a, «'].

78. Passons aux solutions du second groupe.
Les valeurs imaginaires de y, tirées d’une équation algébrique

f(xaszoa

sont conjuguées deux a deux lorsque x est réel, et elles conservent



PURES ET APPLIQUEES. ' 55

une certaine trace de ce caractére initial lorsque x varie ensuite par
valeurs imaginaires dans de certaines lintites; c’est-a-dire que lorsque
x prend des valeurs imaginaires voisines de sa valeur réelle initiale,
les valeurs imaginaires de y qui dérivent de celles qui étaient conju-
guées deux & deux, restent d’abord a peu prés conjuguées, ou telles,
qu’en les rangeant deux 4 deux convenablement, on en trouverait
les parties réelles peu différentes et les parties imaginaires & peu pres
égales et de signes contraires.

Or de deux points ayant ainsi leurs abscisses 4 peu pres égales et
presque réelles et leurs ordonnées a peu pres conjuguées, 'un appar-
tiendra évidemment a une branche supérieure d’une conjuguée et
l'autre a une branche inférieure d’une conjuguée infiniment voisine.

Au reste, les caractéristiques de ces deux conjuguées seront évidem-
ment de signes contraires. ‘

Car si x passe de la valeur 2 4 la valear @ + do + dB y—1, dans
les deux valeurs correspondantes de 7 2 =5 —1, les parties imagi-
naires qui étaient finies resteront d’abord de signes contraires,

Cela posé, il est clair quun point

xX= o ~+ dﬁ \/:—I,
y=ao + (f+dp)y=ri,

s'il se trouve sur une branche supérieure de la conjugnée i laquelle ij
appartient, ne pourra passer sur une branche inférieure d’une con-
juguée voisine, qu’en passant sur la courbe réelle ou son enveloppe
imaginaire, suivant que la branche de la conjuguée C = oo , qui con-
tiendrait le point voisin

x =a,

Y=o+ fyv—r1,
toucherait 'une ou 'autre enveloppe; il est de méme évident que la
caractéristique du point mobile ne pourra changer de signe pour de

trés-petits écarts de a, qu'an moment ou ce point repasserait sur la
conjuguée C =, c’est-a-dire quand x reprendrait une valeur réelle.

79. Nous arrivons maintenant aux solutions du trojsieme groupe.
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d . .
Lorsque E)?; passe par une valeur réelle, le point [y ] se trouve mo-

mentanément sur 'enveloppe imaginaire des conjuguées, et il s’agit de
savoir s'il va passer du coté opposé a celui ou il se trouvait d’abord,
par rapport au point de contact de sa conjuguée avec 'enveloppe.

. . ,e < s dy
L.a solution de cette questlon se prejuge aisement : tant que ;l—x-reste

imaginaire, le point [xy ] reste, sur la conjuguée 4 laquelle il appar-
tient, du méme coté du point ou cette conjuguée touche 'enveloppe
i

. .. d , . .
imaginaire ; lorsque I); passe par une valeur réelle, le point [xy | vient

. . .. L. d A
se placer sur Venveloppe; et si la partie imaginaire,de ﬁ reparait,

mais affectée du signe contraire, il y a lieu de penser que le point [xy |,
ayant pouréuivi son chemin, est venu se placer sur une nouvelle con-
juguée, de I'antre coté du point oul cette conjugnée touche 'enveloppe.
Soient
x=o+ By—1,

y=d+ ﬁ’\/———l_,

, . . N dy .
’ ’ .
les coordonnées d’un point de 'enveloppe imaginaire; — en ce point

2

sera réel et égal a p; -57; sera généralement imaginairc et égal a

r + s y— 1; si  prend un accroissement do + df3 y — 1, Iaccroisse-
ment correspondant de ) sera :

(do +df Vv=1) Py

. d'
et celui de =
dx

(do+dByV—1) (r+sy—1);
notons en passant que pour rester sur ’enveloppe, il faudrait faire
| sdo + rdff = o;

mais supposons que nous voulions rester sur la méme conjuguée; pour
cela, il faudrait que la caractéristique ne variat pas, c'est-a-dire que

[ “
' (LI} Lt oo I T I IR
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le rapport des parties imaginaires de dy et de dx fat aussi égal 2 C;
mais, avant tout, il doit étre égal a p; or p et C different généralement
Vun de Tautre, de sorte que pour remplir en méme temps les deux
conditions, il faut faire df8 et, par suite, df3’ nuls.

. d fYote a
Alors I’accroissement de ;Z—; se réduit a

(r+sy—1)da,

et 'on voit que le signe de sa partie imaginaire change avec le signe
de da.

Alnsi trois points infiniment voisins d’'une méme conjuguée, pour
le Is la partie 1 inaire de . est positi lle, négative, ou né-
Jesquels la partie imaginaire de — est positive, nulle, négative, o

gative, nulle, positive, sont tels que
x=a+fyV—1 —da,
y=d - fV=T — pdo;

‘.'L_'——-a—f—ﬁ \/:_l,

=+ fV—r1;
3.1’:0:—4—‘3\/—-_14—(10:,
y=da+ V=1 + pda.
On voit que le point situé sur 'enveloppe est entre les deux autres.

De Uindétermination quon a laissé peser sur la marche ultérieure de
la fonction, a partir du moment ots elle prenait une valewr infinie ou
multiple. ‘ ‘

80. Nous avons déja fait remarquer que si la fonction y, partant
d’une valeur y, correspondante a la valeur initiale x, de la varia-
ble x, doit prendre une valeur y, qui ne soit ni multiple ni infinie, an
moment ou x atteint une de ses valeurs singuliéres @+ 6 v —1,
a, + b, y—1, etc., le chemin ¢ (e, B) = o peut parfaitement passer
par le point correspondant[a, b] ou [a,, b,], etc., sans qu’il en ré-
sulte pour y la moindre indétermination.

Tome V (2¢ série). — FEvriEr 1860. 3
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Nous n’apercevons pas davantage cette prétendue indétermination,
lorsque y prend une valeur multiple ou infinie.

Au reste, il est de notion commune en mathématiques que I'indé-
termination n’affecte jamais que les questions mal posées: on peut
toujours la faire disparaitre en précisant davantage.

81. Le cas le plus simple est celui ou les valeurs singulieres de a
et de y sont les coordonnées d’un point multiple de la courbe dont
on étudie I'équation ; nous le traiterons le premier.

Remarquons d’abord que si ’'on a assujetti x et ¥ 4 la condition
de continuité, c’est parce que la solution de la question abstraite qu’on
se proposait devait fournir celle d’'une question concreéte correspon-
dante : or croit-on que, dans I'accomplissement d’un phénomeéne na-
turel, les variables expressément dénommeées soient seules assujetties
a croitre d’une maniére continue? Assurément toutes celles qui en dé-
pendent et qu’on n’a pas introduites dans le calcul, leurs dérivées par-
tielles, par exemple, de quelque ordre qu’elles soient, sont soumises
a la méme loi. Ainsi, les trois coordonnées d’'un mobile ne sauraient
évidemment varier que d’une maniére continue, mais pour que le mou-
vement de ce mobile satisfasse vraiment aux conditions de continuité,
il faudra encore que la vitesse, 'accélération, etc., 3 I'infini, varient
elles-mémes d’une maniére continue.

Si donc y prend n valeurs égales 4 y, pour une méme valeur x,
d: . - res
de x, et que les n valeurs correspondantes de d—i soient différentes,

pourquoi, puisqu’on avait assujetti expressément y et implicitement jus-
dy . oy, . . . .

que-la — 4 la loi de continuité, pourquoi n’avoir pas déterminé la
. . ’ dy . . . s oy

question en stipulant que —, qui n’avait pu varier que d'une maniére

continue, serait encore, au moment du passage de x par le point dan-
gereux, assujetti a continuer d’obéir 4 la méme loi?

Le point [xy], au moment ou il parvient en un point multiple
[a+by=—1,a+ by=1]|

du lieu f(x,y)= o, vient de décrire un élément curviligne tangent

e ' W o ' P S oy ' Copr e trmongren een e
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; : S . b
* a l'une des droites représentées dans le systeme C = - par les équa-

tions
.7_.7;: (g) (x — ),
F—r= (Z—i)z(x—x.),

f—f«:(%>n(1‘—xq)i

or ces droites étant supposées différentes, pourquoi ne pas assujettir
I'élément suivant du chemin décrit par le point [y ] & rester tangent 4
la méme droite?

Si quelques-unes des droites

y=ri= (2) (o),

se trouvaient confondues, pourquoi ne pas lever la nouvelle indéter-
mination qui se présenterait, en assujettissant i la loi de continuité
dzf dSJ" - 3 4, . ] oA ] A

et Zaatttr Jusqu’a ce que la séparation s'opérit d’elle-méme?

82. L'indétermination est un peu plus difficile & lever lorsque les
valeurs singuliéres de x et de y sont les coordonnées d’un des points
du contour apparent, par rapport 4 I'axe des &, du lieu proposé, mais
il est en quelque sorte plus important encore de la faire disparaitre

— dans ce cas que dans le précédent, car la laisser subsister alors re-
viendrait pour ainsi dire 4 I'introduire partout ; puisque, pour la faire

N . . . d , . .y
naitre, il suffirait, si é devenait une seule fois réel, de placer d’avance

le point de vue sur une paralléle a la tangente menée au point corres-
8..
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pondant du lieu, de diriger I’axe des y parallélement a cette tangente.
Tl arriverait de 1a qu’une question qu’on aurait traitée, dont on aurait
la solution, aurait été indéterminée si I'on avait placé autrement le
point de vue! Cela répugne évidemment.

L’inconnue de la question conserve la mémie valeur, quelque part
q’on mette le point de vue, tant que I'indétermination ne se présente
pas; si donc elle se présente, parce qu’on a mal djrigé 'axe des y, fa
seule chose a faire est de le diriger autrement et de recommencer le
calcul. '

Soient

xo=0+ Boy—1,

o=ty + B, V=,
les valeurs initiales de la variable et de la fonction;

r=o+ V-1,

et
! ’

y=ao+fv-r,
des valeurs quelconques que prennent en méme temps x et y, x ayant
varié d’une maniére continue i partir de x = x,, en suivant le chemin
¢ (&, B) = o0, et y ayant aussi varié¢ d’'une maniére continue a partir de
Y =Jo

Soient enfin
x=mzx,+ny,

y=mx, +ny,

les formules de transformations correspondantes au changement qu’on
voudra faire subir aux axes, et

-

X, = o, —‘-ﬁl \/“"_[’
ri=d +f \/"' )
les valeurs de x, et de y, correspondantes a

x:a+ﬁ \/———I-,
y=do+fy—r.

CopE o mriign oy oo
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On aura entre a, B, o, ', oy, £, &\, 3 les cinq équations

oo, 3) =0,
o+ 3 Vv=1=m (a, + B, V—1)+n (o, + [h V—1),
@+ B V—1=m'(a, + B V—1)+n'(d, + B, y/:_r),

auxquelles il faudra adjoindre I'équation nouvelle de la courbe, ce
qui fera en tout sept équations, de sorte qu'une seule des variables
a, B, o'y s a4, By, @, B, sera arbitraire.

Ces sept équations définiront explicitement ou implicitement un
chemin

$(a, f)=o0

parfaitement équivalent 4 ¢ («, 8) = o; de telle sorte que le point
[, y.] assujetti & partir de la méme position initiale que le point [xy]
suivra exactement le méme chemin que lui. Mais alors quand la nou-
velle abscisse &, prendra la valeur correspondante & la valeur singu-
liere @ + by — 1 de l'ancienne, la nouvelle ordonnée habituellement
ne prendra plus des valeurs égales, ou il faudrait qu'on etit encore
mal placé le point de vue.

A la vérité, le point du chemin ¢ («,, f3,) = o qui correspondra au
point dangereux [ a, 6] sera toujours multiple, et autant de branches
du lien ¢ (a,,f,) = o y passeront, que y prenait de valeurs égales
pour x =a-+b V=, parce que le chemin ¢ {«,, 8,) = o conduisant
chacun des points [x, 7,] par la méme route qu’il aurait suivie dans
Vancien systéme d’axes, comme plusieurs des points [y ] venaient
occuper une méme position, il faudra bien que les routes des points
[2, 7.] passent aussi par cette position. Mais tandis que quelques-uns
des points [xy] venaient en méme temps occuper une méme place, les
points [, y,] correspondants n’y passeront plus que séparément.

Le changement d’axes le plus simple consistera habituellement dans
une substitution de 'axe des a 4 Vaxe des y, et réciproquement.

Nous prendrons pour exemple I'équation

J.ﬁ — QP-T,
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et nous supposerons le chemin défini par I'équation
B=oa.

Si nous faisons tourner les axes de go degrés, les formules de trans-
formation seront
X =—17,
J =&
de sorte que x et y étant représenvtés respectivement par
a—+ a \/——n,
et
o+ fF V—1,
x, et y, le seront par
a+pV—r,

et

— o — ay—1;
on aura d’ailleurs entre a, &', 8’ les deux équations tirées de y*=2px:
2'? — ﬁm = 2pa,
20’ = ape,
d’ou l'on conclura, pour définir le nouveau chemin,
ﬁ/2+2alﬁ/ —o*=o0
ou
B =o (=1 % 3).
Cela posé, soit par exemple

Zo=p(1+y—1)

la valeur initiale de x, et

Fo=pVi+Va+pV—1+ay=7

la valeur initiale de y.
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Les valeurs initiales de x, et de ¥ seront donc

xio=p\V1+Va+py—1+vay—1

Jio=— (I+\/T[—)’

et
or c'est la partie

B=c (—1+y2)

du nouveau chemin qui comporte ces valeurs initiales; par consé-
quent, il faudra dans I'équation

2,
Xi=—2PF,
ou
.=
ri=—

assujettir x,, représenté par o’ + 3/ V— 1, 4 suivre le chemin

ﬁlz a (_ I+ \/;)7
pour que le point [x, y,] décrive la méme route que le point [xy ],
et si ;Jl reste continu quand x, et y, passeront en méme temps par

xy

zéro, le chemin ne pourra pas se changer en

B=a(—1—y2);

par conséquent, quelle que soit la valeur finale de x, il faudra parmi
les deux valeurs correspondantes de y choisir celle qui satisfera a la
condition

B=a(—1+ ya).

83. Le cas ou y prend une valeur infinie n’est pas plus difficile 2
traiter que les deux précédents.

Lorsqu’une question concreéte aura douné lieu a considérer une des
q

variables dénommées, dans un état de grandeur depassant toute li-
mite, cette méme question, si elle est bien posée, fournira toujours un
moyen de savoir comment la variable considérée revient de I'infini.
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L’infini n’est encore que relatif, il ne se présente que quand on ne
veut pas I’éviter: a telle variable qui devient infinie dans les équations
qu’on a posées pour traiter la question, il en correspond des milliers
d’autres qui auraient pris des valeurs correspondantes finies; c’est 4
Popératenr & substituer 4 propos I'une d’elles a celle qui tombe dans
un cas singulier.

Par exemple, quand le point [y ] passait sur la conjuguée dont les
abscisses sont réelles, aurais-je é1é bien venu a prétendre que G de-
venant infini, sa marche ultérienre allait étre affectée d’indétermi-
nation?

Si y devient infini, on étudiera la marche d’une autre variable qui
ne devienne pas infinie en méme._temps que y : par exemple, on étu-

. 1 . . 1 . B .
diera la marche de = les variations de e fourniront sans difficulté

celles de 7.

84. L’analyse que nous venons de présenter nous parait établir
clairement que la question ne comporte jamais de difficultés d'un autre
ordre que celles qu'on rencontre généralement dans la discussion des
courbes; toute la différence consiste en ce qu’au lieu d’une seule
courbe, la question, par sa nature méme, en embrasse une infinité.
Mais elle ne sort pas pour cela des bornes de la géométrie analytique
¢élémentaire. ,

D’un autre coté, les moyens que nous avons fournis nous paraissent
suffisants pour lever toutes les difficultés; nous ne chercherons donc
pas a prévoir tous les cas qui pourraient se présenter,  les classer et &
obtenir des formules donnant d’avance des résultats tout calculés.

Nous nous bornerons a discuter quelques exemples simples : cha-
cun reconnaitra qu'il pourrait aisément en traiter d’autres.

oo
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