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VAN ALALA VWA VWA A AL VLV WA WA VY

MEMOIRE

SUR

LE SPIRAL REGLANT DES CHRONOMETRES ET DES MONTRES [*];

Par M. E. PHILLIPS. .

Historique.

On sait que, dans les appareils portatifs qui servent & mesurer le
temps, 'ensemble du ressort spiral et de son balancier remplit l'office
de régulateur, tout comme le pendule dans les appareils fixes.

Huyghens, qui appliqua le premier le pendule aux horloges, est
aussi 'inventeur du ressort spiral communément appelé spiral réglant,
qu’il fit construire pour la premiére fois en 1674 par M. Thuret, habile
horloger. Cette importante découverte lui fut contestée, il est vrai, a
cette époque par le D" Hook d’une part, puis par 'abbé Hautefeuille.
Mais il ressort de toutes les longues discussions dont l'invention du
spiral fut I'objet, que le D* Hook peut avoir eu la premiére idée d'un
ressort droit appliqué au balancier; que 'abbé Hautefeuille I'aurait
ployé en forme d’hélice agissant dans le sens de son axe, mais que
Huyghens seul perfectionna ces idées informes en donnant a ce ressort
l4 forme spirale qui, ne génant plus les grandes vibrations du balan-
cier, a rendu ce régulateur excessivement précis. Enfin, I'on doit a

[*] Ce Mémoire, présenté i I’ Académie des Sciences, a été renvoyé 4 'examen d’une
Commission composée de MM. Mathieu, Lamé, et Delaunay rapporteur. Voici les con-
clusions du Rapport lu & 'Académie dans la séance du 28 mai 1860 :

« En résumé, le travail de M. Phillips présente une heureuse application des théo-
ries de la mécanique rationnelle 4 une importante question de la pratique, et permet de
substituer des régles simples aux titonnements A aide desquels les constructeurs de
chronométres cherchent 4 obtenir I'isochronisme des oscillations du balancier. La Con-
mission propose 4 I’Académie de donner son approbation i ce travail et d’en ordonner
I'insertion dans le Recucil des Savants étrangers. »

Tome V (2¢ série ). — SepTEMBRE 1860. 4o
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Pierre Leroy la découverte de la propriété de I'isochronisme du res-
sort spiral, en choisissant convenablement ses extrémités.

Préliminaires.

Quelque important que soit le régulateur dont il s’agit, sa théorie
n’avait pas encore été établie, la forme essentiellement complexe de ce
ressort introduisant dans I'application de la théorie de I'élasticité des
équations différentielles tellement compliquées, qu’il serait absolument
impossible de les intégrer. Jai pourtant éié assez heureux, par des
combinaisons particuliéres, pour vaincre ces difficultés dars tout ce
qui touche au probléme, et c’est cette théorie qui fait I'objet de ce Mé-
moire. I’y considére la question comme un probléme de mécanique,
dont voici I'énoncé : « Etant donné un ressort spiral réuni a un balan-
cier, trouver les lois de leur mouvement commun. » Dans la pratique on
a évidemment 4 tenir compte d’influences secondaires, telles que celles
des huiles, des frottements, etc. Plus loin, je reviendrai sur ces. détails
au point de vue des applications. Dés 4 présent, je me borne a dire que
Pexpérience est toujours venne confirmer la théorie qui fait objet de
ce Mémoire et dont les conclusions sont toujours d’accord avec les
idées recues dans la pratique et avec tous les ouvrages qui traitent de
Phorlogerie. '

Qu'il s'agisse du spiral plat ou du spiral cylindrique, ses extrémités
sont toujours fixées de la méme maniére et par des goupilles en coin,
Pune & un piton fixe et 'autre soit & une virole, soit 4 un bras tour-
nant avec le balancier et concentrique avec lui. Ce mode d'attache
réalise la condition de I'encastrement, et 'on peut regarder l'extrémité
fixe du spiral comme conservant une inclinaison invariable et son autre
extremité comme ayant une inclinaison fixe par rapport 4 celle du
cercle de la virolea leur point d’intersection.

La différence de construction entre le spiral plat et le spiral cylin-
drique est la suivante : Le premier se compose, ainsi que l'indique
la fig. 1, d’une courbe spirale plane, formée d’un certain nombre
de spires, généralement de huit 4 douze, se rapprochant autant que
possible de la forme circulaire et tracées autour du cercle de la vi-
role.
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Quant au spiral cylindrigue (fig. 2), ses spires affectent rigoureu-

Fre. 1.

_dh

Fig. 2.

sement en projection horizontale la forme circulaire dont ’axe du ba-
lancier est le centre, et il se termine, en général, par deux courbes
adoucies qui se rapprochent du centre 4 une distance ordinairement
égale 4 environ la moitié du rayon. Ces spires venant se placer les
unes au-dessous des autres, la forme rigoureuse du spiral est celle
d’une hélice & pas extrémement court, d’ou le nom de spiral cylin-
drigue.

Je prends comme point de départ, ainsi que je I’ai fait dans mon
Mémoire sur les ressorts de chemins de fer, la théorie de la résistance
des solides élastiques, d’apres laquelle on admet existence d’un axe
neutre central et le changement de courbure des fibres sans glissement
relatif des unes par rapport aux autres. Je me hate d’observer que,
dans une Note placée 2 la fin du Mémoire que ’ai présenté i I’Aca-
démie des Sciences, je¢ démontre que, dans le probléme actuel, ce prin-
cipe est une conséquence rigoureuse de la théorie mathématique de
Pélasticité.

Probléme de Uéquilibre du systéeme du spiral et du balancier.

Jentre maintenant dans les détails de la question, et d’abord je
commence par résoudre le probléme suivant :
- » Lespiral et le balancier étant dans leur position naturelle et en

4o..
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équilibre, on suppose que I'on fasse décrire au balancier un angle de
rotation . On demande quel est le moment du couple qu’il faudrait
appliquer au balancier pour le maintenir dans cette nouvelle position
contre 'action du spiral. »

Pour résoudre ce probleme, je rapporte le systétme a deux axes
coordonnés rectangulaires, passant par le centre Q du balancier ( fig. 3)

Fic. 3.
Y

\"

et dont I'un OY passe aussi par celle des extrémités du spiral qui est
fixe. ' '

Si I'on consideére, dans la nouvelle position d’équilibre, le balancier
et le spiral comme formant un tout solide, ce systéme doit étre en
équilibre sous P'action du couple appliqué au balancier et dont le
moment que jappellerai G est précisément ce qu'il s'agit de déter-
miner. De plus, le centre du balancier étant fixe, rien n’empéche de le
considérer comme libre, pourva qu’on applique 4 ce point O une force
¢gale et contraire & la pression qu’il peut exercer contre les parois du
trou. Désignons par Y et X les composantes suivant OY: et OX de la
force ainsi appliquée au point O, point que je regarderai alors comme
libre.

B étant la position occupée par un point quelconque du spiral dans
le nouvel état d’équilibre, j’appelle x et J ses coordonnées; s, la lon-
gueur du spiral comprise eutre ce point et 'extrémité fixe ; L, la lon-
gueur totale du spiral; M, le moment d’élasticité de celui-ci; enfin p le
rayon de courbure du spiral au point B dans la nouvelle position
d’équilibre, et g, le rayon de courbure au méme point B, dans I'état
naturel du spiral quand le moment G est nul. »

Dans la nouvelle position d’équilibre, celui-ci ne serait pas troublé
si 'on solidifiait toute la partie du spiral comprise entre le point B et
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I’extrémité engagée dans le balancier, et P'on a alors & considérer I'équi-
libre d’un corps solide formé de 'ensemble résultant de cette partie
du spiral et du balancier, et soumis d’une part au couple G qui agit
sur le balancier et aux forces X et Y, et d’autre part aux actions
moléculaires exercées sur la section B par la partie non solidifiée du
spiral. Si Pon transporte au point B les forces Y et X ainsi que le
couple G, le couple résultant doit faire équilibre 4 celui qui provient
des actions moléculaires exercées par la partie non solidifiée du spiral.
Or si, pour fixer les idées, nous supposons que I'angle de rotation o
soit dans un sens tel, que le rayon de courbure ait diminué au point

. 7 . I3 \ I 1]
B, le moment de ces actions moléculaires est égal & M L; - P_) et nous
S ’ ¢
kY -
aurons '

(1) M(Pi—;:;)zG—i—Y:r—Xj.

Cette équation convient i tous les points du spiral. On peut donc
multiplier les deux membres par ds et intégrer dans toute I’étendue du
spiral, ce qui donne

() M ;i:— %):Gfds—i—fods——Xfyds.

Or
Gfds:GL.

Puis, si nous appelons x, et y; les coordonnées du centre de gravité
du spiral, il est évident que

f.:vds =Lx, et f]‘ds = Ly,;
par suite,
- \fods:YLx, et Xf]ds::XLy..

Je passe maintenant au premier membre de l'équation (2). Or on

. d. . ’ .
voit que ?5 est, pour la forme naturelle du spiral, I'angle formé par
¢
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, . ds
deux normales consécutives de la courbe et, par conséquent, f o n’est
(]
autre chose que I'angle compris entre les deux normales extrémes. De
N ds .
méme f — est I'angle des deux normales exirémes dans la nouvelle
P

forme du spiral. Mais, quand celui-ci passe de la premiére position 2 la
seconde, la normale relative a I’extrémité fixe reste invariable de direc-
tion, 4 cause de I’encastrement qui a lieu en ce point. D’un autre coté,
de ce que l'autre extrémité du spiral s'engage dans la virole du balan-
cier sous un angle, avec le cercle de la virole, qui reste constant aussi
4 cause de I'encastrement, il en résulte qu'en passant de la position
naturelle du spiral a sa nouvelle position d’équilibre, la normale au
spiral 4 son extrémité correspondante au balancier tourne d’un angle o..
11 suit de ce qui précéde qu'on a simplement

fds ds
_—— - =a,
p Pe

et I'équation (2) devient

(3) Moe=GL+ L(Yx, —Xy,).
Calcul de la durée dune oscillation du balancier.

Admettons, quant & présent, que le terme L(Yx, — Xy,) qui se
trouve dans le second membre, soit nul ou négligeable. Je traiterai ce
point un peu plus loin avec tous les détails qu'il comporte et J’éta-
blirai alors les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il en soit
ainsi. Regardons par conséquent ce fait comme admis pour le moment; °
et alors I’équation (3) se réduit a

(4) Mg =GL
on

Ma
(5) G == L ]

expression trés-simple qui fait voir que le moment du couple qui tend
a faire tourner le balancier est proportionnel 2 Pangle que celui-ci a
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décrit a partir de sa position naturelle d’équilibre et qui donne de
plus ce moment en fonction du moment d’élasticité et de la longueur
du ressort spiral. .

Dés lors il devient facile de trouver la durée des oscillations du
balancier. En effet, en appelant A le moment d’inertie de celui-ci par
rapport 4 son axe de rotation, on a a chaque instant, en faisant atten-
tion que le couple G agit comme couple résistant,

da
A =—06
ou, a cause de V'équation (5),
d*a Ma
(6) Am=—1

Je désigne par «, Vangle d’écartement du balancier qui répond i
la limite de l'oscillation, alors que sa vitesse est nulle, et 'on a, en
multipliant les deux membres de I'équation (6) par 2da et inté-
grant,

. da? M
(7) Am=5(a)—a).

Puis, en intégrant de a =, & &= — q,, on a, pour le temps T d’une
oscillation,

(8) T;n\/%a

relation fort simple qui donne la durée des vibrations. Elles se trou-
vent isochrones, quelle que soit leur amplitude. _

L'expression précédente(8) est tout a fait analogue & celle qui donne
le temps des petites oscillations du pendule. On voit que la longueur ¢
du pendule simple qui ferait ses oscillations dans le méme temps que
le balancier serait exprimée par la formule

(9) | l= %’

La formule (8) est tout & fait d’accord avec I'expérience.
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Conditions relatives a lisochronisine.

Je reprends maintenant I'équation (3) dans laquelle jai négligé
lapartie L (Yar, —Xy,) et je vais examiner & quelles conditions I’on peut
effectivement ne pas tenir compte de ce terme, d’ou dépendent défini-
tivement D'isochronisme des oscillations et lexactitude de la for-
mule (8).

En premier lieu, ce terme serait toujours nul si I'on avait constam-
ment x, et y, égaux a zéro, c’est-a-dire si le centre de gravité du spiral
restait toujours sur I’axe du balancier. De la résulte aussitot la conve-
nance de donner aux spires une forme sensiblement circulaire et con-
centrique & I'axe, de facon que le centre de gravité général soit sur
cet axe et qu’il s’en écarte aussi peu que possible dans le mouvement,

Deuxiémement, le terme L (Yx, — Xy,) s’évanouirait encore si les
composantes X et Y étaient nulles et par conséquent si la pression
éprouvée par 'axe du balancier était toujours nulle, ou encore si cette
pression passait constamment par le centre de gravité du spiral. En
fait, dans la pratique cette pression est toujours excessivement faible
dansles appareils bien faits, puisque alors, pourvu que 'huile n’ait pas
manqué, on ne remarque aucune usure contre les parois du trou de
I'axe, méme aprés de nombreuses années de marche. Mais néanmoins
je vais examiner, avec tous les développements que le sujet comporte,
les conditions moyennant lesquelles on peut rigoureusement et mathé-
matiquement atteindre ce but.

Je remarque a cet effet que, quand X et Y sont nuls ou tout i fait
négligeables, I'équation (1) donne

ou, a cause de P'équation (5),

O
|

=

(10)

o

0

11 suit de la qu’alors le changement de courbure est uniforme.
Ainsi si p, est constant, il en est de méme de ¢; c’est-a-dire que si les

i . f i ' [l YD TN R
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‘spires ont la forme de circonférences de cercle dans leur état naturel,
ellesaffecteront encore, dans leurs déformations, celles de circonférences
de cercle, mais d’un rayon différent; si, comme dans le spiral plat,
elles ont dans leur état naturel des formes trés-voisines de circonfé-
rences de cercle, il en sera de méme pendant le mouvement, saaf que
les rayons changeront. Quand, comme dans le spiral cylindrique, les
spires ont sensiblement la forme de circonférences de méme rayon ve-
nant se placer les unes au-dessus des autres, la formule (10) indique
qu’alors, dans les déformations, les spires se transforment en circonfé-
rences d’'un rayon unique différent du premier et qu'elles restent
exactement les unes au-dessus des autres, ce qui est encore conforme
a expérience.

Réciproquement a ce qui précede, si I'on avait continuellement pour
tous les points du spiralpl — é = %, c’est-a-dire la différence % — ;;
constante, I’équation (1) montre qu’on aurait alors forcément Y = o
et X = o, et que, par conséquent, I'équation (5) aurait lien avec ses
conséquences. Je vais donc maintenant examiner dans quelles circon-
stances et sous quelles. conditions on peut regarder la différence
I — I comme constante dans toute I'étendue du spiral et pour toutes

4 Po
les valeurs de o.

Supposons d’abord qu’il s’agisse du spiral cylindrique. Soit ABC
(fig. 4) la courbe qui commence le spiral, A étant le bout fixe et C le

Fic. 4.

point de jonction et de tangence de cetle courbe avec la premiére

41

Tome V (2° série). — SepTeEMBRE 1860.
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spire. A l'autre extrémité du spiral, celui-ci se termine par une courbe
symétrique et égale dont I'extrémité A’, correspondante a A, est encas-
trée dans la virole du balancier. Or le probléme est celui-ci : Chercher
si 'on peut, pour toutes les valeurs entre lesquelles varie 'angle «,
"déformer le spiral d’aprés la laipi - é =r
conditions relatives A ses extrémités soient toujours satisfaites, c’est-a-
dire qu’'au point A, ce point et sa tangente soient invariables et qu’en
méme temps, a 'extrémité opposée A’, celle-ci aboutisse toujours au
cercle de la virole et vienne le rencontrer sous un angle constant et
donné. Ceci posé, je vais montrer la maniére de résoudre la question
par certaines formes appropriées données aux courbes extrémes qui
terminent de part et d’autre le spiral.

» de telle facon que les

Détermination des courbes extrémes.

Pour cela j"observe que, si le spiral dont il s’agit était construit de
telle sorte que, en le déformant d’apres la loii— - ;— == %, pour toutes
0

les valeurs exigées de «, le centre des spires circulaires restit toujours
dans une position invariable, la question serait résolue. En effet
(voir fig. 4), les courbes "extrémes ABC, A'B'C/ resteraient toujours
égales et symétriques apres la déformation. Or le point A est sur la
circonférence de la virole dont le centre est en O ; mais puisque nous
admettons que le centre des spires ne s’est pas déplacé, il arrivera que,
par le seul fait de la déformation exprimée parlp -1 % le pojnt A’

fo

supposé libre aboutira précisément sur la circonférence de la virole.
Par une raison tout a fait semblable, la tangente au point A’ 4 la
courbe A’B'C’ rencontrera le cercle de la virole sous le méme angle
que la tangente en A & ABC rencontre cette virole au point A, et comme
ce dernier angle est constant et donné A cause de I'encastrement, il en
sera de méme de celui qui a lieu en A’. Or, en supposant maintenant
le point A’, au lieu d’étre libre, fixé dans la virole et encastré dans
celle-ci suivant Pangle donné, rien ne sera changé, et la loi de défor-

. . , 1 ) 4 -2
mation sera exprimée par la formule P =1
[}
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Je vais donc m’occuper maintenant de la détermination de la courbe
extréme ABC ou de sa symétrique A’B'C’, d’aprés la condition que,
pour toutes les valeurs les plus étendues de o, dans un sens oun dans
autre, le centre des spires reste dans une position invariable, la dé-

o L
que, dans les limites les plus extrémes de la pratique, I'angle o varie
entre 3 de tour de chaque coté.
Soient OX et OY (fig. 5) deux axes coordonnés rectangulaires me-
nés par le centre O primitif des spires qui est I'axe du balancier.

formation ayant lien d’apres la loi % — = = Z. Pobserve tout de suite

Fig. 5.

Y

Y

L’axe OY est conduit par le bout fixe A dela courbe ABC de maniére
que ce point A soit sur la partie négative de cet axe.

Soit Bl = r le rayon de courbure qui a lieuw au point B pendant la
déformation et soit r, celui du méme point avant la déformation. Au
point D, infiniment voisin, le rayon de courbure est

KB=r-+dr
etl'on a
dr=1K.

Formons le triangle rectangle IKN dont les cotés sont paralléles aux
axes coordonnés. 1] est clair que si£ et  sont les coordonnées du centre
de courbure I, ona
(11) IN= —d§

4i1..
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et '

(12) KN = d».

D’ailleurs la déformation a lien suivant la loi

1 I @

(l 3) ;- -—_ ;; = L—')

d’ot1 'on tire

(I[;) r = T‘oa
1+ Z g

Maintenant j’appelle 6 I'angle IKN formé par le rayon de cour-
bure KB avec la partie négative de 'axe de y. En désignant par §,
Pangle correspondantau méme point B avant la déformation, on trouve
une relation trés-simple entre § et §,. En effet, en multipliant les deux
membres de I'équation (13) par ds et intégrant depuis le point A

Jusqu'au point B, on a
d.r . di‘ as
L ’

mais

f "i =0 — 6,
donc
(15) 8=06,+ r

formule tres-simple qui indique la maniére dont varie Vinclinaison de
la normale ou de la tangente pendant la déformation.
Dans le triangle IKN, on a

IN ou —d&=IKsinIKN, ou di = — drsing,

ou encore, a cause des équations (14) et (15), on a

(16) dg=_siu(e + L)d :
' . I+rro
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Le méme triangle IKN donne

(19) dn=c05<60—F5Li) d<__.fﬂ.....>

. -4

-+ N 7y
Affectons d'un accent ' les quantités qui se rapportent spécialement
a l'extrémité A de la courbe ABC et de deux accents ” celles qui se rap-
portent & l'autre extrémité Cde la méme courbe. Soit, de plus, ¢ la
longueur absolue OA. Les coordonnées £’ et »' du centre de courbure
au point A pendant la déformation auront pour valeurs (en observant

que la normale en A a une direction invariable)

'

2o M ein . — ) oy
g = — r'sinf, = —~Ts1n90,
I+Ir"
. . 7
n'=—4d 4+ r'cosfy = — ¢ + —— cosf,.
[ ]
7 +'E"o.

En conséquence, on tire des formules (16) et (17) pour les coordon-
nées & et »” du centre de courbure de la courbe ABC, au point C,
pendant la déformation

(18) :é”: — -————r—";—lsin@'o s fSin (90—*-%{)61 __7‘;—
_ I+57, ‘ A I+17,

et

A

(19) ‘t)”:—-d‘-*——r"rcos@'o%— fcos(90+af>d +
) 1+ir0 I+il"0

les intégrales étant prises dans toute 'étendue de la courbe ABC.
Comme le rayon de courbure de la courbe ABC an point C sera
généralement différent du rayon des spires, le centre de celles-ci ne
coincidera pas avec le centre de courbure de la courbe au point C et
on passera de celui-ci au centre des spires par un triangle rectangle de
dimensions finies analogue au triangle infiniment petit IKN. Donc, en
appelant £” et n" les coordonnées du centre des spires déformées, on

"
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aura
gm — 5// — (P — r!/)sin 9// et nlﬂ —_ nll -+ (P . rt/) Ccos 6//’

o étant ce que devient, pendant la déformation, le rayoninitial p, des
spires. Donc, a cause des équations (14) et (15), on a, en appelant / la
longueur développée de la courbe ABC,

. . f . ! . l
Er—=E +——’°—a-”—sm (9':, -+ %) - —P°—a— sin (9’; +%->
' I+ T I+5po
et
w ” - “ 1 l
= — =% cos(@'{, + %)+ P"a cos(ez + O—L—)
1+i& 1+ Po

En remplagant dans ces formules & et »” par leurs valeurs (18) et (19)
on obtient pour les coordonnées £” et n” du centre des spires défor-

meées :
/ w o r'o » r 7‘” . ” al
5 _-——-———a—'-81n90+—-:‘—”51n(90+f>
( ) I+f‘r0 I—l—irO
20
. u l .
___P‘;_sm(eo—i—%)-—fsm(eo+%s)d ——r'a—— )
I+£Po I+-I—‘ro
” J 7 . I
n =—o‘+-——r—°a———cose'o—-———‘t:—-cos(6'0+%)
(21) 1+Er0 1+iro
4
+ P'; cos(@'(,+%>+fcos(90+%{)d r; .
I+ip0 l+i.:l'o

Ces formules peuvent étre trés-simplifiées de la maniére suivante.
En intégrant par parties, on a

fsin(@o;l- %)d(———l—) = %sin(eoq—fo)__’_"__
\ 1

4

+ %70 1+ 7

To . as
- [em(ed)
l+rro

y
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La parenthése { V' indique qu’il faut prendre sa valeur au point C
et en retrancher sa valeur au point A. Elle est donc égale 2

" al 7
—"oz——sin (9" T > - ——sin g,.
151 ' I+-—-l

D’'un autre coté

d.sin (60 + %‘) = cos(@o + %f) X (1 ;;; )d@

=S (1 + % ro>cos (90 + %)deo,
. d
puisque Zi;— = r,.

Donc

f:——.—_r;d sm(@ -+ ) frocos<60+%§)d90
' £l cos(€0+2) ds

L

i

et par suite

: ) P ol
sm(00+ %)d ra = r‘; sin (60+—;—>
F—4=r, 14374 ’

J i
— ———lﬂa——— sin@, — f cos (00 + %S\ ds.
L+ 57y 0

=l

Enfin, en substituant dans P'équation (20), celle-ci devient sim-
plement

(22) &= ——"— P sm(@" al>+f cos(6 + )ds

1+ 7P

On transforme de méme 1'équation (21).
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Ainsi,

] ) Ty
fCOS(eo—I—EE)d __ra__ = COS(GO—F%)—‘T
I+iro I+£ro,
- f——f’——— d.cos<90+“—s)-
2 L
I+ =7,

L
Mais
s 7 " 7 " al 7 .
cos{ 0y + — = cos | 0} + — ) — ——=— cos b,
L Zr 1+ = L 1+ 7
1477l i’ 7%
et
1
- ——ﬂa——d.cos(eo-l—%) =f sin<90+°{f> ds.
I+iro ‘ °
Donc ‘

as e . 7, " al
fcos(60+f> d — = — cos(@0 + L)
1+ ir") 1+ 57

, 1
— _r_°a..: cosf, + f sin (60 + af-) ds,
1+ iro e

et, par suite, en substituant dans I'équation (21), ona simplement

: !
(23) "= —d+ P““ cos(@';)+%l>+ j(: sin(eo—i-%f)ds.
I+ 7 Po
Pour que le centre des spires reste invariable, il faut que &” et »”
soient nulles pour toutes les valeurs de & comprises entre les limites
des oscillations. 1l faut donc que les courbes extrémes soient con-
struites de telle facon quel’on ait [(a cause des équations (22) et (23)],
pour toutes les valeurs de « dont il s’agit, ,

(24) fo‘ : cos (90 + uf) ds = 5 —:}jpo éin (9; + 0%)
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et
(25) folsin(90+°-5)ds:o“—.—f’°——cos(6”o+°°fl>-

1l est facile de reconnaitre que la forme circulaire ne convient pas
pour les courbes extrémes. En effet, pour le cercle, on a

I
fp=—3s
. 7y

ro étant la valeur du rayon. On a donc alors,

!
as\ 5 Feo. " al
fo‘ cos(90 +f> ds = ———sin (90 + L>

)

1
f sin (0 + = ) ds = D cos(8) 4+ 2.
o L a @ 0 L

Lh5ry 12T

et

Or ces deux relations montrent que l'on vérifie la condition de
r . . . . . . . .
Péquation (24) en faisant r, = p,; mais qu’il serait impossible de satis-
faire 4 la relation de I'équation (25) puisque ¢ est constant et que
T . . R . . .
———=— varie avec . Ainsi dans beaucoup d’anciens chronomeétres ot
-4 .
T £
les courbes extrémes n’étaient autres qu’une portion des spires circi-
laires, cette disposition était vicieuse sous ce rapport et on y a effecti-
vement renonceé.
Les raisonnements précédents supposent, il est vrai, que le centre de
. - . 9 . . 1 . .
ce cercle soit sur YY' puisque j’ai faitd, = —s; mais on pourrait tout
) .
aussi bien le regarder comme plaeé d’une maniére quelconque en fai-
1 . . . Lo A .
sant §, = — 5+ ¢, et on arriverait encore a la méme conclusion.
[}

Je vais maintenant chercher la forme des courbes extrémes qui
satisfont aux conditions des équations (24) et (25). Jobserve d’abord
L ®S al . - . N . .
que les arcs I €t | sont toujours assez petits pour qu’on puisse rem-
A

Tome V (2° série), — Sertemsre 1860, 42
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placer leur sinus par\l’arc et leur cosinus par l'unité, car, dans les
limites extrémes de la pratique, fl—‘l est au plus égal & §, ce qui répond

4 un angle de 15 degrés, et méme généralement plus petit. Par une

raison semblable, on peut remplacer - - par T °_‘iE_° De cette fa-
0 .

I+-IT

con, les conditions (24) et (25) deviennent respectivement

(26) ﬁ‘ (cos@o—— gsineo)dssp,,(t — ‘%) (sin@'}, + a—Llcose"(,)

-

et
(27) jﬂ‘ t (sineo -+ LI: cos@o)ds =0 — po<l — %)(cos% — %lsine"ﬂ).

Pour satisfaire aux relations des équations (26) et (27), je néglige-
rai les termes en o? qui sont infiniment petits du second ordre, et pour
chacune de ces deux relations j'annulerai séparément la partie indé-
pendante de o, puis celle qui est multipliée par la premiére puissance
de «. On obtient ainsi les quatre conditions suivantes :

!
(28) f cosf,ds = posinG'y,
!
(29) f sinf,ds = & — p,c0os by,
!
(30) — f ssinf,ds = — p2sinf + pol cosdy,
nl
(31) J scosfods = p? cos by + polsin.

Les deux conditions des équations (28) et (29) expriment que,
dans la position naturelle des spires, leur centre doit se trouver sur
Y'axe du balancier, condition évidente a priori. En effet, en appelant
x et y les coordennées d’un point quelconque de la courbe extréme,

dans sa position naturelle, on a

dscosf,=dx et dssind, =dy.
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Par conséquent, en admettant que lecentre O primitif des spires (fig. 5)
soit le centre du balancier, on a

!
f cos 0, ds =‘[d.7c=posin6':J

et
1
f sinf, ds = fd_y:d‘—;pocose"o,

c’est-a-dire que les conditions (28) et (29) sont satisfaites. Passons
maintenant aux deux autres équations (3o0)et (31). Or, on a, en inté-
grant par parties,

fssin@ods=fsd]=s_r——fyds
fsc05604s= fsdx:.cx-—fxds.

Prenons maintenant les intégrales définies et, en observant que
si x, et y, sont les coordonnées du centre de gravité de la courbe ABC
non déformée, on a

et

1
fya’.s:l_y, et flxds:lx,,

1ous aurons

i
f ssinbods = — pylcos@, — Iy,

et

. ;
f scos,ds = p,lsinf, — lx,.

Enfin substituant dans les équations (30) et (31) et faisant les réduc-
tions, on obtient

l]‘i = — P(g) sin@%
et

~—lx, =p2cost,
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ou

(32) = —Bsind,
(33) x, = — & costl,

conditions auxquelies doit satisfaire le centre de gravité de la courbe
extréme. Celles-ci, quoique fort simples, peuvent étre mises sous une
forme plus palpable, plus facile & énoncer et qui permet de trouver
trés-facilement les courbes extrémes qui les vérifient.

Imaginons, a cet effet, que la courbe ABC ( fig. 5) soit telle quelle
est natarellement avant toute déformation et que G soit son centre de
gravité. En divisant I'équation (32) par I'équation (33) membre 2
membre, on a

tang GOX = tang 6.

‘

Mais I'angle ¢, = 180° + COY. Donc

tang GOX = tang COY
et

(34) GOX = COY.

Par conséquent, comme OX est perpendiculaire 4 OY, on voit déja
qu'il faut que OG soit perpendiculaire 2 OC.

En second lieu, si on éléve au carré les deux membres des équa-
tions (32) et (33), puis qu'on ajoute, on obtient

(0G)? = (f-’l->

. . _ bt
(35) - 06=h

On peut donc énoncer trés-simplement de la maniére suivante les
deux conditions auxquelles doit satisfaire, en construction, la courbe
extréme ABC :
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1°. Son centre de gravité doit se trouver sur la perpendiculaire me-
née par le centre des spires au rayon extréme de cette courbe, la ou

elle se réunit aux spires.
. La distance de ce centre de gravité au centre des spires doit étre

égale 2L, c'est-a-dire & une troisiéme proportionnelle 4 lalongueur de

la courbe et au rayon des spires.

Je donnerai plus loin de nombreux exemples de courbes extrémes
satisfaisant & cette condition, et au sujet desquelles 'expérience est ve~
nue, ainsi qu’on le verra, confirmer pleinement les déductions théo-
riques. Quant 4 présent, je me borne 4 faire remarquer que, d’aprés la
loi indiquée, le point de départ A étant, ainsi que cela sa pratique or-
dinairement, 4 environ la moitié du rayon, le point C sera générale-
ment plus facile & placer dans le troisiéme quadrant YOX' que dans
toute autre partie de la circonférence, et 'observation a conduit géné-
ralement a faire parcourir en effet a la courbe ABC un angle de 180 a
270 degrés autour du point O.

1l est & remarquer que la forme des courbes extrémes est complé-
tement indépendante des dimensions transversales de la lame et méme
de la longueur totale du spiral. Il suffit que celle-ci soit assez grande

P) . ; 1- . os 0y , . :
afin qu’on puisse négliger les puissances de - et de <= supérieures a

la premiere. Enfin, il est tres-essentiel d’observer encore que cette
forme est complétement indépendante de la position relatlve des deux
courbes extrémes 'une au-dessus de I'autre.

Conditions relatives au centre de gravité du spiral.

En remontant plus haut, j’ai fait voir qu’il était avantageux que le
centre de gravité de tout le spiral fiit, au moins en construction, placé
sur ’axe du balancier. Or je vais établir que, non-seulement cette con-
dition n’est pas incompatible avec celle d’ou découle la forme des
courbes extrémes, mais qu’elle en est au contraire une conséquence
directe, de sorte que, a cause de cette forme méme, le terme que jai
négligé dans le second membre de I’équation (3) devient, s’il est per-
mis de s’exprimer ainsi, un infiniment petit du second ordre, d’une
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part parce que les composantes Y et X sont infiniment petites et en-
suite parce qu’il en est de méme des cordonnées du centre de gravité
général du spiral.

En effet, soit ABC (fig. 6) la courbe extréme dont le bout A est fixe
et soit A’B'C’ l'autre courbe extréme dont le bout A’ est engagé dans

Fic. 6.
Y

la virole du balancier. La figure suppose les choses dans 1’état ou elles
sont avant toute déformation. Soit COC’' =6, € étant un angle quel-
conque.

On peut regarder le spiral comme formé de deux parties distinctes :
la premiére, composée d’un nombre entier de spires circulaires com-
mencant et finissant au point C et dont le centre de gravité est en O;
la seconde, comprenant les deux courbes extrémes et I'arc CDC'.
Cherchons le centre de gravité de cette seconde partie.

Or, si G et G’ sont les centres de gravité respectifs des deux courbes
extrémes, lesquelles sont, comme on sait, égules et symétriques, le
centre de gravité deleur ensemble se trouve au point H, milieu de GG'.

De plus, comme les angles COG, C'OG’ sont droits, la ligne OH,
bissectrice de GOG’, prolongée jusqu'en D, est aussi la bissectrice de
COC’ et passe, par conséquent, par le centre de gravité K de l'arc

CDC'. En outre, 'angle OGH est égal 4 COK ou h% €.

Appelons maintenant m le moment du poids des deux courbes
extrémes par rapport au point O et m’ celui de ’arc CDC’ par rapport
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au méme point. On a

m=—12l<O0H=12lx 0G-sin£@',

o
W
[®a 4

ou, & cause de Péquation (35),
. 1 .
(36) m = 2p;sin _ 6. |

D’un autre coté, en vertu de la loi.qui donne le centre de gravité
d’un arc de cercle, on a

m' = po X corde CC/,
ou

(37) m = ngsin;jé,

et il résulte des équations (36) et (37) que
m=m,

et, par conséquent, que le centre de gravité de I'ensemble des deux
courbes extrémes et de I'arc CDC' est au point O, et, par suite, qu'’il
en est de méme du centre de gravité de tout le spiral. Il est & remar-
quer que cette conséquence est indépendante de la grandeur de
I'angle € ou de l'intervalle qui sépare les points C et C/, ou, en d’autres
termes, de la position relative des deux courbes extrémes l'une au-
dessus de 'autre.

Ainsi, grace a la construction des courbes extrémes, le centre de
gravité du spiral non déformé se trouve sur 'axe du balancier. Mais ce
n’est pas tout et I'on peut trouver, ainsi qu’il suit, les conditions né-
cessaires pour que, pendant la déformation, ce centre de gravité s’en
¢éloigne le moins possible.

Supposons, pour ne pas multiplier les figures, que la fig. 6 repré-
sente maintenant le spiral déformé et regardons encore celui-ci comme
formé de deux parties : I'une, composée d'un nombre entier de spires
circulaires, commengant et finissant au point C et dont le centre de
gravité est toujours le centre O du balancier, puisque, d’apres la forme
des courbes extrémes, le centre des spires reste invariable pendant fa
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déformation. L’autre portion du spiral est composée des denx courbes
extrémes et de I'arc de cercle CDC'. A cause que ces deux courbes
extrémes sont égales et symétriques, elles resteront encore égales et
symétriques pendant la déformation. Par conséquent, G et G’ étant
leurs centres de gravité, les angles COG, C’ OG’ seront égaux quelle que
soit d’ailleurs leur valeur; il en sera de méme des deux lignes OG, OG';
le centre de gravité I de I'ensemble des deux courbes sera au milieu
de GG/, et la ligne OH, qui est bissectrice de 'angle GOG’ étant pro-
Jongée jusqu’en D, sera aussi bissectrice de I'angle COC' et passera
par conséquent aussi par le centre de gravité K de I'arc CC'.

Ce premier peint établi, j'appelle (x,), (1), les coordonnées ac-
tuelles du centre de gravité G de la courbe ABC, lesquelles se réduisent
a x, et ¥, lorsque la déformation cesse. En conservant toutes les no-
tations employées précédemment, on a, pour un point quelconque
de la courbe ABC,

.,/scoseds=fsdx:sx —fxds

!
(38) fscos@ds:lpsin@”-—l(x,).

o

et

D’un autre cdté, en désignant par x, ce qu'était ax de ce point
avant la déformation, on a

fscos@a’s = | scos (60 +a—Ls\) ds :fs (cos@o —i—s sin 60> ds
= sdxo—% s?sin Godszsxo—fxods ——E s*sinf, ds.

Les développements de cette derniére relation résultent, d’'une part
de la formule (15) et ensuite de ce quwon peut négliger les puissances

s ’ . 1 Y . «
de T supérieures a la premiére. En passant aux limites, on a donc

! !
(39) foscosGds:lposixle';—Ix,~%£ s?sinyds.
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En égalant les seconds membres des équations (38) et (3g), on en
tire

. I «
(x4)=x4+psme”—posin@';+1-% s*sin g, ds.
(o}

. " 2 l 4 :
En remplacant p et §” respectivement par F“-a ’ et ¢y + % et négli-
14 = .
L

. a ol ;. N s .
geant les puissances de —Lﬂ’ et de T, supérieures a la premiere; puis met-

tant 2 la place de x, sa valeur (33),la formule précédente devient
2 . al
(40) ()= — ff‘_" cosf, — %pg sinf + Lipu lcos0 + ;i j(: s*sin 6, ds.

Je vais maintenant chercher d’une maniére tout a fait semblable la
valeurde (7,).On a

fssin@ds :fsdy:sy—-fyds

et
!
(41) f ssinfds = — lpcos§” — I(yy).

D’un autre cdté, en désignant par y, ce qu'était I’y du point avant
la déformation, ona

fssin@ds _—._fssin (9°+1L_J) ds =fs (sin@o +%€coseo) ds
= [sdy,+ %fs’cds@ods =8yo— fyods +§ s2cosfyds.
11 vient donc, en passant aux limites,
1 « pl
(42) j(: ssin st = — Ip,cosfy — ly, +—fjo. s?cosf,ds.

En égalant les seconds membres des équations (41) et (42), on en

Tome V (2¢ série). — SepTEMBRE 1860. 45

[T T SR
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tire

1
(7)) =01 — pcosd” + pycosty — %f s?cosf,ds.
]

. " 4 Y
En remplacant p et §” respectivement par P"aP et )+ % et négli-
¢
't

. ap, al . . s s .
geant les puissances de 1-et de i, superieures a la premiere, puis met-

tant a la place de y, sa valeur (32), la formule précédente devient,
2 l
(43) (r) = — ﬁllsin ¢ + %pﬁcos@',’,+ % polsingy — %/(: s*cos 8, ds.

D’un autre c6té, au point C, la valeur de § avant la déformation est
¢, et, aprés la déformation, &, + ;Tl Au point C’ la valeur de 6 avant
la déformation est &, + € + 2iw, i étant un nombre entier, et apres
la déformation, &, + 8 + ain + %(L — ). Donc 6, +6+a — i—l

est I'angle, plus petit que 360 degrés, formé par OC’ avec OA, et en
appelant (§) la valeur de I'angle COC’ pendant la déformation, on a

(44) (§)=6+0a— 2

De méme, la valeur de I'angle plus petit que 360 degrés, formé par
OA avec la bissectrice OD pendant la déformation, est la moyenne de
celles relatives 2 OC et 2 OC’ ou égale a

6 +-6+_a.
2 2
Par conséquent, comme I'angle HOA en différe de 180 degrés, on a

(45) H0A=9'3+$‘@+éa~—|8o°.

Or OH est la projection de OG sur sa direction, ou, ce qui revient
au méme, la projection de (ar,) moins celle de (,) sur cette méme di-
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rection OH. On a donc

OH = — (7,) cosHOA + (x,)sin HOA,

ou, a cause des équations (40), (43) et (45),

OH=cos<6’;+1€+la)
2 2
. !
pﬁ . A 3 "
><<—-7sm90—|—fpgcoseo Lpolsme lL s’cos@ods>
. " I I
—51n(60+—€+-ac)
2 2

1
P,\ " 1 .
< ( T cosfy — —po smG +5 polcos€ + = lL s’sm@ods)-

Puis, en nommant (m) le moment du p01ds de I'ensemble des deux
courbes extrémes par rapport au pomt O on a
( ) = al > OH,

ou, a cause de la valeur précédente de OH et en faisant quelques ré-

dUCtIOHS faciles,

(m)=12p2sin (ié +éa) —l—%lpﬁcoq( €+~ o)

20l . I 1 20 X I
_—— — — —_— e 2 " — —— —
T polsm<26+2a) L£3C05(60 G, 2@—{—2&)615,
ou encore
[ (m)= zpﬁsin(éé-!—%ac)—i——L—pocos

2al . I 1
———E—polsm (;8 +sa

46 o t "
(46) — 2T—cos (2 8 + éa)[) s*cos (6, — G,)ds
1
+ 2%sin (g g+ ga)fo ssin (6, — 6,)ds.

43..
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Maintenant, en appelant (') le moment du poids de I'arc de cercle
CC’ parrapporta O, ona

"o . 1
(m') = p < cordeCC = 2p*sin _ (6),

Po
0
4 2

L

ou, en remplacant p par =1~ ‘%” et (8) par sa valeur (44),

I al

(m)=2p} (I —‘%’)2 sin <%8+ 5@ —f)'

On a encore, en développant et négligeant, comme cela est permis,
les termes qui contiennent les puissances de « supérieures a la pre-
miere,

N = ap2sin (L€ + La) — 2% p2cos (26 + =
(47) (m')=12p}sin (2.84—20() I pocos(zé-i-za)
4 o . t I
— -fpgsm ;G +ca)

Pour que le centre de gravité du spiral reste au point O pendant le
mouvement, il faut que pour toutes les valeurs de a, (m) et (m’) soient
égaux. Je vais donc égaler les seconds membres des relations (46) et

(47)- \

Or on voit tout de suite que le premier terme 2 p§sin (é €+ é o ) san-

nule de part et d’autre et que le reste est divisible par «, ce qui devait
étre, puisqu’on sait que pour o = o le centre de gravité du spiral est

.. / { e
en O. Je divise donc de part et d’autre par 2%, et il vient,
!
! 2 b o) — in(t o
2p2cos <2 6+ 204) polsm(z €+ 20:)
3
-+ 2o sig (lg + ia)
l 2 2

48 I l "
(48) =7cos<%6+ia>£s’cos(éo—eo)ds

! !
L= %sin (% €+ é a)f s¥sin (6, — G, )ds.
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Or, il est a4 remarquer que, dans cette derniére relation, tous les
termes contiennent comme facteur le sinus ou le cosinus de éé’ + ;;- o

et que I'angle a n’y entre que sous la forme de ce sinus ou de ce cosi-
nus. Pour que la relation ci-dessus soit satisfaite, quel que soit a, il est
donc nécessaire et suffisant que I'ensemble des termes multipliés par
ce sinus et par ce cosinus soient nuls séparément, ce qui donne les deux
conditions

1
(49) fs cos (G — Gy)ds = 2p21
et
1
(50) fs’sin(@';—Oo)ds:polz—zpf‘,.

Telles sont les deux conditions qui doivent étre autant que possible:

satisfaites, afin que le centre de gravité du spiral ne s’éloigne pas du
balancier. Elles dépendent de la forme des courbes extrémes, mais
nullement de leur écartement mutuel, car on voit qu’elles sont indé-
pendantes de I’ angle 6.

Faute de pouvon‘ trouver a prlon des courbes qm satisfassent aux.

deux conditions précédentes, on peut néanmoins indiquer la maniere
de vérifier assez simplement jusqu’a quel point les courbes extrémes,
déterminées d’apreés les régles précédemment exposées, satisfont aux
relations (49) et (50).

En effet, si 'on rapporte la courbe ABC (fig. 5) &4 OC comme axe
des y et & la perpendiculaire OG comme axe des x et que I'on appelle
7' et x"les nouvelles coordonnées, on voit que les conditions (49) et
(50) reviennent a

(51) fszdx': — 2p¢1,

(52) fsedflzpolz—ﬂpgv

les 1ntegrales étant prises depuis le point A jusqu’a C.
Or un premier moyen consiste 2 partager la courbe ABC en éléments
suffisamment petits et 4 obtenir les valeurs approchées des intégrales en
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formant pour chaque point de division les produits s*dx’ et s*dy".
Mais il y a un autre moyen qui parle plus aux yeux et qui évite de
longs calculs.

Supposons (fig. 7) que I'on projette tous les points de la courbe ABC
sur I'axe des x, OB, et que sur chaque perpendiculaire DR on porte, 2

Fic. 7.

partir de son pied R, une longueur RS égale 2 la longueur AD de la
portion de la courbe ABC comprise entre 'origine A et le point D cor-
respondant. On obtiendra ainsi une courbe MQSNP dont les ordon-
nées ne sont autre chose que les quantités désignées par s. Or, si 'on
multiplie les deux membres de I'équation (51) par — =, on a

— nfs’dx’: amp2l,

et il résulte de la fig. 7 que cette condition .revient a dire que le vo-
lume du solide engendré par la révolution de QNP autour de MOB
moins celui engendré par la révolution de MOQ autour du méme axe,
doit étre égal 4 2mpjl et, & cause du théoréme de Guldin, on peut
convertir cette condition en cette autre :

« La surface QNP multipliée par le rapport qui existe entre l'or-
donnée de son centre de gravité et la longueur de la courbe ABC, di-
minuée de la surface MOQ multipliée par le rapport de 'ordonnée de
son centre de gravité a la longueur de ABC, doit étre égale au carré
.du rayon des spires. »
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La condition (52) peut étre transformée d’une maniére analogue.
Ainsi supposons (fig. 8) que I'on fasse pour I'axe des y ou OC ce

Fic. 8.

qui vient d’étre effectué relativement 4 OB. On obtiendra une courbe
MNP dont chaque point aura pour abscisse le s du point correspon-
dant de la courbe ABG, et la condition exprimeée par 'équation (52) re-
viendra & dire que le volume du solide engendré par la révolution de
la surface MNPC tournant autour de MOC doit étre égal a

npol* — amp?,

et cette condition elle-méme, & cause du théoréme de Guldin, peut étre
convertie en cette autre :

« La surface MNPC multipliée par le rapport qui existe entre I'ab-
scisse de son centre de gravité et le rayon des spires doit étre égale i la
moitié du carré dont le coté aurait pour longueur ABC, moins le
carré du rayon des spires. »

En résumé, on voit que les courbes extrémes indiquées par la théo-
rie concourent & lisochronisme, en satisfaisant aux deux conditions
d’annuler toute pression contre ’axe du balancier et de placer le centre
de gravité du spiral entier sur I'axe du balancier, et cela quelle que soit
la position relative des deux courbes extrémes l'une an-dessus de
Pautre.

Mais ce n’est pas tout. Elles ont encore la propriété de faire dispa-
raitre certaines perturbations nuisibles pour l'isochronisme. Ainsi elles
réalisent le spiral libre, comme on dit dans la pratique, c’est-d-dire
eelui dans lequel Paxe du balancier, n’éprouvant aucune pression, est
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soustrait autant que possible au frottement et aux variations de celui-ci
qui résultent de 'épaississement des huiles. De plus, le spiral s'ou-
vrant et se fermant toujours bien concentriquement a I'axe, on évite
autant que possible la perturbation introduite par l'inertie du spiral.

Enfin une remarque importante trouve ici sa place. Certaines in-
fluences trés-minimes, comme l'action des huiles, de V'échappement,
de la résistance de lair, etc., n’ont pu entrer dans cette théorie, et cela
devait étre, car on ne doit demander au calcul que ce qu'il peut donner.
Mais on a vu que toutes les propriétés inhérentes a ces courbes ex-
teémes subsistent, quelle que soit leur position relative I'une au-dessus
de l'autre. Il en résulte que, pour obtenir le dernier degré d’isochro-
nisme pratique, on peut toujours joindre 4 leur emploi celui du moyen
dt en principe a Pierre Leroy et qui consiste 4 chercher la longueur
la plus favorable pour le spiral, puisqu’on peut disposer de I'angle que
font entre eux les rayons ol naissent les courbes extrémes.

Meéthode pour trouver graphiquement les courbes extrémes.

Je vais maintenant expliquer la maniére de trouver graphiquement,
par un procédé simple, les courbes extrémes qui conviennent a chaque
cas.

Je suppose qu’on se donne la position du point A fixée par la quan-
tité J et 'angle ¢, qui détermine le point C (fig. 9).

Fi. 9.
Nic
C a b d
e p 5
% .
1N\ 9
6 h
7 [
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J
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‘On meéne le rayon extréme OC et le rayon perpendiculaire OD sur



PURES ET. APPLIQUEES. 345

lequel doit se trouver le centre¢ de gravité G de la courbe cher-
chée ABC. _

Le dessin étant supposé 4 une échelle suffissamment grande, on cher-
chera d’abord & obtenir une courbe dont Ie centre de gravité soit
sur OD. A cet effet on tracera une premiére courbe ABC, de senti-
ment, mais tangente en C anx spires. Puis, pour vérifier, on la par-
tage en éléments suffisamment petits et égaux, 10 ou 12 par exemple,
Ca, ab, be, cd, etc; le dernier Az seul sera genéralement plus pe-
tit que les autres. On marquera tout de suite le centre de gravité
de chaque élément en le considérant comme une petite ligne droite
ou, suivant les cas, comme un petit arc de cercle. Pour chaque centre
de gravité on mesurera sa distance & OD et on modifiera celle relative
a An en la multipliant par le rapport de An 4 la longueur com-
mune de tons les autres arcs. Avec cette modification, il devra arriver
que la somme des distances des centres de gravité qui sont d’un coté
de OD soit égale 4 la somme des distances de ceux qui sont situés
de T'autre coté. Si cette condition n’est pas remplie, il sera trés-facile
de modifier 'une des deux portions de la courbe de maniére 4 y ar-
river.

- Ce premier point établi, il reste encore 4 satisfaire i la seconde con-
dition, a savoir que la distance OG du centre de gravité au centre soit

égale a ’%, poétant le rayon des spires et Zla longueur dela courbe ABC.

Or, pour obtenir ’écartement du centre de gravité de la courbe du
point O, on mesurera celui des centres de gravité de tous les petits
ares, Ca, ab, be, etc., de la ligne COE; on modifiera celle de ces dis-
tances qui répond 4 Az en la multipliant par le rapport de A 7 4 ]a lon-
gueur des autres petits arcs. On prendra la somme algébrique de
toutes ces distances, en regardant comme positives celles qui sont a
droite de CE, c’est-i-dire du méme coté que B, et comme négatives
celles qui sont de 'autre c6té. On divisera cette somme par le nombre
des éléments Ca, ab, etc. Ce quotient, qui donnera la distance OG,

2
devra étre égal a PT" Si cette égalité n’a pas lieu, il sera facile de mo-

difier la courbe de maniére i y arriver, tout en continuant de satisfaire
2 la premiére condition. : :

Tome V (2° série). — Serremsre 1860, 44
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En effet, supposons, pour fizer les idées, que la distance OG ainsi
obtenue soit supérieure a E} On prendrade part et d’autre du point B

deux arcs BM et BN tels, que le centre de gravité de leur ensemble soit
sur OD, ce qu’il sera aisé de vérifier, et on remplacera 'arc MBN par
un arc intérieur MIN dont le centre de gravité soit aussi sur OD et
dont le moment par rapport a CE sera évidemment moindre. 11 est
évident qu'on arrivera ainsi tres-vite au résultat cherché, et c'est en
effet ainsi que j'ai déterminé tous mes types de courbes extrémes.

On pourra ensuite réduire la courbe extréme 2 sa vraie grandeur
par une courbe semblable tracée autour du centre.

On peut, ainsi que je lai fait voir, vérifier directement d’apres les
tracés que les courbes extrémes ainsi déterminées satisfont en réalité
4 la condition que le centre des spires ne se déplace que d'une quan-
tité tout A fait insensible, dans les limites extrémes des oscillations du
balancier. Afin de procéder 4 cette vérification, on tracera la courbe
par arcs de cercle successifs, Ca, ab, bc, etc., encherchant, pourcha-
cun d’eux, le centre et le rayon correspondant. Cette décomposition
de 1a courbe en arcs de cercle successifs est méme toujours utile pour
la tracer graphiquement d’une maniére plus réguliére. Puis on cal-
culera les rayons de la courbe modifiée d’aprés la formule
= % ou r— ——ff;—— .

I-+75ro

R
N | o~

[]

A Paide de ces nouveaux rayons, on tracera la courbe modifiée par
arcs successifs 4 partir du point A ou la tangente n’a pas changé de
direction; puis, en arrivant au point C, on portera sur la normale une
longueur égale au rayon modifi¢ des spires, et ce centre devra se trou-
ver toujours sensiblement au point 0. Cest en effet ce que j’ai tou-
jours cbtenu.

Au sujet de cette vérification, il y a une remarque a faire. D’apres
1a maniere dont elle est effectuée, la courbe se trouve décomposée en
une série d’arcs de cercle plus ou moins petits, dont les rayons varient
brusquement de 'un & Pautre, ¢’est-a-dire d’une maniére discontinue.
Or, les calculs qui avaient conduit & la loi des courbes extrémes expri-
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mée par les formules (32) et (33) supposaient les rayons de courbure
variant d’'une maniére continue. Dans 'espéce, cela n’a pas d’impor-
tance puisqu’il s’agit seulement d’une vérification a postériori; mais
d’ailleurs il est facile de reconnaitre que la courbe décomposee en
arcs de cercle de rayons variant brusquement de I'un a I'autre rentre
dans les conditions qui ont servi & établir les formules (32) et (33). En
effet, au point de rencontre et de tangence de deux arcs différents, les
deux centres de courbure sont placés sur la normale commune. Or
rien n’empéche d’échelonner sur cette normale une infinité de centres
de courbure intermédiaires infiniment rapprochés les uns des autres
et de substituer par la pensée au point de rencontre de deux arcs une
infinité d’arcs infiniment petits décrits de chacun de ces centres de
courbure intermédiaires. En opérant ainsi pour chaque rencontre de
deux arcs, on aura, pour tout I’ensemble de la courbe une série de
rayons de courbure et de centres de courbure variant tous d’une ma-
niére continue, et il est facile de reconnaitre en revoyant tous les cal-
culs et tous lesraisonnementsqui ont conduit aux formules (32)et (33)
que rien n’y est contrarié par la nouvelle hypothése dont je viens de
parler. On voit, en effet, ces vérifications aboutir au résultat prévua de
YVinvariabilité du centre des spires.

De lisochronisme du spiral plat.

Quant au spiral plat, qui est employé dans les montres, on peutap-
pliquer, jusqu’a un certain point, les considérations qui viennent d’étre
développées tout au long pour le spiral cylindrique des chrono-
metres. v v

Ici il faut encore chercher si, pour toutes les valeurs par lesquelles
passe ’angle a, il est possible de déformer le spiral d’aprés la loi
L

"3
e L

N -

de maniére que 'un des bouts restant fixe avec une inclinaison con-
stante, 'autre extrémité, qui est celle la plus voisine du centre, satis-
fasse toujours comme position et inclinaison aux conditions de son
encastrement dans la virole du balancier. Or, dans la pratique, cet

44..
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encastrement a toujours lieu de maniére que le spiral vienne s’appli-
quer tangentiellement dans la virole. Le probléme est alors celui-ci :
« Chercher si, en déformant le spiral d’aprés la loi qui vient d’'étre
énoncée et prenant sur le rayon extréme une longueur constante égale
au rayon de la virole, on peut tomber sur un point ou centre occu-
pant une position invariable quel que soit I'angle . »

Pour cela, il suffit de répéter les calculs qui ont été faits pour la
courbe ABC depuis la formule (1 1) jusqu’aux formules (2a) et (23). Ici,
désignant par £” et ” les coordonnées du dernier centre qui doit cor-
respondre a celui de la virole, on aura £” et »” par les mémes for-
mules (22) et (23) avec.la seule modification suivante. Le dernier
rayon a porter sur la normale correspondante étant celui de la virole,

p. par exemple, qui est d’une longueur fixe, Ie facteur ——P“a—- qui
I+ fo

entre dans les formules (22) et (23) doit étre remplacé par p,; de plus,
l devient égal a L. On a alors, dansle cas actuel,

' L
(53) 5"’=—P,sin(e';,+a)+fo cos(eo+"‘r‘>ds,
L
(54) ‘n"'=—d‘+plcos(6';,+a)+.joq sin(eo—l—%f)ds.

Cherchons maintenant les conditions pour que les coordonnées
£” et 4" soient nulles; soient

L s '
(55) f cos (90—}-%) ds = psin(§ + o)
et
‘ L as
{56) f sin(60+ f)ds:d‘—pmos(el;-f-o:).

Ici nous sommes obligé d’imposer une condition, i savoir que I'angle
soit suffisamment petit pour qu’on puisse remplacer son sinus par I'arc
et son cosinus par 1'unité. Dés lors on voit sur-le-champ que les rela-
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tions (55) et (56) peuvent étre mises sous la forme :
L « rL
f cosfyds — - f ssinf,ds = p, sinf, + ap, cosF,
0 [¢]

et
L . 24 L 1 - "
sinfyds + £ scosb,ds = d — p, cosb, +- ap,sind,.
] [¢]
En égalant séparément dans ces deux relations les parties indépen—

dantes de a et celles multipliées par a, qui se trouvent dans les deux
membres de chacune d’elles, on arrive au quatre conditions suivantes :

L
{57) f cosf,ds = p, sinf',,
, . L . v
(58) f ,sin@ods=&—p,cos%,
°
(39) —-f ssinb,ds = p, Lcost,,
24
, L
(60) ' f scosU,ds = p,Lsin{.

Il est facile de reconnaitre que les deux premiéres conditions {57)
et (58) sont satisfaites par la construction méme du spiral, ainsi que
les formules (28) et (29) I'étaient pour le spiral cylindrique; il reste
donc maintenant les deux conditions (59) et (60). Or, en intégraut
par parties, on a

fssin@ods= f,sdy:sy—: f_}’ds
fscose‘,ds= fsdx=.sx—— fxds;

Si donc on passe aux intégrales définies et qu’on appelle x, et y, les

et
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coordonnées du centre de gravité du spiral, ona

L
—f ssinfyds = p,Lcosf + Ly,
et

L
f ‘scosf,ds = p,Lsinf, — Lx,.

]

Enfin substituant dans les formules (59) et (60), on en déduit sim-
plement

(61) x,=0 et ¥y, =o,

c'est-a-dire que le centre de gravité du spiral doit étre sur I'axe du
balancier.

¥ai supposé que, ainsi que cela a lien ordinairement dans la pra-
tique, le spiral vient se raccorder tangentiellement a la virole du ba-
lancier. 1l est facile de démontrer que, lors méme que cette rencontre
aurait lieu sous un angle § quelconque, on arriverait toujours a la
méme condition x, = o0 et ¥y, = o.

En effet, soient CB (fig. 10) la fin du spiral et C son extrémite. Soit

Fig. 10.

SCT = 6 I'angle des deux tangentes; ce sera aussi celui OCD des deux
normales et I'on aura

(62) {CD = p,cos€ et OD = p,siné |,

la ligne OD eétant perpendiculaire a CD.
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En appelant £, et v, les coordonnées du point D, elles se déduiraient
des valeurs (53) et.(54), en y changeant p, en p, cos§, et on aurait

L .

(63) £, = — p, cos€sin(f + a) + f(; cos (60+%f)ds’,
L as

(64) 0, = —0& -+ p,cos§cos(fy + o)+ £ sin (60 -+ f) ds.

Désignons maintenant par £ et #” les coordonnées cherchées du
point O, et formons le triangle rectangle ODE dont le cOté OE est pa-
rallele 4 'axe des x et celui DE a P'axe des y. En se reportant a la
figure 5, il est facile de reconnaitre que ’angle DOE, égal 3 EDF, est
égal & 6% — 180°, diminué d’un certain nombre entier de fois 360°.
Donc »
‘ OE = — ODcos (5 + )
et

DE == — ODsin (¢, + «),

ou, 4 cause de la formule (62),

OE = — p,sin8cos (6} + a) .
(65) et
DE = — p,sinésin (§ + o).
Mais on a évidemment
£ =k, — OE

et
7)”, =, — DE.

1 vient donc, en ayant égard aux formules (63), (64) et (65),
L as
(66) E”: —p,sin(e':) *‘G—i—a)—f—f coSs (90+i)ds,

AN

L ©s
(67) 4" = — & +pycos(fy — E+a) -+ f Si’n(6°+ _[T) -
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En procédant comme cela a été fait précédemment, on voit que,
pour que £” et n” soient nulles dans les petites oscillations, il faut que
les quatre conditions suivantes soient satisfaites, savoir :

L
f cosf,ds = p,sin(§ — §),

L
f sinf,ds =& — p, cos (&, — &},

o]

L .
—f ssinf,ds = p, Lcos (0}, — €),

L
f scosf,ds=p,Lsin(§, —6).
[}

Les deux premiéres conditions sont encore remplies par la construc-
~ tion méme du spiral. Quant aux deux dernicres, en les développant
exactement comme dans le cas précédent, on est conduit a

x,=o0, y,=o0.

On voit par la que, pour le spiral plat ordinaire, Iisochronisme ne
peut avoir lieu que pour de petites oscillations, Mais il n’en est plus de
méme du spiral dit spiral ramené parce qu’il est terminé par une
courbe ramenée vers le centre que I'on peut rendre isochrone pour
de grandes amplitudes dans les vibrations du balancier. En prenant
pour courhe extréme une des courbes théoriques dont il a été ques-
tion précédemment, le mouvement du spiral s’effectue concentrique-
ment i 'axe; la pression contre celui-ci est sensiblement annulée et
I'on obtient de bonnes conditions d’isochronisme.

Allongements et raccourcissements proportionnels.

-

On peut se demander quels sont les allongements et les raccourcis-
sements proportionnels que subit le spiral pendant les déformations.
Or on voit tout de spite que, en appelant i ce raccourcissement ou cet

allongement, on a

o
L?

i

(68) i=
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e {1 I e {1 1
2e=r) o s(G-2)

11 est donc constant dans toute I’étendue du spiral, proportionnel a
I'épaisseur du fil et a I'angle de rotation, et en raison inverse de la
longueur de ce fil. :

On obtient ici, sur le travail de déformation du spiral, des résultats
touta fait analogues 4 ceux auxquels j’étais parvenu dans mon Mémoire
sur les ressorts en acier employés dans les chemins de fer.

En effet, soit a la largeur du fil du spiral. Considérons dans sa sec-
tion transversale un élément infiniment mince, ayant pour hauteur aet
sa distance 4 I'axe neutre égale & v; I'épaisseur de cet élément sera dv.
Soient p le rayon de courbure actuel correspondant a cette section et
rle rayon correspondant de fabrication. La force attractive ou répul-
sive, agissant sur les faces latérales de cet élément, sera

car il est égal a

Eavdy <l ——.1>-
£ r

) . I 1 e el
L’allongement proportionnel est ¢ <; -~ ;>; la longueur primitive
était ds. Donc, en passant du rayon p & p + dp, sa longueur s’accroit de

vd (1 — 1) ds et le travail élémentaire développé par ce petit prisme est
2 r .
Eavtdy (i — i) d (i — i) ds.
p r P d

Si donc p, et p, sont les rayons de courbure extrémes dans les li-
mites de la déformation, le travail total développé par ce solide élé-

mentaire sera
(2 - (23]
2 r [ Po r

Si I'on considére la section entiére du fil ayant la longueur ds, le

travail aura pour expression (en faisant attention que /' Eavtde = M)

(-3 G 2]

Tome V (2¢ série ). — Ocronre 1860. 45
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Mais on sait qu’en général

=t —>

| -
[l Y]

N

a étant Pangle de rotation correspondant. Donc ce travail est égal a

M

ST (1 — ag)ds,

@, et o,, étant les angles de rotation du balancier répondant a

pi et po

Pour avoir le travail total absorbé par le spiral, il faut integrer
par rapport a ds, depuis o jusqu’a L. Donc enfin ce travail total est

(69) | M (o2 — ad).

Appelons i, et i, les allongements proportionnels répondant a «, et
a &, D’aprés I'équation (68) on peut substituer dans 'équation (69)

. ] a2 Li 2Li .
a a, et a, respectivement ——e—' et _;0’ d’ot1 résulte cette autre expres-
sion du travail :

2ML", .

= (11 —15):

Eae& - .
Remplagons-y M par —— (en supposant la section rectangulaire) et

nous aurons pour le travail

Eael ,. .
3 (i1 —43)
ou
EV ,. .
B (2 —i2),

en appelant V le volume du spiral. Ainsi, d'une maniere générale, le
travail exigé pour la déformation de celui-ci dépend uniquementde son
volume ou de son poids et des allongements qu’on lui fait subir, mais
nullement de ses dimensions particulieres.



PURES ET APPLIQUEES. 355

De l'effet de la température sur le spiral.

On sait que les variations de la température influent sur la marche
d’un chronométre ou d’une montre. On a déja combattu cette cause
d’irrégularité, quant au balancier, par I'emploi du balancier compen-
satenr. Je vais ici m'occuper de l'influence exercée sur le spiral lui-
méme.

Je suppose un spiral construit suivant les lois exposées dans tout ce
qui précede. Imaginons que ce spiral, fixé par une de ses extrémités
comme d’habitude, soit libre de I'autre et que sa température varie.
Je vais d’abord chercher ce que sera sa nouvelle forme, en admettant,
commeon lefait genéralement, que, dans un corps homogene libre sou-
mis 4 un réchauffement ou a un refroidissement, la dilatation linéaire,
positive ou négative, soit'la méme dans toutes les directions.

Il est facile de démontrer que les déformations seront telles, que
tous les rayons de courbure varieront dans le rapport méme de la di-
latation linéaire que j’appellerai ¢, rapportée 2 I'unité de longueur.
En effet, soient (fig. 11) ), et X, les longueurs de deux éléments cor-

Fig. 11.

respondant, dans I’état primitif, 4 un méme centre de courbure O, et
dont les rayons de courbures sont

OA=r, et OB=r,+ z,.
45..
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On a

on

Apres la dilatation, r,, Ay, X, 3, sont devenusr, A, A" et zet I'on a

Az
r=y =y
Mais
A= (1 4 ¢€)h,
N = ([ + E)X(n
2= (1 + ¢)3%.
Donc
lflz()
r = Y EE——
r= (1 +¢) T,
oun

r= (1 + )1

ce qu’il fallait démontrer.

Ce premier point établi, je vais chercher quelle doit étre la forme
des courbes extrémes pour que, dans la déformation produite par la
dilatation, I’extrémité que j’ai supposée libre du spiral vienne d’elle-
méme aboutir précisément sur le cercle de la virole et rencontre celui-
ci sous I'angle primitif donné d’avance, afin que les changements de
température ne produisent aucun effort contre les points d’attache. En
recommencant le raisonnement qui a été fait plus haut 4 propos de la
déformation résultant des oscillations du balancier, on reconnait exac-
tement de méme qu’il faut et qu'il suffit que la courbe extréme soit
telle, que, dans la déformation produite par la dilatation, le centre des
spires reste sur I'axe du balancier. Le calcul, dans les deux cas, offre
une grande analogie quant 4 la marche, et j’emploierai les mémes nota-
tions et la méme figure qui est la fig. 5. 1l suffit seulement d’observer
que la courbe déformée I'est d’apresla loi de la dilatation et qu'en
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conséquence
(70) ds = (1 + ¢)ds,.

De plus, comme dr =(1 + ¢)dr,, on voit que

ds _ ds,
dr— dr,
ou bien
di=db,.
Par suite
6=20,.

Je n’ajoute pas de constante, attendu que les valeurs de § et de 4,
sont les mémes au point fixe. Le calcul se conduit maintenant tout a
fait comme dans le cas que je viens de rappeler. En appelant encore &
et  les coordonnées du centre de courbure d’un point quelconque de
la courbe extréme déformée, ona

d& = — (1 +¢)drysinf,,
dn = (1 + ¢)dr, cosb,.

‘(71)1

(72) { &= —1r'sinG, = — (1 + ¢)F, sinf,,
7 é 0= —d+1cost, = — &+ (1 +¢)r cost,.

= —(1+e)rsinf, — (1 + e)fsin@oa’/'o,
7" = — &+ (1 + &)1, cost, + (1 + e)fcos 8odr,.

5/’/ — 'gll — (P — rl/) Sin 9//

=& — (1 +¢)pysind + (1 + &)1 sinf,,

. o —
S

Ia

(74 nw — _nu + (P — f'”)COSG”

)
=0"+ (1 +¢)p,cos§y — (1 + )7 cosG’,.

Remplacant dans £” et %", &” et »” par leurs valeurs (73) etintégrant



358 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

par parties, f sin §,dr, et f cos§,dr,, on a finalement

(75) ’g’”’:-(x-l—e)posinG';—|—(r+s)fcos€0ds,
(76) 7" = — &+ (1 + §)pocosfy + (1 =4 ¢) fsin@ods.

1l faut que &” et " soient nulles, pour toutes les valeurs de ¢&. On
doit donc égaler & zéro les seconds membres des équations(75) et(76).
En les simplifiant 4 I'aide des relations ( 28) et (29), on voit que la pre-
miére condition est satisfaite d’elle-méme et que la seconde conduit &

(77) ¢ =o,
qui correspond a une courbe extréme partant du centre méme des
spires.

Ainsi, en prenant pour courbe extréme une courbe théorique par-
tant de Paxe méme du balancier, il arrivera que, par les changements
de température, ses extrémités n’exerceront aucun effort contre 'axe du
balancier, puisque, si un des bouts était fixe comme d’habitude et
Pautre libre, celui-ci viendrait de lui-méme remplir les conditions de
position et d’inclinaison qui lui sont assignées.

Mais ce n’est pas tout et je vais démontrer que, le spiral étant dé-
formé par le changement de temperature, les courbes extrémes remplis-
sent encore les conditions théoriques suivant lesquelles elles ont été
construites.

En effet, appelons (x,) et (r,) les coordonnées du centre de gravité
de la courbe extréme déformée par la dilatation et x, et y, celles du
centre de gravité de la méme courbe non déformée par la dilatation, et
supposons qu’on ait pris pour axes coordonnés deux axes rectangu-
laires passant par le centre des spires, celui des & étant mené par le
centre de gravité de la courbe non déformee et celui des y passant, par
conséquent, par le point C, ou la courbe extréme se raccorde avec les
spires.

On a, par rapport & la courbe déformée,

fssineds = |sdy = sy —f_yds,
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et, en intégrant dans toute ’étendue de la courbe extréme,

!
(78) f ssinfds = — lpcos§” — I(y,).

D’un autre cdté, en comparant les points correspondants des deux
courbes, déformée et non déformée, on a

s=(14+g)s; ds=(1+ ¢)dsy; I=(+23)l,

§=0,.
Donc
! 1,
f ssinfds = (1 +e)’f $osind, ds,
et
1
(79) f ssinfds = (1 + ¢)*(— l,poco86y — L, 7).

En égalant les seconds membres des équations (78) et (79) et faisant
attention que Ipcost” = (1 + ¢)*[,p,cos6Y, il reste

U=+ oy
et comme y, = 0, on voit que

(80) (ry)=o.

De méme, on a
fscos@ds = | sdx = sx —‘/xa's.
Donc

L
(81) f scosfds =1lpsing” — I(x,).

(¢]

D’un autre cbté,

L Lo "
(82) .f scosfds = (1+¢)? fg‘ $9€0804dso = (1 +€)* ({oposindy — Lox,).
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Egalant les seconds membres des équations (81) et (82) el remarquant
que Ip sing” se détruit avec (1 -+ £)? [, p,sin g, il reste
L) = (1) loxs;
mais &, = Pl—:; donc

Hx))=(1+ePpi=0p"
ou

~

. o
(83) (2)="5.

Les relations (82)et (83) montrent donc que les courbes extrémes
"remplissent les conditions relatives 2 I'isochronisme.

De linfluence du frottement du balancier.

1l est généralement reconnu que pour que les frottements du balau-
cier soient négligeables, il convient que ses oscillations soient les plus

grandes possibles.
Ceci résulte de la théorie. En effet, considérons le balancier alors

qu’il s’éloigne de sa position d’équilibre, et soit . le moment par rap-
port a son axe des forces de frottement quelles qu’elles soient. Dans
cette période, le moment p. s’ajoute & I'action du spiral et on a

, dia Mz
(84) ‘ Am=—v —

&’oti on tire en multipliant par 2da, intégrant et déterminant la
constante de telle sorte que la vitesse soit nulle pour & = a,,
dx M

A= 7o — a?) + 2p (e, — o)

(85) dt = 1\; A do.
Wt — o) + ap(eo—a)

Si I'angle ¢, n’est pas trés-petit, le terme 2p.(2, — @) est extrémenent
8 P P Pl %o
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M

inférieur & T (@ — o) et 'on peut écrire :
I 1 e
L 1 \? AL L 1
de = /AL __ (1— apL 1 /AL [ _ pL
M(a;— a?) M o+ da Mo} —a?) f M o+« do:

ou

AL do. L AL 1 I
86 dt_—\/—__________fi_ ab 1 ! Jda.
(86) Mo M M\/—a:_“zaa—kad(x

Je vais maintenant chercher le temps que:le balancier emploierait i
aller de sa position d’équilibre i celle qui correspond 4 & = a,. Pour
cela, il faut intégrer 'expression précédente. Or l'intégration, entre

s donne, comme

.. Ly . AL d
ces deux limites, de la premiére partie, \/ =2t
M Va: %2

. AL . .
on sait, g \/ 3" Reste la seconde partie, savoir :
gL /AL 1 I !

~eL /ALt T g
M Mva:_aﬂao+m '

laquelle s’intégre aisément en la transformant en fraction rationnelle,
et 'on trouve pour son intégrale indéfinie, en négligeant la constante,

2pL AL 1 o

M M“““""‘“o—vm

‘

: . . ‘0 . ‘
Pour ¢ = 0, celte expression se présente sous la forme =3 mais on ob-

tient facilement sa vraie valeur en cherchant les dérivées du numéra-
teur et du dénominateur. On trouve ainsi, pour l'intégrale, depuis
o= 0, jusqu’a o= e,

rL AL 1

(87) -5V

ce qui montre que, dans la demi-oscillation ascendante, la durée ’

de celle-ci est diminuée, par le fait du frottement, d'une quantité
Tome V (22 série ), — OctoBRE 186e. 46
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égale a
| JAL

M M «

ou d’une fraction d’elle-méme égale a

‘Quand le balancier revient vers sa position d’équilibre, le frottement
_agit en sens inverse du spiral, et dans cette demi-oscillation descen-
dante on doit changer 1+ en — p et, a cette différence pres, on arrive
encore a la relation (85). Seulement il faut aussi, dans celle-ci,
" changer le signe du radical, attendu que da est négatif et que dt doit
étre positif. . ,
En ayant égard a ces observations, le reste se termine de la méme
maniere et 'on trouve que la durée de cette demi-oscillation est égale

b} Z\/ %‘, augmentée cette fois, au lieu d’étre diminuée de la méme
quantite

pL fAL1

M M a,
Donc le temps définitif qui s’écoule entre deux passages successifs du
balancier par sa position d’équilibre ou le temps d’une oscillation est

égal an \/%;“—, c’est-a-dire le méme que §’il n’y avait pas de frotte-
ment. Seulement on ne doit pas cublier qu'il faut pour cela que 'am-
plitude des oscillations soit assez grande et que le frottement soit suffi-
samment petit.

On s’explique tres-bien ce fait signalé par le calcul, que la durée de
la demi-oscillation ascendante soit diminuée par le frottement, tandis
que celle de la demi-oscillation descendante est augmentée. En effet,
quand le balancier s’éloigne de sa position d’équilibre, il est animé, a
chaque instant, d’une vitesse plus grande que celle qu’il aurait s'il fai-
sait, sans frottement, des oscillations de la méme amplitude, sans quoi
le frottement ’empécherait d’arriver au méme angle a,. Donc la durée
de cette demi-oscillation est diminuée par le frottement. Au contraire,
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quand le balancier revient a sa position d’équilibre, il a en chaque
point une vitesse moindre que celle dont il serait animé il avait par-
couru sans frottement le méme angle, depuis la méme limite %o, €t par
conséquent la durée de cette demi-oscillation est augmentée par le
frottement.

A cause du frottement, s'il n’y avait pas l'influence de I'échappe-
ment, Pamplitude des oscillations irait continuellement en diminuant.
11 est facile de trouver quel serait l’ang]'e o, qui succéderait i o,, &
Pautre limite de P'oscillation. On a alors, en changeant dans la for-

mule (84) . en — p et faisant %‘; = o,

M
p (e —al)—apla, —a)=0;

dou
L
8 = — g, - 22T
( 8) oy Co -+ M ]
ou encore, comme on a
Ma,
G —— -L_,

G étant le moment de P'action du spiral contre le balancier, on voit
que

(89) | a,:—ao(l—%").

La formule (88) fait voir que le frottement diminue d’autant moins
Pamplitude des oscillations, que le spiral est plus court et que son mo-
ment d’élasticité est plus grand.

La longueur déja considérable de ce Mémoire a rendu nécessaire la
suppression de ce qui restait du travail que j’ai présenté a I’Académie
des Sciences. Mais je vais expliquer trés-succinctement en quoi consis-
tait cette derniére partie.

Elle comprenait : 1° la démonstration dela concordance entre les
principes qui ont servi de base 4 la théorie du spiral et la théorie ma-
thématique de I'élasticité; 2° les trés-nombreuses expériences par les-
‘ 46..
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quelles j'ai constaté son accord, dans tous les cds possibles, avec
I'observation.

Ces vérifications ont porté surdeux résultats principaux, savoir : 1° la
formule qui donne la durée des oscillations du balancier et du spiral,
et en particulier la proportionnalité, comme pour le pendule, entre
cette durée et la racine carrée de la longueur développée du spiral;
2° P'influence exercée par la forme théorique des courbes extrémes
sur I'isochronisme. _

Outre que cet accord a toujours existé d’une maniére aussi parfaite
qu'on pouvait le désiver, il est remarquable que les résultats de la
théorie se trouvent toujours cadrer d’'une maniére singuliere avec les
notions générales qui sont admises dans la pratique.

Ainsi voici quelques citations :

D'abord un extrait du Zraité d Horlogerie de Moinet, ancien Preési-
dent de la Société Chronométrique de Paris (1855). On y lit (t. I,
pP-92):

« L'isochronisme des vibrations ne se trouve que dans les spiraux
dont les tours sont nombreux et par suite plus serrés; ils s'ouvrent
ot se ferment ainsi plus concentriquement et ne tendent que faiblement
i porter les pivots vers un coté quelconque de leurs trous, etc. »

On lit dans le méme ouvrage (t. 11, p. 424) :

« FEn raccourcissant un spiral trop long, il convient d’en ramener
jes deux extrémités vers le centre par une courbe adoucie et formée
peu i peu au moyen de pinces & spiraux chauffées convenablement et
qu’on laisse méme refroidir dans leur action, afin que la lame conserve
sa courbure. Celle-ci emploie un demi-tour et méme trois quarts de tour
pour se rapprocher du centre a environ la moitié du rayon des autres
tours restés concentriques, etc., etc.

» Lacourbure des extrémités du spiral a pour but dele faire dévelop-
per plus cylindriquement, et d’éviter qu’il ne se jette de coté dans les
vibrations, ce qui changerait I’équilibre de I’ensemble, la distribution
de sa puissance et méme I'isochronisme des arcs de diverses éten-
dues, etc. » '

Dans le Traitédes Echappements de Claudius Saunier (1855), ancien
Directeur de 'école d’Horlogerie de Macon, on lit (p. 137):

« Plus un spiral est long, plus il est propre a donner 'isochronisme
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des vibrations et moins il occasionne de frottement aux pivots du ba-
lancier, son travail se faisant bien plus concentriquement a ses pivots

qu’avec un spiral court qui les repousse fortement contre les parois du
trou. »

Dans le méme ouvrage, p. 296, on lit :

« Deux écoles, si nous pouvons parler ainsi, se sont formées a pro-
pos del'isochronisme du spiral: Pancienne, qui cherche I'isochronisme
dans la seule longueur de la lame; la nouvelle, qui le trouve, et plus
facilement que P’ancienne, dans la longueur combinée avec la forme,
cest-a-dire par les courbes qui terminent cette lame. »

Et plus loin, p. 300, on lit :

« Les courbes intérieures et extérieures, ainsi que nous Pavons déji
recommandé a propos de I'échappement Duplex, doivent étre faites
avec beaucoup de soin; c’est en grande partiec a4 la forme de ces
courbes que le spiral doit son développement régulier et de n’étre pas
jeté de coté par les grandes vibrations, I’observation constante du jeu
des spiraux, aprés avoir préalablement étudié leur forme, et des essais
faits avec intelligence, apprennent promptement a 'ouvrier quelles
sont les courbures qui régularisent le mieux ce développement. »

On lit encore dans le journal la Tribune chronométrique, numéro
du 15 janvier 1851, p. 17:

« Les artistes doivent s’attacher particuliérement & bien faire ies
courbes concentriques des deux extrémités du spirai qui doivent
entrer 'une dans la virole du balancier, et 'autre dans le piton fixé sur
le coq : car c’est de cette courbure que dépend en partie I'uniformité
de durée dans les grandes comme danslespetites vibrations dubalancier,
et c’est 14, comme nous I'avons dit, ce qui constitue I'isochronisme. »

On remarquera quetous ces principes généraux, quisont éclos pour
ainsi dire de I'expérience et de la pratique, sont une conséquence di-
recte de ma théorie.

Je mentionnerai ici deux faits intéressants. Parmi les constructeurs
qui ont bien voulu me demander communication de mes courbes,
M. Jacob, chronométrier trés-connu de Dieppe, m’a informé qu'un des
types que je lui avais remis se trouvait éire identique avec une forme
de courbe & laquelle il avait été conduit par titonnements il y a une
douzaine d’années et qu'il avait appliquée a un certain nombre d’ap-
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pareils qu'il avait livrés 4 la marine. Quoique les spiraux n’eussent
guere que six tours, “ils avaient trés-bien fonctionné, les appareils
avaient satisfait a toutes les épreuves imposées par I'Etat et, aprés plu-
sieurs années de service, leur marche qu’il avait relevée, était encore
trées-honne. C'est le type qui répond 4 un angle de 255 degrés autour
du centre. '

Yajouterai encore que, relativement aux spiraux plats a courbe
extréme ramenée, M. Garnier, horloger de la Marine, m’ayant prié¢ de
lui faire, d’aprés la théorie, un tracé de courbe extréme dans des con-
ditions données, celle que je lui ai remise s'est trouvée coincider, a
une différence insignifiante prés, avec celle que les résultats d’une
longue expérience lui avaient indiquée comme étant Ja plus conve-
nable.

e - ettt O 0 O ER——— e



