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SUR LA FORME 

+
 j2

 4- 2 (z
2
 4- t

2
) ; 

Pak m. j. liouville. 

Soit 2K/« un nombre entier donné pair ou impair, m étant impair et 
l'exposant α pouvant se réduire à zéro. On demande le nombre Ν des 

représentations de aam par la forme 

χ2 -\-j2 4- 2 (z2 4- t2), 

c'est-k-dire le nombre Ν des solutions de l'équation indéterminée 

nrAm = xl 4- j2 4- 2 [z2 -h t2), 

x, jr, z, t étant des entiers indifféremment positifs, nuls ou négatifs. 
Cette question n'offre aujourd'hui aucune difficulté. Il suffit de se 

rappeler les beaux théorèmes de Jacobi concernant la représentation 
des nombres par une somme de quatre carrés, et d'avoir égard à cette 
proposition bien connue, que le nombre des représentations par une 
somme de deux carrés est le même pour un entier donné quelconque 
η et pour son double m. Ainsi tout nombre pair peut être mis le 
même nombre de fois sons l'une et sous l'autre des deux formes 

u2 4- ea, 2 (z2 4- £2). 

La somme des diviseurs de m devant jouer un grand rôle dans ce 
qui suit, nous désignerons, pour abréger, cette somme par ζ^ (m). Le 
nombre des solutions de l'équation 

m = x2 4- u3 4-

où m est impair, s'exprimera dès lors (en vertu d'un théorème de Ja-
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cobi) par 8ζ, (m). Or il peut arriver que JC
2
 -H y2 fasse une somme 

paire, et par conséquent m2 -+- p2 une somme impaire; ou bien, inver-
sement, m2 -H p2 sera un nombre pair, a?2

 -+-y
2 un nombre impair. 

Ces deux cas se présentent évidemment le même nombre de fois, puis-
que l'on passe de l'un à l'autre en permutant les deux sommes. Si 
donc on exige que u

2 -f- p
2 fasse un nombre pair, le nombre 8ζ, (m) 

des solutions sera réduit à moitié. Mais alors on pourra écrire sans 
inconvénient 2 (z2 + f2) au lieu de m2 p2 et vice versa. Le nombre 
des solutions de l'équation 

m = oc3 + y2 -f- 2 (z2 -f- t2), 

où m est un entier impair donné, s'exprime donc par (ai). 

Occupons-nous à présent de l'équation 

2 772 = X2 + y2 + 2 (ζ2 -I- t2 ). 

Il est clair que la somme x2
 -+-y

2 ne pourra être ici qu'un nombre 
pair, en sorte que le nombre des solutions ne changera pas si l'on écrit 
a (λ:'

2
 -+- y

2
) au lieu de χ2

 -+- y
2
, ce qui revient à remplacer l'équa-

tion ci-dessus par celle-ci : 

m = x'2 -+- y'2 -+- z2 -h t2. 

Or le nombre des solutions de cette dernière équation est 8ζ, (m). Le 
nombre des solutions de l'équation 

2 772 = X2 -h y2 -f- 2 (S2 + t1 ) 

esl donc aussi 8ζ
(
(τη). 

Restent les nombres pairement pairs exprimés par i* m en prenant 
α > ι. Mais en répétant ce que nous venons de dire pour le cas d'un 
nombre simplement pair, on reconnaîtra que le nombre des solutions 
de l'équation 

2K772 = X2 -f- y2 2 (Ζ2 + t2) 

ne peut pas différer du nombre des solutions de l'équation 

2* 1 m = x'2 4- y'2 -f- z2 -f- t2 ; 
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et ce dernier nombre, Jacobi l'a trouvé égal à 24 {m), 2*~' m étant 
ici un nombre pair. La question proposée est donc complètement ré-
solue. 

En résumé, le nombre Ν des solutions tant propres qu'impropres 
de l'équation 

i"m = a?2 -4- y2 4- 2 (ζ2 -t- t2
) 

est fourni par les formules respectives 

Ν=4ζ, (m), Ν = 8ξ, (m), Ν = 24 ζ, (m), 

suivant que l'on a 

α = ο, a —ι ou a >2. 

Le nombre M des solutions propres, c'est-à-dire des solutions où 
aucun diviseur plus grand que l'unité n'appartient à la fois aux quatre 
entiers x, y, z, i, s'en déduit sans peine. Il y a pour cela une mé-
thode générale; mais je me contenterai d'écrire les résultats qu'on ob-
tient. 1 

D'abord on a M = o, quand l'exposant a est égal ou supérieur à 4· 
Alors, en effet, les quatre entiers χ, y, z, t ont nécessairement le fac-
teur commun 2. Les seules valeurs à considérer sont donc 

a~o, a — 1, a.— 2, α = 3. 

Pour α = ο et pour α = ι, c'est-à-dire pour les nombres impairs 
ou simplement pairs, m ou 2 m, on déduit M de Ν en remplaçant 
ζ, (m) par la fonction d'Eisenstein que je désigne par Z, (m) et qu'on 
tire du nombre m décomposé en facteurs premiers, 

m = afb'... c™, 
en écrivant 

Z, (m) = (a"' + a?· ~ ') {If + b
v

 "')·..{c
a
 + ') ; 

les coefficients numériques restent les mêmes. Mais outre ce change-
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ment de Ç, (m) en Z, (m), il faut, pour α = a et α = 3, prendre ces 
coefficients numériques nouveaux 20 et 16. 

En d'autres termes le nombre M des solutions propres de l'équation 

ia m — χ3 + y* ■+■ 2 ( -+-11 ) 

est fourni par les formules respectives 

M = 4Z,(m), M = 8Z, (tw), M=aoZ
t

(nO, M = i6Z,(m), 

M = o, 

suivant que l'on a 

a = o, a — 1, a — 2, α = 3 ou αϊ 4· 


