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MEMOIRE

SUR

I’EMPLOI D'UN NOUVEAU SYSTEME DE VARIABLES

DANS

L’ETUDE DES PROPRIETES DES SURFACES COURBES;

Par M. Ossian BONNET.

Dans I'analyse appliquée a la géométrie, on définit, en général, une
surface par une équation entre les trois coordonnées rectangles de ses
différents points; toutefois il est presque évident & priori qu'il y aurait
" de grands avantages & substituer aux coordonnées trois autres variables
liées d'une maniére plus intime & la forme de la surface. Je me propose,
dans ce Mémoire, d’exposer une théorie compléte des surfaces courbes
(non développables) fondée sur la considération des variables qui ser-
vent a fixer la position du plan tangent. Mon travail se compose de
deux parties : la premiére contient les formules générales relatives aux
lignes géodésiques, aux lignes de courbure, aux rayons de courbure
des sections normales, etc., et plusieurs applications simples, qui déja
mettent en évidence l'utilité de ces formules. La seconde partie est
consacrée a la recherche de certaines classes de surfaces parmi les-
quelles je citerai les surfaces dont un des rayons de courbure princi-
paux est constant, les surfaces d’étendue minimum, les surfaces dont
toutes les lignes de courbure sont planes. La plupart de ces surfaces
ont été étudiées par Monge, mais Pemploi des formules établies dans
la premiere partie facilite d’'une maniére remarquable les intégrations
et l'interprétation géométrique des résultats. obtenus.

Soit une surface S rapportée a trois axes rectangulaires, et considé-
rons un de ses points M ayant £, , § pour coordonnées. Si nous appe-
lons a, 3, y les angles que la normale MN, menée 4 la surface S par le

point M, fait avec les parties positives des axes, et ¢ la distance de Yori-

Tome V (2¢ série ). — Ma1 1860. 20
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gine au plan tangent, nous aurons pour Péquation de ce dernier plan
(r) X cosa + Ycosf3 + Zcosy = &,

X, Y, Z étant les coordonnées courantes. Dans cette équation, il entre
’, )

quatre variables cosa, cosf3, cosy, d, mais les trois premieres sont
liées, comme on sait, par la relation

cos®a + cos?f3 + cos’y=1.
On laisse cette condition de cOté en posant
cosz = sinf cosg, cosf3 = sinfsing, cosy = cosf,
ce qui donne pour I’équation (1)
(2) Xsinfcosg + Ysinfsing + Zcos§ =0,

et alors considérant ¢ comme une fonction de § et de ¢, on a I'équation
générale des plaus tangents & une surface déterminée quelconque. A
la place de §, ¢, d, on peut prendre trois autres variables liées d’une
maniére quelconque aux premiéres; voici le choix qui m’a semblé de-
voir conduire aux résultats les plus simples. Je conserve ¢ que j’appelle
x, puis je pose
-— = dy, ou tangé@ =é,

ee qui donne

. L1 1 2¢r 1 |
sinf = 2sin-fcos—-0 = = e,
2 2 | & + e cos iy
2
e -— 7
"
1 — e 2

1 . 1 . .
cosf=cos* -0 — sin®-0 = = — it Iy
29 26 A itangiy,

2

i étant Punité imaginaire y— 1; enfin je désigne par — z I'expression
= d cosiy; de cette maniére I'équation (2) se change en celle-ci

1n
3) X cosx + Ysina + Zisiniy = — z,

—

dans laquelle je considére z comme une fonction connue de x et de y.

! ! ' [ Poe L R SN IFIE I SRR S B
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Il ne ‘sera pas inutile d’observer, avant d’aller plus loin, que x re-
présente I'angle du plan mené par la normale MN parallélement a
Iaxe des ¢ avec le plan des (&, £); que y est le logarithme-tangente de la
moitié de I'angle formé par la normale avec I'axe des ¢, et enfin que z
est la distance de I'origine 4 la trace du plan tangent sur le plan des
(&, n). De la il résulte que les points de la surface S pour lesquels x est
constant, sont tels, que la normale en ces points est paralléle a4 un
méme plan conduit par 'axe des g, et que les points pour lesquels
est constant sont tels, que la normale en ces points fait le méme angle
avec 'axe des §. Nous donnerons, pour cette raison, % nos lignes
coordonnées x = constante, y = constante, le nom de méridiens et de
paralléles. Ajoutons encore que si, & Pexemple de Gauss, on rapporte
les différents points de la surface S sur une sphére de rayon 1, en me-
nant des rayons respectivement paralleles aux normales de la surface,
équation en x et ¥ qui définira une courbe quelconque tracée sur
la surface, conviendra aussi 2 la transformée sphérique de cette
courbe, pourvu que I’on considére x et ¥ comme les variables dont
Je me suis servi au commencement dé mon Mémoire sur les surfaces a
lignes de courbure planes ou sphériques, variables qui représentent la
longitude et le logarithme-tangente du demi-complément de la latitude.

Montrons maintenant comment, de Péquation (3), qui définit tous
les plans tangents a la surface considérée, on peut déduire les coor-
données &, v, & d’un point quelconque de cette surface. Pour cela,
observons qu’un point de la surface se trouve hon-seulement dans le
plan tangent mené par ce point, mais encore dans tous les plans tan-
gents menés par les points infiniment voisins; donc &, %, £ substitués
respectivement a X, Y, Z doivent vérifier I'équation (3) et cette équa-
tion différentiée, soit par rapport & 2, soit par rapport a y, en laissant
X, Y, 7 constants. Ainsi, si ’on pose ’

dz dz
e~ P =1
on a 4
£ cosx + nsinx + Cisiniy = — 3,
Zsinx - ncosx = p,

Ccosiy =gq.

20..
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Telles sont les équations qui déterminent les coordonnées &, 0, § ; nous
les mettrons le plus sonvent sous ]a forme

S Ecosx + nsinx = — z — itangiy. q,
(4) £ sinx —ycosx = p,
‘ _ 9
' : 5= cosiy’
et quelquefois sous celle-ci .
rcos(x — w) = — z— itangiy.q,
(4 bis) rsin(x —w)=p,
—_ 9
&= cos iy

en substituant les coordonnées polaires r et w aux coordonnées rectan-
gulaires & et ». )

PREMIERE PARTIE.

FORMULES GENERALES DE LA THEORIE DES SURFACES COURBES.

Les formules que ’on rencontre dans la théorie des surfaces peuvent
étre classées en deux catégories bien distinctes : celles de la premiére
catégorie se rapportent aux éléments qui restent les mémes lorsque
V'on déforme la surface: sans en changer I’étendue, telles sont les for-
mules relatives aux longueurs des lignes qu'on peut tracer sur la
surface, aux angles que font ces lignes, aux aires comprises entre ces
lignes et enfin aux courbures que M. Liouville a appelées géodésiques;
les formules de la seconde catégorie se rapportent aux éléments qui
dépendent au contraire de la forme de la surface. Nous allons d’abord
nous occuper des formules de la premiére catégorie.

I

Evaluons ’élément linéaire de la surface, ¢’est-a-dire la distance ds
de deux points infiniment voisins répondant aux valeurs x, y ; +dx,
y + dy des variables indépendantes x et y. Si nous différentions les
équations (4) en faisant varier x, y, & 0, §, il vient, aprés réduc-
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tions,
dEcosx + dnsinx = — itangiy [sdx 4 (¢ + itangiy.q)dy],
(5) d& sinx — dycosx = (r-+itangiy.q + z)doe + sdy,

1
cos iy

dg = [sdx + (£t + itangiy.q)dy],

oulona
d*z d?z dz
—=r, =38, ——=1t.
dx? dx dy ‘ dy?

Faisant la somme des carrés membre & membre, on trouve

ds*=[(r+itangiy.q + z)doe + sdy]?
+ [sdx + (¢ + itangiy.q)dy]?

ou bien

e ds* = (udx + vdy) + (vdx + wdy)?

(6) = (u® + ¢*)dx® + 20 (e +w)dxdy + (v* + w*)dy?,
en posant

r4itangiyy .g+z=u, s=v, t-+itangiy.q=w.

11.

Les quantités u, v, w doivent jouer dans la suite un trés-grand role;
nous ferons dés 4 présent remarquer deux de leurs propriétés. On a

; da de t .
@ -—d_.;—'— ttangiy.w,
(7) o

do . .
Iz = 3}-+ ztanggf. v

puis, en se rappelant la troisieme des équations (4),
o Lodt
v=cosiy- -

g
(8) w.—.cosz_y-;i}y

u:f(cos ij«%+ isiniy -Z—j)df.

I4
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1I1.

Tes équations (7) sont caractéristiques, je veux dire que trois fonc-
tions de x et de y qui, prises pour u, v, w, vérifient les équations (7),
peuvent toujours étre considérées comme se rapportant 4 une et a une
seule surface. Pour le démontrer, je vais faire voir que si on se donne
trois fonctions u, v, w satisfaisant aux équations (7), il sera possible
de trouver une fonction z telle, que Von ait

d*s b .o dz z —
;?—tz -+ ¢ a“g[f (_]7 —+ = U,

Az

-rl.z([)' s
z"‘z+ tane dz
il i . —
i angiy .o = .

En effet, les deux derniéres équations reviennent 2

dz dz
dy dy
J. 2 d. 2
cos iy v cOS Ty w
— .7 - 3
dx cosiy dy cos iy
dz
4 i dy . e odr 4 wdy
donc, si z existe, —— devra avoir pour différentielle totale o e
costy cosiy
dz
Y o : 7
Cette propriété détermine a une constante pres la valeur de co;‘ ) et
o

cette valeur existe toujours, car, a cause de la seconde des é¢qua-
tions (7), on a

v w
- - do —
rosiy cosiy
dy - dr
Posons donc
dz
dy , .
— = { + C,

[ " ' [ i o [ NI I
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nous déduirons de la
Y ’ . )
z = f Ccosiydy — Cisiniy + X,

X étant une fonction arbitraire de x; il faudra maintenant que X
puisse étre déterminée par la condition

dec . r . S . ”
fo Zﬁcos,jd~7+fo gcoszjdj+-?51nlj.§+x + X =,
ce qui exige que Vexpression
7 dg ivd , vd v — isiniy
u—j(: 2 COSLy y——uo Gcosiydy — 1siniy.C

ne contienne que x, ¢’est-a-dire ait zéro pour dérivée relative 4 y; or
on reconnait que cela a lien en vertu de la premiére des équations (7),
én remarquant que ’
dv
* dz 744 w
dz* = @7 @ = cosij.

g

Ainsi X existe, et sa valeur générale est d’ailleurs de la forme

X, — C'cosax — (sinx,

(' et C” étant des constantes arbitraires; donc z existe aussi et a pour

valeur générale
z, — Gisiniy — C’ cosx — C’sinx.

z étant connu, on n’a qu’a substituer sa valeur dans les équations (4)
pour obtenir les coordonnées rectangulaires &, n, ¢ des différents
points de la surface. On remarquera sans peine que, quoique la valeur
générale de z renferme trois constantes arbitraires, il n’y a cependant
qu’une surface qui satisfasse a la question, car en portant les axes
parallelement & eux-mémes au point dont les coordonnées sont ¢/, C”,
€, on fait disparaitre ces trois constantes. :
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1v.

Reprenons le carré de I’élément linéaire de la surface )
ds* = (u® + 0?) dx® + 2v (u + w) dxdj + (v +w)dy®.

On en déduit immédiatement (voyez Disquisitiones generales circa
superficies curvas de Gauss)

dx Jur 4+ o2, dy o +n?

pdur les éléments des lignes coordonnées y = constante, x = con-
stante; puis en appelant o I'angle que ces lignes font entre elles

, v+ w)
(9) oS = ————e——>
. \/(n’+—v”)(u’+w2)
par suite
. uw — o?
SN = S
(9) \/,E::) i
tangw = ——-—.-
v(u+ w)

De la résulte que I'élément dA de la surface, compris entre quatre
lignes coordonnées infiniment voisines, est

(10) dA = (uw — *) dx dy,

formule trés-simple et débarrassée de radicaux qui rend commode
dans le probléme de la quadrature des surfaces ’emploi des variables
x et y.

On peut observer, en passant, que cosw ne devient nul que pour
v =0 ou bien pour u + w = o, Or, comme on le verra plus bas,
la condition v = o convient aux surfaces dont les lignes de I'une des
courbures sont dans des plans paralléles; la condition

iH+w=—-~c

définit les surfaces d’étendue minimum. Ce n’est donc que pour les



PURES ET APPLIQUEES. 161

deux classes de surfaces dont nous venons de parler que les méridiens
et les paralléles penvent se couper a angle droit.

V.
Soit maintenant
mdx + ndy = o

I'équation différentielle d’une ligne quelconque tracée sur la surface
S, et appelons ¢ I'angle que cette ligne fait avec les méridiens x = con-
stante ; nous aurons

sing . r\w + o
sin (@ — w») m v“+w"’
ou
(¥ 4 w*) sing _n

—

o(#+w)sing—(uw— ') cosg  m
d’on
_ n(uw—-—u’)
tang? T (u—l—w)—m(v’—l—w’)

VI.
Appliquons, en particulier, le résultat précédent aux lignes

udx + vdy = o
et
vdx + wdy = o.

Nous trouvons pour la premiére

tango, = — 5,

et pour la seconde

o
tangg, = —.

On conclut de 1a que les lignes

udx + vdy = o, vdx 4+ wdy=o
Tome V (28 série), — Mar 1860. 21
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forment deux systémes orthogonaux ; mais 'équation
vdx + wdy = o,

en remplaqént v et w par les valeurs que fournissent les équations (8],
se réduit a
dg &
d—tdx + d—yd y=o0
ou
¢ == constante;

donc les courbes
vdx + wdy = o

sont les lignes de niveau de la surface par rapport au plan des (&, 1);
par conséquent, les courbes

udx +vdy =o

sont les lignes de plus grande pente par rapport au méme plan des

(ga 7))'
VII.

Nous substituerons, dans la suite, & I'angle ¢ qu’une ligne fait avec
les méridiens x — constante, I'angle § formé avec les lignes de plus
grande pente, udx + vdy = o. Les lignes trigonométriques de ce nou-
vel angle sont d’aillenrs faciles a obtenir. En effet, on a

6=19—¢n

d’ou
. -tangg — tang_ql
tange T 1+ tangg langqa,’

et en remplacant tang¢ et tangg, par leurs valeurs

(r1) tang =-v—u":l—_-_—;—::—z,
d’ou 'on tire
51n 6 — un — vin I ,
V(w2 +v?) n? — 20(n+ w)mn 4 (¢ -+ &) m*
(‘H ') on — wWm

’ cosf = .
\/(u’ + ) nl— 2v (e + w) mn + (v* + w?) m?
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On peut mettre ces résultats sous une autre forme : appelons ds I'arc
de la courbe considérée, compris entre le point (x, y) et le point in-
finiment voisin (x + dx, y + dy, nous aurons

de __ dy ds
n —m \/(u’—i—a’)n"——2v(u+w)mn—+—(u’+w7)m“,
d’otr
{ _ udx <+ ody
tang 0 =
. dz d
(r2) sm@:u;;—f—vd—f;
dx dy
cosf = vt w—

Remarquons encore les formules

[ dy _ wcos— esinb
dz  wsin® — v cosd’

dz wsind — v cosé

13 —_—_————

( ) ds uw — * ’
dy __ ucos@ — vsind
ds — uw — ot

qui se déduisent sans peine des précédentes.

VIIL.

Afin de montrer immédiatement par une application simple Vutilité
des formules précédentes, cherchons les trajectoires orthogonales
d'une série de lignes tracées sur la surface S. Soit

mdx + ndy = o

I'équation différentielle sans constante arbitraire qui représente toutes
les lignes considérées; la prewiere des équations (11) donne

un — om

R — win

pour la tangente de 'angle que les lignes données font avec les lignes
21.
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de plus grande pente, puis la premiére des équations (12) montre que

udzx + vdy
vdx + wdy

représente la tangente de I'angle sous lequel les lignes cherchées cou-
pent les mémes lignes de plus grande pente. Or le produit de ces deux
tangentes doit étre égal & — 1; on a donc

(un — vm) (udx + vdy) + (vn — wm) (vdx + wdy) = o

pour I'équation différentielle des trajectoires orthogonales.

Si les lignes considérées, au lien d’étre définies par leur équation
différentielle, étaient données par 'angle 6 sous lequel ces lignes cou-
pent les lignes de plus grande pente, on trouverait d’'une maniere ana-
logue que I'équation différentielle des trajectoires orthogonales est

sinf (udx + vdy)+ cosf (vdx + wdy) =o

ou bien

(14) (usin@ + v cosf) dx + (vsinf + wcosd)dy = o.

IX.

Je vais maintenant m’cccuper de la courbure géodésique; et d’a-
bord j'établirai une formule importante qui fait connaitre cette cour-
bure dans le cas général ou les lignes coordonnées sont tout a fait

quelconques.

Soient « et v les deux variables indépendantes au moyen desquelles
on fixe la position des différents points de la surface, et supposons
Pélément linéaire ds de la surface déterminé par Pégalité '

ds? = Bdu® + 2Fdude + Gdo?.

Considérons deux séries de lignes orthogonales représentées respecti-
vement par les équations

« = constante, {8 = constante.



PURES ET APPLIQUEES. 165

Posons
do=mdu + ndo, df=pdu-+ gdv,

nous aurons, k étant un certain facteur,

I

I

%(En—Fm):p, (Fn — Gm) =g,

-3

d’ou
A1 o
Er* —aFmn + Gm? = e B9 — 2Fpg+Gp*).
Or s et ¢t étant les arcs des courbes o = constante, f3 = constante,
on a, d’aprés une formule connue (voyez mon Mémoire sur la théorie
générale des surfaces, XXXII¢ cahier du Journal de I’Ecole Polytech-

. r ;. ¥
nique ) pour la courbure géodésique — des courbes & = constante,
- Po -

5 d“dﬂs

E dﬁs.d“t’

ou la caractéristique d, indique les différentielles prises en laissant 2
constant et en faisant varier « de da, et la caractéristique ; les diffé-

rentielles prises en laissant « constant et faisant varier {3 de df; mais

dos = VEG —F*dp C dt— VEG — Fida _
' VEq* — 2F pg + Gp* i VEn*— oFmn—+ Gm*
donc
1 __\/Eq’—2qu+Gp’\/En’——2an+Gm2d VEG —F
Py (EG—F)da * VEq' — 2Fpg + G
ou bien
1 En'— 2Fmn+ Gm? k )
Pu AVEG —Fda “ VEr? —2Fmn+ Gm’

D’ailleurs

A.
VEr' —— 2Fmn + Gm?

d.

d,

A
VEr* — aFmn -+ Gm? /
- d, u

‘.
d. - —_—
VEr* — 2F mn + Gm?
i, v
de

+
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puis
md,u -+ nd,v= da,
pdyu + qdzv = 0,
d’ou
_ —gda _ _—(Er—Gm)de
bt = np —mq  En'—2Fmn + cm*’
pde En—Fm)da

dn v = np — mq T En— 2an+Gm"’

on a donc encore

d- ul
. Ern—Fm \/En1—2men:)—iGm“
1 1 k dv
P_oz— m d k "
_Fn—-Gm \/fin’—szn+Gm’
k du /

ou bien enfin

d En—Fm d Frn—Gm
(‘5) 1 1 [ \/En’:ngm+G—nTz VEn* — 2 ¥ mn + Gm?
P - \/EG--—F2 dv du ’

en observant que

1

| -

dv—(En—Fm) d-—(Frn—Gm)

)

1

dv - du

X.

Dans le systeme de variables que nous employons, la formule (15)
devient, en reprenant nos anciennes notations,

d- (u’—l—-v")n—v{’u—{—w)m ,
V(w2 + ¢?) 2 — 20 {0+ w)mn + (0" + w’)m"
dy )
‘P“—u“’—"z d u{u—i—w)n—(v’—!—w’)m
Viw 4 ) nt — 20 (u + w)mn 4 (0 + w?) o’
dx :
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Or ds étant, comme plus haut, I'arc de la courbe compris entre le

point (x, y) et le point infiniment voisin (x + dx, y -+ dy), nous
avons trouve :

dx n

-_— bl
ds v’(u’—{—v’)n’—zv(u-—{-w) mn 4+ (v* + w?) m?

dy ) —m .
ds V(w* + ) rt—2v (4 w) mn + (v + w’)m”
donc on a
d- [(u’ + v’)%.+ o+ W)Z——-‘i’] i
I 1 dy
e 1
d- [o(u+w)6—5+(u+w )Fs
dz
ou, 4 cause des formules (12),
I d(usind +vcosd)  d{vsinf -+ wcosh)
Py T uw—? dy dx ’
c’est-a-dire, en développant,
du de . dv dw )
) 1 ‘ (d_y —_ E> sinf —+ (2}; — ?E) cosd ’

—_— T ee——— ¢ )
" uw — v* . d . 10
Py (+(uc056—-—vsm6)3;+(wsm6——vcos@);ﬁ_sj
et, en se rappelant les formules (7) et (13),

ds

(16) t—g—:itangiydx-{—d@,

o

résultat d’une simplicité remarquable.

X1

La formule (16) conduit immédiatement & plusieurs conséquences

. . . R S |
curieuses On voit que si deux des trois quantités = dx, d§ sont sup-

(24
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posées nulles, la troisiéme le sera nécessairement. On a donc les trois
théorémes suivants :

Si une ligne géodésique tracée sur la surface S est en méme temps
ligne méridienne, elle coupera sous un angle constant les lignes de
niveau.

Si une ligne géodésique tracée sur la surface S coupe sous un
angle constant les lignes de niveau, elle sera en méme temps ligne
méridienne.

Si une ligne méridienne tracée sur la surface S coupe sous un
angle constant les lignes de niveau, elle sera en méme temps ligne
geodésique. :

Ceci posé, cherchons'équation générale des surfaces sur lesquelles on
peut tracer une série de lignes qui jouissent a la fois des trois propriétés
d’étre lignes géodésiques, d’étre lignes méridiennes et de couper sous
un angle constant les lignes de niveau. Si nous appelons 6 I'angle sous
lequel les lignes dont il s’agit coupent les lignes de plus grande pente,
§ sera une fonction de x, et en méme temps on aura

dy
tanef — © — dz
ang = ‘; = d_t_,,
dy
donc on pourra poser
dz dy
dy - (‘T) dzr 0,
d’ou
C = F(f -+ X)a

X étant une fonction de x; par suite, d’apres la troisiéme des équa-
tions (4)

2 =fcosi_yF(j+ X)dy + X,

X, étant une nouvelle fonction de x. z étant connu en fonction de x
et de y, la surface est déterminée.

XII.

Les lignes géodésiques sont celles dont la courbure géodésique est
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nulle: on a donc pour ces lignés I'équation

(17) itangiydx + df = o,

a laquelle il faut joindre celie-ci

(13) (ucosf — osing)dx — (wsing — vcosf)dy = o,

qui a lieu pour toutes les lignes tracées sur la surface S. Les équa-
tions (17) et (13) paraissent devoir jouer un grand rdle dans la théorie
importante des lignes géodésiques; Cest ce que je vais essayer de
montrer, en appliquant ces équations a la solution de plusieurs ques-
tions de nature différente. _ :

1°. On déduit d’abord des équations (1) et (13) un cas d’intégrabilit¢
qui n’a pas, je crois, encore été remarqué. Supposons que les trois
fonctions u, v, w ne dépendent que de y; éliminant dx entre les denx
équations (17) et (13), nous aurons la suivante

(ecosf — vsind)df + itangiy (wsind — vcosf)dy = o,

qui ne contiendra que les deux variables § et y. Je dis que cette der-
niere équation a pour intégrale

using + v cosf = constante.

Il suffit, pour le démontrer, de faire voir que

du . . dv . .
7= ttangy.w, o = — tlangiy.v.
Or cela est évidenren vertn des relations (7).

Les surfaces pour lesquelles w, ¢, w sont fonctions de 7 seul sont fa-
ciles a déterminer. En effet, les équations (77) donnent sans peine, dans
le cas dont il s’agit,

. Y
u=Y, v=mcosiy, w= Tamers?
gl
Y étant une fonction arbitraire de y et m une constante; puis, en sui-
vant la marche qui a été indiquée au § I1I, on trouve

z = — mxisiniy +Y,,

Tome V (2¢ série ). — Mar 186o. 22
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Y, étant une nouvelle fonction de y, liée a la premiére par la relation
Y=Y, +itangiy Y;

2z étant connu, on a enfin les coordonnées d’un point quelconque de
la surface par les équations (4) ou par les équations (4 bis). Je dis
maintenant que les surfaces que nous venons d’obtenir sont engendrées
par le mouvement hélicoidal autour de I'axe des £ d’une courbe plane
ou gauche queleonque. En effet, pour qu'une surface soit du genre
hélicoide, il faut et il suffit que lorsqu’on fait croitre x de x, sans chan-
ger y, r reste constant, w croisse de x, et § croisse de ma,. Or, d’a-
pres les équations (4 bis), les deux premiéres conditions exigent: 1° que
p ne contienne pas x et par conséquent que z soit de la forme Yo + Y, ;
2° que Y+ itangiy Y’ soit nul et par conséquent que Y soit de la forme
— misiniy ; d’ailleurs la troisiéme condition est satisfaite d’elle-méme

lorsque
Y = — misiniy;

donc pour qu’une surface soit du genre hélicoide, il faut et il suffit

que
z=—mxisiniy +Y,,
Y, étant une fonction arbitraire de -

2°. Non-seulement les équations (17) et (13) facilitent, dans beaucoup
de cas, la recherche des lignes géodésiques d’une surface donnée,
mais elles servent surtout a déterminer une surface d’apres quelque
propriété relative a ses lignes géodésiques.

Cherchons, par exemple, les surfaces qui admettent comme lignes
géodésiques toutes les lignes pour lesquelles 'angle § formé avec les
lignes de plus grande pente est une fonction connue de x et de y.
I’équation (17) donnera

dg db dy

ztangt}’—l—% @dx_o,

d S 1 . .
et, en remplacant d—); par sa valeur déduite de la premiére des équa-

tions (13 ), on aura

18) (itavrgij+ g)(ﬁ{sine-—vcose)—k j—;(ucose — osinf) = o.
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Si, au lien de l'angle 4, on se donnait la tangente k de cet angle, 1'¢-
qnation du probléme serait

dk . . dk
[¢7x+ itangiy (1 +/f”)_,(wlc —9) + d_y(u_ vk)=o.

3°. L’équation précédente permet de démontrer trés - simplement
qu’il n’est pas possible de trouver sur une surface courbe deux séries de
lignes géodésiques qui se coupent a angle droil; propriété remar-
quable que M. Liouville a indiquée pour la premiére fois dans ses
Notes a I'Analyse appliquée de Monge. Supposons, en effet, qu’il
existe sur une surface S deux séries de lignes géodésiques orthogo-
nales entre elles. Appellons £, et £, les tangentes des angles sous les-
quels ces lignes coupent respectivement les lignes de plus grande
pente, nous aurons

dk, . . . .

[E +itangiy (r +/f;)] (whk, — v)—l—%— (€ — vk,)=o,

dk, . . i, ‘

[E ~+ itangiy(x +/f§)] (why — o) + = (& — vk,) = o,
/ﬁ k2:— I.

. 7. o , . I o .
Je multiplie la premieére équation par " la seconde par 7, etJ'ajoute,
il viendra, eu égard & la troisiéme, ’
dk, dk

. dk dk
haab il ; 2 2 —_— T
2n g - vtangiy (kY 4 k2 + 2)] v (dy -+ dy) = o.

. . . . ’ . I I
Multipliant ensuite la premiére équation par 7 la seconde par ik et
ajoutant, nous aurons

db o dky dk,  dk,
V[E—{‘Z;—l—ltangl}(k‘—sz—‘l—Q) —ll<W+';l; —-—O,_
la comparaison de ces deux relations donne

uw — ¢? = o, ,

Or cette équation ne peut convenir 4 aucune surface et définit seulement
une ligne, comme nous le montrerons plus loin (deuxiéme partie, § V).
29..
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11 ne sera pas inutile d’observer que par le choix méme de nos
variables indépendantes x et y, nous excluons essentiellement de
nos recherches le cas des surfaces développables, de sorte que
le résultat que nous venons d’obtenir ne doit pas étre étendu a ces
surfaces; et, en effet, on sait qu'il est toujours possible de trouver
sur une surface développable et cela d’une infinité de manieres deux
séries de lignes géodésiques orthogonales.

4°. Proposons-nous, maintenant, de trouver les trajectoires ortho-
gonales d'une série de lignes géodésiques. Soit.9 I'angle sous lequel
les lignes géodésiques considérées coupent les lignes de plus grande
pente, I’équation des trajectoires orthogonales cherchéessera, d’apres
ce que nous avons obtenu au § VIII,

Y

(using + vcosf)dx + (vsinf + wcosf)dy =o.

Je dis que cette équation a pour premier membre une différentielle
exacte. 1l suffit, pour le prouver, de faire voir que

d(usind-4-vcos8) __ d{#sinb+ wcosb)
dy - dx

Or en développant on trouve

. du de dv dw
sinfd (— — =) + cosf | — —
dy dy

dx dr
. 0 . ds
+ (1cos§ — vsm@)ﬁ + (wsin§ — veos@);l; =0,

ou bien, en tenant compte des équations (7),

d§

(wcosf — vsin §) p

. do . .
+ (1'sin§ — v cos6) (ﬁ + ltangz]') = o,

ce qui a lieu en effet d’apres I'équation (18). Ainsi I'équation en termes
finis des trajectoires orthogonales cherchées est

(19) f[(usin6+vcose)(lx+(vsin@-&—wcos@)df] =c.

5°. Evaluons I’arc infiniment petit d’une ligne géodésique quelconque,

v ' [ R N LA ¥
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compris entre les deux trajectoires orthogonales qui répondent aux
valeurs ¢ et ¢ + dc de la constante ¢. Appelons ds la longueur de cet
arc etx et y, x + dx et y + dy les valeurs de x et de y relatives i
ses extrémités, nous aurons d’apreés les équations (13)

dr _ wsind—ecosd dy  ucesd— esing

- = ' = — s
ds uw — p? s o — o2

et d’apres I'équation (19)
(esing + vcosf) d + (vsind + weosf ) dy = dc;

éliminant da et dy, il vient apres réductions

ds = de,
d’onr
§= ¢y — ¢y,

s étant larc fini d'une ligne géodésique quelconque, compris entre
les deux trajectoires orthogonales qui répondent aux valeurs ¢, et ¢,
de la constante ¢. Nous obtenons ainsi le beau théoréme de Gauss.

6°. Je vais enfin e servir-des équations (17) et (13) pour établir un
théoréme que Jacobi a donnésans démonstration dans un des premiers
volumes des Comptes rendus de I' 4cadémie des Sciences et qui se vat-
tache & la célébre théorie du dernier multiplicateur. Le théoréme dont
je veux parler s'énonce ainsi : Si on est parvenu i trouver une inté-
grale premiere

b= flx, 7, 2)

des équations (17) et (13), on connaitra le facteur qui rend intégrable
I’équation du premier ordre obtenue en remplagant § par sa valeur
dans I'équation (13); ce facteur sera d’ailleurs, dans le cas actuel,
(qu. Pour le prouver, il suffit de faire voir que’on a
oo

] . de
(l-‘—;;(ucnse—usme) d-d—a(wsme——vcose)

dy + dx

:O’
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ou bien

il (ucosf — vsinf) + 28 (wsin§ — vcos@)

ady dadzx
db do . d9 do s
~ % (usin 6+ vcosh) + T (wcosf + vsing)
+ do /ducose dv . 6 dw . 6 dv 8} = o
= \d)’ @Sln -+ d—x'sln e cos =0,

ou bien encore, & cause des équations (7),

(wsinf — vcosf)

a0 0 ) &2
dadx(ucos — vsind) + —-

do do6, . a6 . dé . .
— 7 (Ty\usm9 + veosf) + —(wcosf + vsing) (;z + ztangzy) = o.
Or, puisque § = f (x, 7, «) est une intégrale des équations (17) et (13),
on a, quels que soient x, 3 et «,

de . . . .y db
(E -+ ztangzy)(wsmG — vcosf) + (ucosf — vsinf) e
Différentiant cette derniére équation par rapport 4 , on tombe préci-

sément sur la condition qu’il s’agit de vérifier.

XTI1I.

Je terminerai par quelques mots sur les systémes de lignes orthogo-
nales qui peuvent partager la surface en carrés infiniment petits. On
sait que ces lignes, que je proposerai d’appeler isométriques, sont
données en égalant a zéro I'élément linéaire de la surface (voyez un
article de M. Liouville, t. XII de ce Journal); leur détermination dé-
pend donc dans notre systeme de variables de l'intégration des deux
équations

(2 + iv) dx + (v + iw)dy = o,
(w—iv)dx + (v — iw)dy = o.

Si & -+ i est le facteur qui rend intégrable la premiére équation et
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par conséquent o — i le facteur qui rend intégrable la seconde, les
eéquations différentielles des deux systémes de lignes considérées
seront '

(au—ﬁv)dx—&— (v — fw)dy = o,
(a2v+ Bu)dr + (aw+ Bo)dy = o,

et o et § satisferont aux deux relations

dleu—po)  d(zo—Bw)

?

\ dy dx
(20) .
’ d{av~fBu d{ow—+Bv)
\ _ & .
dy - dx

qui, en développant etsimplifiant au moyen des égalités (7), deviennent

74 -taI] i w ﬁ.ta j - ’( - fan - P
2L g‘)/‘. + l ng{}’.v__.‘) 7 (&—'T u—"—f_ h‘{y?
-)flw g] ‘ wl{l‘ ({.Z‘ ll)’ li.}'

En cherchant I'angle 6 sous lequel les lignes isométriques coupent les
lignes de plus grande pente, on trouve pour les lignes du premier
systeme

3
tangf, = =
et pour les lignes du second systeme

tangf, = —

'CO{R

Ces deux résultats remarquables permettent de trouver simplement les
équations aux différences partielles des surfaces qui admettent comme
lignes isométriques deux systémes de lignes orthogonales données, les
deux systémes de lignes de courbure, par exemple; mais ce sujet est
trop vaste pour ‘étre fraité ici avec I'importance qu’il mérite : je me
propose d’y revenir dans une autre occasion. Je me contenterai, pour
donner une idée de la marche asuivre, de considérer les surfaces qui
admettent comme lignes isométriques les deux systémes orthogonaux -
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formés par les lignes de niveau et les lignes de plus grande pente. On a
alors B=o, et les équations (20) deviennent

d{cu) — d(aw), d(av] d{aw)

dy dr dy

— dr

. dg . dt
la seconde, en remarquant»que v = COSIY « 75 W = COSIy + T montre

que zzcosiy est une fonction de &; on peut donc poser

loge =fq>(g)d?; — logcosiy,

et]a premiere devient

itangiy.w=vo(&) % —u [(p (%) % -+ itangi_)f],
d’ou '

dpye o dy
Y (%) (d._r> cosry—rsmay-@

. 'g)dc—f-iluni
28 g, glr

Dilférentiant par rapport a y apres avoir remplacé u par sa valeur
fournie par la troisiéme des équations (8), on trouve
di [ i

d . N2 dg . . (754
()5 + frangiy | 2~ 2000 5 [ o6) G+ tamir | 2

e et (e

; " /dg\ 12 dz\2 . . dr
_— 2 as _
(+ + 2tang?iy)o () I_(dx> + (@> ] + itangiy - 2 =0
Telle est I'équation aux différentielles partielles du second ordre des
surfaces cherchées. Cette équation s'intégre dans plusieurs cas, comme
nous le montrerons dans le travail annoncé.

XI1V.

Nous allons maintenant nous occuper des formules relatives aux
8léments tels que les lignes de courbure, les lignes asymptotiques,
les rayons de.courbure des sections normales, qui dépendent essentiel--
lement de la forme de la surface.
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Reprenons Véquation

.

(3) " Xcosx + Ysinx + Zisiniy = — 2

du plan tangent mené par le point M a la surface S. Si dans cette équa-
tion nous faisons varier x et 7 de quantités infinimient petites dx, dy
sans changer d’ailleurs X, Y, Z, nous aurons ‘

Xsinxdx — Y cosadr + Zeosiydy = pdx + qdy,

et celte équation, prise conjointement avec (3), représentera une tan-
gente quelconque MT 4 la surface S au point M. Les cosinus des angles

que cette tangente fait avec les axes sont proportionnels aux valeurs de
X.Y,Z qui vérifient les équations

Xcosx + Ysina + Zisiniy = o,
Xsinxdx —Y cosxdx + Zcosiydy = o,

obtenues en négligeant les termes tout connus dans les équations de
la tangente; par conséquent en appelant cosz, cosf3, cosy ces cosinus,

on a

cosa cos __ cosy

— isiniycoszdz — sinx cosiydy ~ — isin iy sinxdr +- cosxcosiydy ~ dx

Cherchons maintenant la tangente MV conjuguée de MT. On sait, d’a-
pres un théoréme de M. Dupin, que cette nouvelle tangente joint le
point M au point infiniment voisin M’ pour lequel les variables x, y
sont x ~~du, y+dy. Or £+ d&, 5 -+ dn, & + d¢ étant les coor-
données rectangles du point M/, on a par les équations (5)
d& sinx — dy cosx = udx + vdy,
décosx + dysinxe = — itangiy (vdx + wdy),

g = (vdaxe - wdy);

cosiy
de Ia on déduit d&, dy, dg, qui sont proportionnels aux cosinns des
angles formés par la tangente cherchée MV avec les axes des coordon-
nées

Tome V (28 série), — Mar 1860, 23
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XV.

La connaissance de deux tangentes conjuguées quelconques conduit
aisément 4 I’équation des lignes de courbure; il suffit d’exprimer que
les deux tangentes conjuguées sont perpendiculaires entre elles, c'est-
a-dire que

cosadf + cosfBdn + cosydf =o,

etil vient
(udae + vdy) dy — (vdx + wdy) dx = o,
ou
dy\? w—w dy .
(21) (IE>+ — o 1=0.

Au moyen de cette équation on trouve ensuite I'angle § sous lequel les
lignes de courbure coupent les lignes de plus grande pente : en effet,
les formules établies plus haut (§ VII) donnent

ng (IV

tang?@ +

tangf6 — 1 = o,

w—u
o
ou

tang 28 = 2

w—— U

On pourrait aussi obtenir la courbure géodésique des lignes de cour-
bure, mais expression en est compliquée.

Faisons quelques applications de I'équation (21). Cherchons d’abord
tes lignes de courbure de 'ellipsoide. On a pour cette surface

22 =nlcos’x + blsin?x — c¢?sin’iy,
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et par conséquent

zp = (b* — a®)sinx cosz,

zq = — ¢*isin iycosiy,

. b — a*)sin*xcos’x
2r=(b°— a*)cos®x — (hb* — a?)sin?x — ( ——
; a’cos’x + b*sin’x — c*sintiy
(b — a?)isiniycosiysin x cosx
— ————
a’cos’z -+ b'sin’r — c*sintiy

8 =

¢tsin?iy cos?iy
- Y 2
a*costx + bsin*x — e'sintiy .

2t =c"cos*iy — c*sin®iy +
d’ou Fon déduit

il —

r—t+3z __ a*h’—ccos’iy (a’cos’z + bsinix)—csiniy (a’sinax 4 bicosz)
v s — 5

¢’ (b*— a*)isiniycosi ysinrcosx

ce qui donne pour I’équation différentielle des lignes cherchées

dy\? + a*b?-~ c*cos®i y (a’cos’x + bsin’z) — ¢'sin’iy (a’*sin% +- b’cos?z) dy =0
dx € (b? -—a?)isiniy cosiysinz cosx dx -

Pour intégrer cette équation, je multiplie par (isiniycosiy)? et je fais

— 2740 —
cos’r =ux,, cos’iy = y,,
j obtiens

x, (1 — o)) (;—1-2)2—!— [2172((5;2—_——-2% +2a2x, 7, —x,—],]%+],(l —J)=o.

Diftérentiant par rapport a ax,, il vient

&y, | dy, a*{b*—cY) . ’
m Ibzx,(l-x,);,;l- -+~ m%-zx,)'_, — Xy — Yy | =0,

ou simplement

dty,
dxz = ?
de 14 on tire
i _
dx, ?

o étant une constante arbitraire. Ainsi les deux systemes de lignes de
23.,
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courbure sont renfermés dans ’équation

ar(b—c?)

x, (1 —a,)a? + [W:,S“f"?xcf‘—x« —..74]“"‘.74("“.7!):0’
qui, en rétablissant les variables x et y, devient

a2 (b:__c1)

2aand o2
a?sin® xcos*x +
co a{02 —a

+ 2c0s® x cos®i ¥ — eos’x — cos’iy
+ sin*iycos’iy = o.
Cherchons encore les lignes de courbure de la surface représentée
8
par Péquation.
2" = Acosmx + Bcosimy.
Ona
Z"'p = — Asinmux,
2"~' g = — Bisinimy,

(m—1)A%sin?mz
——
A cosmx 4~ Beosimy

2"V p = — mAcosmx —

(m—1) ABisinimy sinmx

s = —
Acosmx -+ Bceosimy

(m—1)Bsintimy

z™ Yt = mBcosim
¢ § *7.+Acosm.z-+Bcosim_y’

de 12 on déduit

#u—w _r—t4+z _ A’+ B*+4 2ABcosimycosmx

0 s - ABisinimysinmz

’

ce qui donne pour P'équation différentielle des lignes cherchées

dy\? A'4B'+4 2ABcosimy cosmzx dy _
dr ABisinimysinmz dz =0

Pour intégrer cette équation, je multiplie par (isinin y)? et je fais

b cosimx = x,, cosimy=y,,
j obtiens

oy {2 A4 B? dy, o
(1— %) (335.) + < :;3 +2x,]',>[7‘%+(l—-];)=o.
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Diftérentiant par rapport & ax,, il vient

w2 T 5T amy | =o.
ou simplement
2= |
De la on tire
dy,
£

2 étant une constante arbitraire. Ainsi les denx systemes de lignes de
courbure sont renfermés dans I’équation

23 2 A'+ B 2
(r—x})a® + S t2x i )e+i—yi=o0,

qui, en rétablissant les variables x et y, devient

2 B2

AR -+ 2 cosmx cosuny) + sin“uny = o.

o?sin*mx + o (

Les surfaces que nous venons de considérer offrent un exemple de
surfaces algébriques de tous les degrés qui ont pour lignes de courbure
des lignes algébriques.

L’équation déja si simple

dy\ 2 —_—w d
(d_y> +w w dy
x

(21)

des lignes de courbure d’une surface quelconque peut encore étre
simplifiée par un choix convenable de nouvelles variables. Posons

X+iy=nax, X——Iiy=2),
nous aurons d’abord

dx? — dy*= 2 (dx?+dy?), idxdy =dx}—dy;;
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puis

rooo28 4

T‘zz+'4—+za ’
s=il— il
— 4 47

, iTF %

en appelant r,, s,, ¢, les dérivées secondes de z par rapport a x, eta ).
Donc ’équation (21), qui peut s’écrire ainsi

s(dy? —dx®)+ (r—t+z)dxdy = o,

deviendra

(b (deh - dy )+ (PER ) (det —dy Y=o

2
ou bien

(22) ' (ro +2)dx} =(t, + z)dy?.

Posons encore

3=12,C08X,COSY,,
il viendra

r, = cos ¥, (ﬁ cosx, — 2 ] sinx, — %, cosx,)q
(.l.l‘i‘ dz, ;

t, = cosx, (ﬁ.COSJ — 2% in ¥\ — 2,C08 ) ),
d].: 1 d)'l JA [} ]

et Péquation (22) prendra la forme

/d? 3, dz, . A2
cos 7, \3;’.— cosx, — 2 o= sinx, ) da?
cosx (d"z, cos 2(12' sin > {y?
—_ —_— _ ¢ =
4 d?’f f! d]‘, jl ]1 ?

ou bien celle-ci

d:
d (% cos’x,) d (ls—z'— cos’_)n)
2 ar, 2 __ 2 A\ 2

cos® ¥, i dx? = cos’x, B dys.
De telle sorte qu’en faisant

langx, = x,, tangy, = 7.,
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on aura finalement

dia, , .z,

Z.;; (!x2 = JE ({_72.
Cette derniére équation fait counaitre de nombreuses classes de sur-
faces pour lesquelles la détermination des lignes de courbure se ra-
mene aux quadratures. Nous nous bornerons i signaler les deux cas
ou l'on a

z =¢ () + ¢ )a)

et .
2y =0 (x,) ¢ (1)
XVI.
Reprenons les deux systémes d'équations

€OS « cos 8 €os ¢
?

~ isiniy cosedr — sinzcosiydy ~ — isiniysinadzr 4 cosx cosiy dy dr

dEsinx — dycosax = udx + vdy,
dEcosx + dysinx = — itangiy (vdx + wdy),

dt = — (vd.z'+.wd]),

cosiy

qui définissent les directions de deux tangentes conjuguées quel-
conques MT et MV. 8i, au lieu d’exprimer que les deux tangentes con-
juguées sont perpendiculaires I'nne a Pautre, comme nous I'avons fait
pour obtenir les lignes de courbure, nous écrivons que ces tangentes
coincident, nous aurons I'équation différentielle des lignes asympto-
tiques; on trouve ansi ’

(wdx + vdy)dx + (vdx + wdy)dy = o,

ow
(23) udx® + yvdx dy + wdy® = o,
puis, pour I'angle § formé avec les lignes de plus grande pente,

tangl = — —,
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et par conséquent
wtang®d — 2vtangd + u=o.

L’équation (23) est-un peu moins simple que celle a laquelle on est
conduit lorsqu’on prend comme variables les coordonnées ordinaires,
mais elle se préte mieux a certaines applications. Dans un travail spé-
cial que j’espére pouvoir bientot publier, je montrerai comment l'é-
quation (23) permet de trouver les surfaces dont toutes les lignes
asymptotiques sont des hélices.

XVIL

Cherchons P'angle de deux normales infiniment voisines, afin de
pouvoir déterminer ensuite les rayons de courbure principaux. Soient
M et M’ deux points infiniment voisins de la surface S. Les cosinus des
angles que la normale en M fait avec les axes des & & n, ¢ sont, en se
rappelant la signification des variables x et y,

€osx sinz

y itangiy,

COSi_)', cosiy
de méme les cosinus des angles que la normale en M’ forme avec les
méimes axes, sont

cosx _cosz sin x sin.x
cosiy cos:y cosiy oSy

» itangiy + d.itangiy,

les différentielles se rapportant au déplacement de M en M'. Donc
I'angle infiniment petit » des deux normales en M et M’ est déterminé
par la formule

s .
© = \/ cosx) (d.sm“_’ > + (d.itangiy)?,
cosiy cosiy | -

qui, en développant et simplifiant, devient

_ yda? + dy?

7 cosiy

[ o [ LR Y TR
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XVIII.

Supposons maintenant que M et M’ se trouvent sur une méme ligne
de courbure. Appelons Rle rayon de courbure de la section principale

tangente a cette ligne de courbure au point M et posons MM’ = ds,
nous aurons aussi

par couséquent
__ cosiyds
T dZ +dy?

Mais I'équation (21), ou plutédt celle qui la précéde, donne

ddr 4-ody vdr+wdy _ ds
dx - dy - Vdz® + djn,
donc
.. dy . . d.
(24) R =cosiy <u+vd—‘;)=cosz](02§+w).

. .. i . . .
Telle est la relation qui lie la valeur de & relative & une licne de
q az 8

courbure et le rayon de courbure principal correspondant. En substi-
‘ dy .. , . . .

tuant la valeur de d—i tirée de cette relation, dans ’équation (21) des

lignes de courbure, on obtient pour les deux rayons de courbure

principaux

(25) R? — (& -+ w)cosiy. R + (uw — v?)cos?iy = o,

XIX.

Si les deux points M et M’ étaient pris sur une méme ligne asymp-
totique, on aurait, en posant toujours MM’ = ds,
ude +vdy  vdz + wdy ds
— = == p———
dy dz Vdz* - dy
Teme V (2¢ série), — Juv 1860, 24
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donc Pangle w satisferait a la condition

ds dy
— = V4 W
w CcoSiy dx

) d . , . . -
hllmmantz}; entre cette derniére équation et I'équation (23) des

lignes asymptotiques, il vient

&) =
ds] = (o — uw) costiy
w
ds
ds a partir du méme point M sur I'une et sur l'autre des deux lignes
asymptotiques qui se croisent en ce point, et cette valeur absolue est,
d’apres I'équation (25), celle de la moyenne géométrique des cour-
bures principales. Nous retrouvons ainsi un théoréme fort utile dans la
théorie des surfaces gauches et que nous avons donné pour la premiére

fois dans le Mémoire sur la théorie générale des surfaces inséré au
XXXII¢ cahier du Journal de I’ Ecole Polytechnique.

Ainsi le rapport — a la méme valeur absolue quand on prend I'élément

XX.

Ayant déterminé la direction des lignes de courbure et les rayons
de courbure principaux en chaque point de la surface, on trouve sans
difficulté¢ le rayon de courbure d’une section normale quelconque.
Toutefois il convient, pour éviter des calenls assez longs, de s’aider
d’une certaine interprétation géométrique des résultats précédents, in-
terprétation que nous allons d’abord indiquer.

Considérons le plan tangent i la surface S au point M et, dans ce
plan, la section conique qui, par rapport 4 la tangente a la ligne de
plus grande pente prise comme axe des X et 4 la tangente i la ligne
de niveau prise comme axe des Y, a pour équation

(26) uY? + 20XY+ wX? = 1.

Cherchons la direction des axes de cette section conique. En dési-
gnant par m la tangente de I'angle que 'un quelconque de ces axes
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fait avec I'axe des X, on a, d’apres une formule connue,
w—u
m? 4+ ——m—1=0;

ce qui prouve déja que les axes de la section conique sont dirigés
suivant les tangentes aux lignes de courbure ou aux sections princi-
pales. :

Cherchons en second lieu la grandeur des axes. Soit 2« cette gran-
deur, a* sera le maximum ou le minimum de

X? 4 Y?,
ou X et Y varient de maniére a toujours donner
Y 4 2¢XY +wX?=1.

Or, pour le maximum comme pour Je minimum, on a

et
(Y +90X)dY + (¢Y + wX)dX = o;

de 1a on tire

X Y 2 2 2
vY-i—wX_uY+vXﬁX +Y =a,
d’ou
Y X
—— W=V —— U= V=
a* X : Y
par suite
I 1 [
- —Ww=my, S — U= —
a a m

m étant le coefficient angulaire de I'axe a.
y iy , ’ A . ({-l'
Ce résultat, rapproché des égalités (24) et de cette autre m = =

obtenue plus haut, montre qu’en appelant.aa, et 24, les longueurs
des deux axes de la section conique, et R, et R, les rayons de courbure
principaux répondant aux lignes de courbure qui ont ces axes pour tan-
/
24..
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gentes, on a

R, = » R,=

XXT.

Revenons maintenant 4 I'évaluation du rayon de courbure d’une
section normale quelconque. Supposons la section conique que Iéqua-
tion (26) représente, rapportée a ses axes comme axes de coordonnées;
elle aura alors pour équation

R,X?*+ R, Y? = cosiy.

Soit 24 le diamétre que fait I'angle w; + @ avee axe des X, c’est-a-

dire avec la tangente a la section principale qui répond au rayon de
courbure principal R,, nous aurons

d? (R, sin®a + Rycos® ) = cosiy,
d’ou
cOS 7 .
—dT'}-’:B, sin®a + R, cos’;
mais p élant le rayon de courbure de la section normale qui fait
P'angle o avec la section principale répondant au rayon de courbure
R,, on a, d’aprés la formule d'Euler,

1 _ cos’a + sinfx R, sinz -+ R,cos’

_— K

Y R, R R,
donc '
1 cosiy
e R R, &
ou bien

1 1
; T dr (aw — o?) cosiy’
en remarquant que, d’apres I’équation (25),
R, R, = (uw — v?*)cos®iy.

Telle est la relation qui existe entre le rayon de courbure g d’une sec-
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tion normale quelconque et la demi-longueur d du diameétre de la sec-
tion conique (26), qui est perpendiculaire 4 la tangente & cette section
principale. Cette relation conduit aisément & I'expression du rayon de
courbure p. Appelons en effet § I'angle que la tangente i la section
normale considérée forme avec la tangente 4 la ligne de plus grande

pente, c’est-a-dire avec I'axe des X du § XX; g—{— g sera Pangle du dia-

meétre 2d avec ce méme axe des X, donc on aura, d’apres 'équa-
tion (26), -
d*(ucos?f — 2vsinG cosf + wsin?f) =,
par suite

(2 \ I _ucos26—2v~sin9cos9-i-wsin’9'
7 o (rw — o*) cosiy

On peut encore écrire, en se rappelant les formules (13),

(28) - (QYCOSQ—E—Z-‘—TSin@)a

p ~ cosiy \ds

dx dy 1 . e 1s oz
- et 7’3 se rapportant & la section normale considérée.
A

XXII.

Nous allons cncove déterminer I'angle que le plan osculateur d'une
ligne de courbure fait avec le plan tangent 4 la surface. Soit ¢ cet
angle. Si R est le rayon de courbure principal correspondant 4 la ligne
de courbure considérée, R siny représentera le rayon de courbure de
cette ligne de courbure, d’apres le théoréme de Meunier; par’ consé-

f? era b sodésique de la méme ligne : ‘
qnent -—1—{—— sera la courpure gEO( Eblqtle e 1a meme lgne : On aura

donc, d’aprés I'équation: (ro),

,% ds = itang zfdx + dé,.

d’ou,
. . 4. 16
cotp =1 tangqy”.li%v + Riﬁ'

4
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Or les deux équations

. dy
R =cosiy (u -+ "EE)’
o, dz
R = coszy.(vd—y-—t— w),
obtenues au § XVIII, donnent

Rd.z__ ; dx dy
E—-COS]’ ut—g-k-vﬁ s

dy . dr dy
Ro-=cosiy (v - +w_)

ou bien, & cause des équations (1a),
dz .o

R 5, = cosiy sind,

dy .
R—- = cosiy cosd.
On a donc encore

cotp = isiniy sind + cosiy cosf - 2
= J J d}"

ou plus simplement

d. sin @

_ . Cosiy
(29) coty = cos*iy - .

les différentielles se rapportant a un déplacement effectué sur la ligne
de courbure.

XXIII.
La valeur de'coty que nous venons d’obtenir permet de démontrer
avec M. Joachimstal que toute ligne de courbure qui coupe la sur-

face sous un angle constant est nécessairement plane. En effet, suppo-
sons cotg constant; en intégrant ’équation précédente, il viendra

sinf

= C — itangiy cotg

cosiy .
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ol
sin@ = Ccosiy — isiniy cotg,

et en changeant les constantes C et coty en deux autres m et Yo d'une

forme convenable
sing = misini (y ~ y,).

Or, d’apres ce qu'on a vu au § XV,
’

tangf = 2
on dédnit de A
misini(y — y,) dy

dx:‘. 2
ﬁ/l—f—m’——m’cos’i(y—yn)

et en intégrant une seconde fois,

€os (& — x,) = —;\/::m“ cogi(] — 7o)

&, étant une nouvelle constante. Cette équation convient non-seule-
ment a la ligne de courbure, mais encore a la transformée sphérique
de la ligne de courbure, d’aprés une remarque faite dans Iintroduc-
tion; cette transformée sphérique est donc un cercle (Journal de
' Ecole Polytechnique, XXXV* cahier, p. 124), ‘par conséquent une
courbe plane; donc la ligne de courbure qui a ses tangentes respecti-
vement paralleles a celles de sa transformée sphérique, est aussi une
courbe plane.

La réciproque du théoreme de M. Joachimstal, d’aprés laquelle
toute ligne de courbure plane coupe nécessairement la surface sous un
angle constant, s’établirait en reprenant les mémes calculs en sens
inverse.

DEUXIEME PARTIE.

RECHERCHE DE QUELQUES SURFACES D’APRES CERTAINES PROPRIETES RELATIVES
A LA COURBURE.

Pour montrer Iutilité des formules obtenues dans la premiére partie,
nous allons appliquer ces formules 4 la solution de quelques pro-
blémes. Les questions que nous considérons dans ce premier travail
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ont, pour la plupart, déja été traitées par d’autres méthodes; mais
nous espérons pouvoir montrer plus tard que nos formules se prétent
aussi bien a des recherches qu'il serait a peu prés impossible d’aborder
par les méthodes anciennes.

I. — SURFACES DONT TOUS LES POINTS SONT DES OMBILICS.

Les rayons de courbure principaux d’une surface quelconque sont
donnés par I'équation du second degré

R? — (u + w) cosiy . R + (uw — v*) cos’iy = o;
en exprimaht I’égalité des racines, on a la condition
(4 w) — 4 (uw — 0*) = (u — w)? + 4¢3,
qui se décompose en ces deux-ci :
u=1w, vV=—=o0.

Joignant a ces deux conditions les suivantes :

du dv . . )
o dz -+ 1 tangiy.w,
dw _do it o
dz~ dy angy’ .y,

que remplissent toujours les fonctions u, v, w, hous trouvons sans diffi-
culté
m

U—=1Ww= —3 ¢ == 0y
cos iy

m étant une constante arbitraire. Les fonctions u, ¢, w étant connues,
la surface est déterminée, et pour en avoir I’équation il suffit de snivre
la marche qui a été indiquée au § III; on obtient ainsi

§ = — mitangiy,
en laissant de c6té une premiétje constante inutile, puis

3=mcosiy +X,
puis
X = o,
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en laissant de c6té deux nouvelles constantes sans importance; enfin,
on a

N m
ECOSX + psine = — 2,
cosiy
&sinx — neosx = o,
£= misiniy
- cosiy ’

d’ou, en faisant la somme des carrés membre a membre,
52 -+ nﬂ -+ §2.= ’n2.

Ainsi la spheére est la seule surface dont tous Jes points soient des om-
bilics.

II. — SURFACES DONT LES RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX SONT
CONSTANTS.

M. J. Bertrand a démontré, par des considérations infinitésimales,
que la sphére est la seule surface dont les deux rayons de courbure
principaux soient constants; cette propriété résulte simplement de nos
formules. En effet, pour que les deux rayons de courbure principaux
d’une surface soient constants, il faut et il suffit que l'on ait

) 2a
u-~w=—= —3
cosiy
v 2 b
U = p° — 9
cos?iy

a et b étant des constantes. Eliminons # entre ces deux relations et les
suivantes :

& =% 4 itangiy.
@_dx. 8Y W,
dw

dv . .
= e -+ tangiy .o,

Tome V (2¢ série). — Juv 1860. 25
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nous aurons

2 2 2aw b
P+ W — —_ = - !
cosiy cos?iy
dv o dw __ 2aisiniy i tang iy,
dr  dy T costiy 8-
dw & = {tangiy.¢
dz  dr gy
Posons
a
w — — Wy,
cos iy
1l viendra
L
o=
1 cos?iy
d der itang iy. w
tr dy - L g] 1
dw, de

— — —_ = itangiy.v
prril ttangiy. v,

ou bien, en faisant v = o, cosiy, W, = w,COsy,

at — b
2 2 —
Wit 0= ey
dw, de, o
dx dy —
do,  dos _
dy dr

Lorsque a® = b, ces trois équations sont vérifiées pour w, = w,=0,

et 'on a une sphere. Je dis qu'il n’y a aucune solution lorsque a? est
-différent de 5. En effet, dans ce cas on peut poser

Vat — b sin
W, = — — 81N
! cos? iy ’
\/a‘—-b
Wy = ——— COS U}
cos’iy

« étant réel, car o, et o, sont réels. La premiere équation est ainsi
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satisfaite d’elle-méme, et les deux autres deviennent

. doz+ it . . da__
COSX —d—.z: 21 angl)’ SIHGCTJ—;-—-O,

cosa de —+ sina e i tangi

—_ S] - 21 —= 0
dy dr - g ’
d’ou, en faisant la somme des carrés membre 2 membre,

da\2 do 1 . )2_
Z}’) + (= + 2itangiy) =o,

;

et par conséquent, puisque « est réel,

da da . .
%:0, —J;—l—zztangly_o,

ce qui est évidemment impossible.

11I. — SURFACES DONT LES LIGNES DE PREMIERE COURBURE SONT
SITUEES DANS DES PLANS PARALLELES.

Prenons pour plan des (£, ») celui auquel sont paralléles les plans
des lignes de premiere courbure. Ces lignes seront alors les lignes de
niveau par rapport au plan des (&, n); par conséquent I'équation (21),

dr\? ly
v(d-x) + (e —w)—-—v=o,

A Y L d 9 7 .
devra étre vérifiée par la valeur de d—‘Z que 'on déduit de

vdx -+ wdy = o;
nous aurons donc
v{uw —v*)=o,
et par conséquent
P = 0,

car uw — ¢ ne peut pas étre nul (voyez le § V). Cette condition prouve
d’abord que I’on a pour les lignes de premiere courbure,

dy _ .
= o ou J" — const.

a5.,
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et pour les lignes de seconde courbure

Z%: = ou x == const.
Ainsi les lignes de courbure sont les paralléles et les méridiens. On
voit de plus que les lignes de seconde courbure sont planes, comme
les lignes de premiére courbure, et que leurs plans sont perpendicu-
laires a ceux des lignes de premiére courbure. Si maintenant on se
rappelle que

o= 22,

dxdy
on trouve
z=X+Y,

X étant une fonction de & et Y une fonction de - Puis on a

§cosx + ysinr = ~ X —Y — itangiy.Y,
Esinx — ncosax = X/,
Y/
> = cosry’

pour les équations qui déterminent les coordonnées rectangulaires £, 1, ¢
d’un point quelconque de la surface.

11 est facile de déduire des équations précédentes la génération de
la surface. En effet, considérons une ligne de niveau caractérisée par la
condition » = const. La projection de cette ligne sur le plan des (&, 7)
a pour équations

Ecosx + nsinx = —X — Y — itangiy Y,
Esinx — ncosx = X/';
donc cette projection est une ligne paralléle & celle que définissent les

équations
Ecosx +nsinx = — X,

. o ’
Esinx — pcosx = X/,

la distance des deux lignes étant d’ailleurs Y + i tang iy Y'. On dédnit

L . oy LTI TE R B
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de 14 que les sections faites dans la surface par tous les plans paralléles
au plan des (&, n) sont en projection sur ce plan les développantes
d’une méme ligne. Par conséquent la surface est engendrée par une
courbe tracée dans le plan tangent 4 un cylindre perpendiculaire
au plan des (&, n), lorsqu’on enroule ce plan sur le cylindre.

Pour que la surface devienne de révolution, il faut et il suffit que
les lignes de niveau soient des cercles; donc on doit avoir

X=o,
par suite

z3=Y,
et enfin

u=itangiy Y+ Y, w=7Y"+ itangiy.Y’

Ces valeurs de u et de w, auxquelles il faut joindre la valeur zéro de o,
montrent que dans le cas des surfaces de révolution I'intégration des
équations qui fournissent les lignes asymptotiques, les lignes géodé-
siques, les lignes isométriques, etc., se raméne aux quadratures. Nous
n’insisterons pas sur ces détails, qui sont parfaitement connus.

1V. — SURFACES ENGENDREES PAR LE MOUVEMENT D UNE LIGNE DROITE.

Lorsqu’une surface admet des génératrices rectilignes, ces généra-
trices sont évidemment des lignes asymptotiques; d’un autre coté, Ia
transformée sphérique d’une ligne droite, quelle que soit la surface sur
laquelle cette droite est tracée, ne peut étre qu'un grand cercle, et doit,
par conséquent, dans notre systéme de coordonnées, avoir pour équa-
tion

(30) cos(x — o) = siniBsiniy,
a et 8 étant des constantes. 1l suit de 14 que pour avoir I'équation des

surfaces cherchées il suffit de regarder, dans l’équation précédente,
(3 comme une fonction de ¢, de tirer de cette équation les valeurs de y

d ’ . £ .
et de d—i et d’exprimer que les valeurs obtenues vérifient 'équa-



193 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

tion (23), c’est-a-dire

(23) r+ itangiy.q + 2 + asi—i =+ (¢ + itangiy.q) (%)2: 0,

quels que soient x et «. Nous prendrons pour variables indépen-
dantes x et @ au lieu de x et de y. En appelant p, et r, les nounvelles
dérivées premiére et seconde de z par rapport & a, on trouve aisé-
ment

— dy

Pr=PF+ 95
d dr\? &
r.:r+2s;—i+t<{;§> +q 5%

ce qui transforme I’équation (23) en celle-ci

. . dy? 'y
r,+z+q[ttanggy(1+d—£’>—%J—_—o,

Mais de I’équation (30) on tire
. L. . dy
— sin (a — a) = isinif cosiy —-»

(x — a) =sinifsini i 2—+~z'tainiﬁcosi ‘7
— €08 )= I\ Y I

dy? . . dy
= cos (& — &) 7 + cos (x — a) i cotiy —=:
d’ou
. . dy? d?
ztangzy(l%—;ﬁ;) - a’é: o.

On a donc simplement
r+z=0;
d’ou, en intégrant,
z = ycosx + 0 sinx,

v et ¢ étant des fonctions de a. Ainsi I'équation en z, x et y de
la surface cherchée est le résultat de l'élimination de o entre ces
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deux-ci :
z = ycosx + d sinx,

cos(x — a) = sinifSsiniy,

ou f, 7 et ¢ sont des fonctions arbitraires de .
Lorsque la surface réglée considérée est 4 plan directeur, les grands
© p )

cercles transformés sphériques des génératrices rectilignes sont per-

pendiculaires a un méme plan, et passent par conséquent par un méme

point. Si 'on suppose ce point sur I'axe des &, 'équation (30) se ré-

duit 3 & = &; on ne peut donc plus prendre x et @ pour variables in-
; P p

dépendantes, et le résultat précédent se trouve en défaut. Mais I'équa-
’ P q

. A Yy dx
tion (23) devant étre vérifiée par 2 =0 ona alors

t+itangiy.q=o,
d’ou
z =X, + X,isiniy,

X, et X, étant deux fonctions arbitraires de x.
V. —- SURFACES DONT UN DES RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX
EST CONSTANT.
Reprenons I'équation du second degré
R? — (u +w) cosiy. R + (ww — ¢?) cos*iy = o,

qui donne les rayons de courbure principaux d’une surface quel-
conque; si nous exprimons que l'une des racines est égale a ia con-
stante @, nous aurons

3t a*—a(u + w)cosiy + (uw—¢?)cos?iy = o,
) J Y

on bien
(wcosiy — a)(wcosiy — a) — v?cos?iy = o,

pour l'équation aux différentielles partielles secondes de la surface.
Changeons dans cette équation z en z + a cosiy; il est facile de voir
que v ne changera pas et que u et w augmenteront I'un et l'autre
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de —2—; nous aurons donc
cosiy
(32) ‘ uw — v = o,
et c'est cette derniére équation qu'il suffira d’intégrer. Je I’écris ainsi

p?
U= —;
W’

puis je différentie par rapport 4 y'; en se rappelant les égalités (8), on

trouve

.. fdE\? . dy d't . fde\*d*t
d’c oL d sy (d—x 2C0$(f‘zz‘zzg; costy Ez— EF
COSU‘.Z?-FLSIHU’.E;:— :1_4_ -+ ﬁ - A FIAE s
dy dy dy
ou bhien
(33) q’r—2pqs+p’t+itangij.q(p“+q2‘)=o,

en posant, pour ne pas multiplier les notations,

ay _ody_ o dig a _ ot
=P =9 4= dedy 0 Ay T

L’équation (33) s'integre aisément par la méthode de Monge; en
effet, les équations de la caractéristique qui se réduisent ici a

g*dy* + 2pgdedy + p'dr’= o,
¢* L dp + pdq -+ itangiy.q(p* + ¢*)dy = o,

admettent deux combinaisons intégrables et donnent

E=c,
q=c'cosiy.yp* +¢*;
on a donc
g =o(§)cosiy.yp* +¢*
ou mieux

g1 —¢*(E)cos?iy = po({)cosiy,

[RTEN . vy
boren e [ERCEERRY TIN ST T LIRS TR IR
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pour lintégrale premiére. D’autre part 'équation du premier ordre
que l'on vient d’obtenir étant linéaire, si 'on pose, conformément a la
méthode connue, les équations simultanées

o {¢) cosiy —1 — ¢ (¢)costiy o

dr dy _dg
—

on trouve

. c)isini
{=c¢, &+ = arcsin L)____Z

T

Vi—g®(c)
par conséquent, I'intégrale définitive est
9{%)isiniy .
—_— = SIN| X -+ @,
| N [+ ¢ ()],
ou mieux
(34) isiniy + ¢ (§)cosx + ¢,(§)sine = o.

L’intégrale de Véquation (33) étant connue, on en déduit celle de
I'équation (32) et puis celle de P'équation (31); mais il faut pour
cela connaitre d’abord la valeur de zen x et y. Or on a, comme on
sait, entre les deux fonctions & et z la relation

d’ou l'on tire
z:chosi]dj-i—X.

Si ¢ était connu explicitement en fonction de y, Uéquation précédente
donnerait z; malheureusement 1’équation (34) renferme des fonctions
arbitraires ou entre &, et ne peut par conséquent pas étre résolue par
rapport & cette variable. Pour lever la difficulté, on remarque que

fgcosi_yd] —_ gisiniy+fj—ﬁisiniy dy;

substituant alors & isiniy sa valeur fournie par I'équation (34), il
vient

f§cosiydy= ——Cisini_y—-cosxfnp(z)dg— sinxflp.(t)dc

Tome V (2¢ série), — Juy 1860, 26
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ou, en remplacant ¢ (§) par ¢’ (&) et ¢, (§) par ¢, (8),

fg‘cosi_)"dj': —&isiniy — §(&)cosx — ¢, (&) sinx, -

de sorte que la valeur cherchée de z est le résultat de Vélimination
de § entre I’équation '

3= —{isiniy — ¢ (§)cosx — §,(¢)sinx + X
etI'équation (34) qui, par notre changement de notations, prend la forme
0= —isiniy —¢/(§)cosx — ¢',(¢) sinx.

La valeur de z que nous venons d'obtenir se rapporte toujours a
I"équation (33); pour qu’elle devienne Yintégrale de 'équation (32), il
nous reste encore a particulariser d’une maniére convenable la fonction
X de .

Or on a

&z . . dz
u= s+ ztangz_y-;; ~+ %,
__ dz
v—;lz_d‘}",

_ dz itang ; dz
w = :—{y—’ <+ itang 1y ‘E'
D’ailleurs les équations

z2=—{gisiniy — y(f)cosx — ¢, (¢)sinx + X,

0= —isiniy — ¢/ (§)cosx — ¢/, ({)sin x,

donnent
d. . v
Z=¢()sinz — ¢, (§)cosa + X,
d -
é = {cosiy,
d? . . . |
& = Y(E)cosz + gy (Q)sinae + [ (Z)sin ~ ¢/, (£)cosz] &4 1 X,
dz _dy .
dzdy ~ dr coszy,
d*z

A . C
Z_r;_;;coszf——;lsmzy,



PURES ET APPLIQUEES. 203

donc

u=[{¢(§)sinx — ¢, (§)cosx] Z—j + X"+ X,

_dg .
v =—-cosiy, R

At
= c0siy.
Substitunant dans I'équation (32), on trouve

Z—; [¢(8)sinx — l{»".({)cosx]\j—i +X"+ X : —cos zy<‘§§)2 —o,

ou simplement
X"+ X = o;

car, en différentiant successivement parrapporta y et par rapport a x,
Péquation

0= —isiniy — () cosx — ¢, (¢)sine,
on a

cosiy = [¢"(§) cosx -+ ", (C)sinx]%
Y(©)sina — ¢, (§)cosa = [¢(£) cosar + ¢, ({)sin z] S}C»,

d’on 'on tire
d . d )
Z; [lpz(g)smx -, (g)cosx] — Zﬁ Cosiy = o.

Ainsi X est nul, en laissant de coté des constantes sans importance, et
Uintégrale de I'équation (32) est le résultat de élimination de « entre
les deux équations

35) g 2= —aisingy — ¢(a)cosx — ¢, (a)sina,

0= —isiniy — ' (a)cosax — ¢/, (@)sin x;

par conséquent I'intégrale de I'équation (375) est représentée par le sys-
teme des deux équations

(36) g %= acosiy — aisiniy — (a)cosx — 4, (o) sinwx,

0= —isiniy — Y/(a)cosx — ', (a)sin x.
26..
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T4chons maintenant d’obtenir la génération de la surface. Des deux
équations (36) la seconde est la dérivée relative a o de la premiére;
je dis qu'il résulte de la que la surface S représentée par le sys-
téme des deux équations (36) est I'enveloppe de la surface mobile s
que définit la premicre de ces deux équations lorsque I'on considere o
comme un paramétre variable. Soit, en effet, une des surfaces s que nous
appellerons s, et que nous supposerons obtenue en donnant au para-
métre o la valeur particuliére a,. Considérons sur cette surface s, et
sur la surface S les lignes ¢, et C pour lesquelles on a

0 = — isiniy — ¢/ (o, )cosx — ', (@, )sinx.

11 est facile de voir que la valeur de z sera la méme pour les points de
ces lignes répondant aux mémes valeurs de x et de y; de plus, comme
les dérivées o2, 2

dz’ dy
tion obtenue en éliminant & entre les deux équations (36), soit qu'on
les tire de la premiére des équations (36) dans 'hypothése de o con-
stant, on reconnait par les égalités (4) que les coordonnées rectangles
£, w, ¢ sont aussi les mémes pour les points des courbes ¢, et C répon-
dant aux mémes valeurs de x et de . Ainsi les lignes ¢, et Cse con-
fondent, et les surfaces s, et S sur lesquelles elles sont respectivement
tracées sont d’ailleurs tangentes tout le long de ces lignes. Donc la
surface S est bien enveloppe de la surface mobile s. Ceci posé, cher-
chons quelle est la surface s représentée par la premiére des équa-
tions (36) lorsque « est considéré comme constant. Or, dans cette
hypothése de 2 constant, on a

ont la méme valeur, soit qu'on les tire de l'équa-

dz

— = ¢(x)sinx — ¢, (a)cos x,

dz

. o = ~@siniy +acosiy;

substituant dans les égalités (4), il vient

4

[& — ¢(a)]cosx + [n — ¢, (a)]sinx = —
[ — (a)]sinx — [n — ¢, ()] cos x = o,

{—a = — aitangiy,

T ?
cos iy
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g, n, § étant les coordonnées rectangles d’un point quelconque de la
surface. Faisant la somme des carrés, membre 4 membre, on trouve

[E—¢(@] +[n = ()] + (s =) =2,
c’est-a-dire I'équation d’une sphére de rayon a et dont le centre a pour
coordonnées § (@), ¢, («)eta. Ainsi la surface cherchée est1’enveloppe
d’une sphére de rayon constant égal 4 a et dont le centre parcourtuune

ligne tout & fait quelconque.
Reprenons I'intégrale de I’équation

uw — ¢* = o,

intégrale qui, d’aprés ce que 'on a vu, est représentée par le systéme
des deux équations
(35) z = — aisiniy — {(a)cosx — ¢, («)sinx,

o= —isiniy — {'{a)cosx — ¢/, (a)sinx,
et cherchons-en aussi la signification géométrique. En différentiant la
premiére des équations (35) successivement par rapport a x et par rap-
porta y, o étant, bien enlendu, considéré comme variable, on trouve
simplement, 4 cause de la seconde équation,

dz

o = Y(a)sinz — ¢, (o) cosx,

4 .
Z}:—O&COS{)’.

Portant ces valeurs dans les égalités (4), on a

[€ — d(a)]cosx + [n — ¢, (a)]sinx = o,
[ — ¢(a)]sine — [n — ¢, (a)]cosx =0,
€ =a,
d’ou ‘
§= kP(“), n= ‘Pl(a)’ {=o
Ainsi le lieu géométrique correspondant 2 Vintégrale considérée est la
ligne dont les équations sont

E= ¢ (&) n=¢(8)
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Le résultat précédent pouvait étre prévu. En effet, on obtient le lieu
géométrique correspondant a Vintégrale de I’équation (32) en eflec-
tuant, sur la surface représentée par lintégrale de 1'équation (31), une
contraction constante et égale & a suivant la normale : c’estce qui ré-
sulte de 1a relation qui existe entre les valeurs de z déduites des deux
intégrales. Or, d’aprés la nature méme de la surface, la contraction
suivant la normale dont il sagit doit donner les centres des sphéres
de rayon a dont la surface est 'enveloppe; donc le lieu géométrique
de V'intégrale (32) est la ligne que décrit le centre mobile de la sphere
de rayon a. :

VI. — DIGRESSION SUR UN NOUVEAU MODE DE REPRESENTATION
DES LIGNES COURBES.

Cette particularité d’apreés laqueile toute ligne plane ou gauche peut
étre représentée par une seule relation entre z, x, y, comme le sont
toutes les surfaces courbes, est trés-remarquable et permet de déduire
les formules relatives 4 la théorie des lignes courbes de celles qui ont
été établies pour les surfaces. Entrons a ce sujet dans quelques détails.

Prenons d’abord I'équation générale des lignes de courbure

dy\? —wd
<_y>+u W—)’-'—-I:O

da

et faisons uw — v*= o0 afin d’exprimer que la relation entre z, x, y
se rapporte a une ligne; nous aurons

vdx + wdy =0, vdy —wdzxr =o.

Ces deux équations font connaitre tous les systémes de normales 4
la ligne considérée qui forment des surfaces développables. La pre-
miere, qui se réduit 4 £ = const., donne toutes les normales qui partent
d’un méme point de la courbe et qui forment les plans normaux; la
seconde fournit les normales qui par leurs intersections successives
forment les développées de la courbe. Ainsi on voit que la détermina-
tion des développées se raméne aI'intégration de 'équation

vd y — wdx = o.
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Considérons, en second lieu, les équations
d9 + itangiydx = o,
(ucost — vsinG)dx — (wsing — veosf)dy = o,

des lignes géodésiques. I’hypothése uw — ¢? = ¢ décompose la se-
conde équation en ces deux-ci

vdx + wdy = o,

wsinf — pcosf — o.

Iéquation vdx + wdy = o, qui revient & & = const., nedonne que les
normales issues d’un méme point de la courbe; I'autre équation doit
donc fournir les normales principales, d’aprés la propriété caractéris-
tique des lignes géodésiques. Or on en tire

tang§ = ::a

d’ou, en portant dans la premiére équation des lignes géodésiques,

dv dw . . g 2 ( | do dw o
[w%—y;;—l—ztangrj(v + w )]dx+ YT Y% dy = o,

et, en se rappelant les équations (7),
[ du dp do dow
(WE'-— Va;) dx+<wd—7— V@) d‘}’—-o.

D'ailleurs de I’équation
uw — ¢ = o,
qui revient a

/4 _ 4
W
on déduit
o' [ du dv dy dw
Fef-ug) =wg -
donc on a
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¢’est-a-dire
du de
o(vdx + wdy) (w?& — 5) = o,

et en laissant de coté les deux premiers facteurs,

du dv
& YE=
ou bien enfin
2.5 a L
v w .
Z sy O
a cause de
U ¢
Pl

Telle est l'équation qui définit les normales principales de la courbe.
Considérons enfin I'équation

R? — (u 4 w)cosiy.R + (uw — v*)cos’iy = o,

qui fait connaitre les rayons de courbure principaux; st on fait
uw — v* = 0, on trouve
R = (u+ w)cosiy,

en laissant de coté une valeur nulle. Cette formule, lorsqu’on considere
x et y comme déterminés, c’est-a-dire Jorsqu’on prend une normale
particuliére, donne la portion de la normale comprise entre la courbe
et la surface polaire. Si on suppose que x et y satisfassent & la condition

on a le rayon de courbure ordinaire.

Nous pourrions obtenir d’une maniere analogue plusieurs autres
résultats, mais, pour le moment, nous bornerons la cette digression.
Montrons seulement ici comment, au moyen des équations de la
courbe, on peut calculer u, v, w.

E=¢(8) n=¢()
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étant les équations de la courbe, la relation en z, x, y est, comme

on I'a vu, le résultat de I'élimination dn paramétre o entre les deux
équations

2= —aisiniy — y(a)cosx — ¢, (a)sinx,
0= —1isiniy — ¢ (a)cosx — ¢, (a)sinax;

de plus, on a
a=4g.

Or, d’aprés les formules (8),

_dy . _dg .
V—Z_Z'COSU” W——-—-COSU’.I

dy
donc ,
o = LY (8)sinz — ¢\ () cos 2] cosi y
T V(t)cosz + 47, (¢)sin
w cos® iy

= Y (Teosz+ ¥ (¢)sinz’
¢ et w étant connus, on obtient # au moyen de la relation

uw — v = o.

VII. — SURFACES DONT TOUTES LES LIGNES DE COURBURE SONT PLANES.

La transformée sphérique d’une ligne de courbure a toujours ses
langentes respectivement paralléles i celles de la ligne de courbure. 11
suit évidemment de la que pour qu’une surface ait toutes ses lignes
de courbure planes, il faut et il suffit que les transformées sphériques
des lignes de courbure soient, pour cette surface, deux séries de cercles
orthogonaux. Ceci posé, nous allons d’abord chercher sur la sphére
de rayon 1 ayant pour centre l'origine des coordonnées tous les sys-
temes de cercles orthogonaux.

L’équation des cercles du premier systéme peut étre mise sous la
forme ‘

(37) cos(x ~ a) + ccosibcosiy = sinibsiniy,
Tome V (2¢ série). — Jun 1860. 27
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ou bien encore sous celle-ci
(37 bis) cos(x —a) + rcosi( y — d) = o,

a, b, c, r, d étant des fonctions arbitraires d’un paramétre variable £
(voyez mon Mémoire sur les surfaces a lignes de courbure planes ou
sphériques, XXXV* cahier du Journal de U Ecole Polytechnique).

De méme I'équation des cercles du second systéme est

(38) cos(x — a) + 7ycosifScosiy = sinifsiniy
on
(38 bis) cos{x — &) + pcosi(y —0d)=o,

a, £, 7, p, ¢ étant des fonctions arbitraires d’un second parametre va-
riable 7.

Pour que les cercles du premier systéme soient orthogonaux avec
. . dy .., -
ceux du second, il faut et il suffit que la valeur de d—i tirée de I'équa-
sin (z — a)
risini{y —d)
sin(z — a)
pisini(y —¢)

. . . dy .. , >
tion (37 bis), qui est — » et la valeur de — tirée de 'équa-

tion (38 bis), qui est —

» donnent pour produit — 15 on a

donc
sin(x — a)sin(x — a)=rpsini(y — a')sin.i(j —d),
ou, en éliminant x et ¥ au moyen des équations (37 bis) et(38 bis),
cos(a — a) =rpcosi(d — d);

d’ailleurs cette dermiére relation doit étre satisfaite quels que soient ¢
et . Nous mettrons I’égalité précédente sous la forme

(39) cosacose + sinasina — cycosibcosif3 — sinibsinif3 = o,

afin d’y introduire les quantités b, ¢, 3, y; et pour faciliter I'interpréta-
tion des résultats qui vont suivre, nous rappellerons que aet b, x et 3
représentent respectivement les coordonnées sphériques x et y des poles

v T G e et
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des cercles du premier et du second systéme, tandis que c et 7 sont les
cosinus des rayons sphériques de ces cercles.

Supposons d’abord ¢ = o et @ = o, auquel cas les cerclesreprésentés
par Uéquation (37) sont des grands cercles passant tous par le point

T ’ . .
x =_» y = o; P'équation (39) devient
coso = sinibsinif,

et comme b doit rester indéterminé, sans quoi la série des cercles (37)
se réduirait & un seul cercle, on a

oz-_—g, B=o;

doncles cercles dusecond systéme ont tous pour péle le point par lequel
passent tous les grands cercles du premier systéme ; en d’autres termes,
le double systéme obtenu est celui que forment un systéme de méri-
diens et le systéme des paralléles correspondants.

Supposons en second lieu ¢ nul, mais a différent de o; en divisant
Péquation (39) par sin a et prenant les dérivées relatives a t du résul-
tat, nous aurons

sina

(40) cos a(cota) =sinifd (Sin ib>l.

La dérivée (cota) peut étre nulle ou différente de zéro. Dans le pre-
mier cas @ est constant, et en changeant d’'une maniére convenable le
méridien a partir duquel on compte les xr, on peut supposer a nul, ce
qui nous fait rentrer dans le cas examiné. Si (cot a) est différent de
zéro, en divisant par ce facteur et prengnt ensuite la dérivée relative

a ¢, 1l vient
(sin ib) 4
sina
R b

(cota)’

o =sinif

d’oti 'on tire 8= o0, ou bien sinib = mcosa + nsina (m et n étant
des constantes arbitraires ). La premiére condition est inadmissible, car
elle réduit I'équation (40) & cosa = o et puis I'équation (39) 4 sina =o.
La seconde exprime que les grands cercles représentés par ’équation

27..
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(37) ont leurs pdles sur un méme grand cercle; or rien n’empéche de
prendre ce dernier grand cercle pour celui & partir duquel on compte
les @ : alors @ = o et nous retombons encore sur le premier cas. Ainsi
quand ¢ est nul, c’est-a-dire quand les cercles de l'un des systemes sont
des grands cercles, on ne trouve pour systémes orthogonaux que les sys-
témes évidents formés par des méridiens et les paralléles correspondants.

Supposons maintenant ¢ et y différents de zéro. cosib n’étant jamais
nul, nous pourrons diviser 'équation (3g) par ¢ cosib, et en prenant
la dérivée relative a ¢ du résultat, nous aurons

4 cosa \’ sina sina ’_s. . sinib \’
( I) COS &\ Teosib + ccosib| T mlﬁ ccosib

’ N ’
Il peut se faire d’abord que les dérivées 22 (===-)» soient
ccosib ccosib

toules les deux nulles; dans ce cas, a et ¢ cos ib sont constants, et |’éga-
s sinib \
lité (41) montre que §=o0; en effet —— ne peut pas étre copstant,
sans quoi a, b et c seraient constants et les cercles du premier systéme se
réduiraient & un seul. Ces résnltats montrent que le lieu des poles des
cercles de chaque série est un grand cercle, et que les deux lieux cor-
respondant aux deux séries de cercles sont perpendiculaires I'un a
Pautre. Pour achever de déterminer les deux séries de cercles aux-

quels nous sommes ainsi conduits, supposons que les grands cercles

qui contiennent leurs poles soient les méridiens x = o, x = E, on
k3 ’ . .
aura alors a =0, & = 3, et équation (39) deviendra
cycosibcosifB = — sinibsinif.
Mais aucun des facteurs du premier membre ne peut étre nul; donc on a
. . I
ceotib=m, 7cotiff=— —
y yeotifi =0

m étant une constante. En introduisant dans les équations (37) et (38)
les conditions précédentes, on trouve pour les équations des séries de
cercles obtenus

cosx = sinib (siniy — m cosiy),

. .. P 1 .
sind = — sinif3 (smzy+ r—ﬂ-cosg),
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que nous mettrons sous la forme
cosx = o cosi(y — m),
sine = fisini(y — m), .

m étant une constante et « et 3 les deux parameétres variables.
Revenons & la discussion de ’équation (41), et supposons que I'une

des deux dérivées sina y cosa_\f la premié 1
x reonz ) ooz ) P re par exemple, ne

/

soit pas nulle : divisant par cette dérivée et différentiant par rapport

a ¢, il viendra
cosa )’ ’ sinib \'"}
42) ccosib =i iﬁ ccosib
(42' COS¢ —;137—7 — sSin W .
ccosib ¢ cos ik
On satisfait a cette équation en pesant
cosa \'7Y ~/ sinib )" 4
ecosib ccosib
= et -—

- =0 — ==
sina \’ sina \’/ 0,
ccosib ccosib |

cosa = msina + nc cosib

ou

et
sinib = psina + gc cosib,

m, 1, p et g étant des constantes; de ces deux résultats on tire
qcosa — nsinib = (mg — np) sina,

ce qui pronve que les poles des cercles du premier systeme sont sur
un méme grand cercle; mais on a alors par I'équation (41)

mcosa + sing = psinifS;

d’ot 'on déduit que les poles des cercles du second systéme sont aussi
sur un méme grand cercle, qui d’ailleurs est perpendiculaire au pre-

mier; nous retombons donc sur les deux systémes qui ont été déja
indiqués.
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Si Vune des dérivées
cosa \' V " sinib \' "}’
ccosib ccosib
sna \/ |’ sinz \’
ccosia . ccosib

la premiére par exemple n’est pas mllle, on aura, en divisant Péqua-
tion (42) par cette dérivee et différentiant le résultat par rapport a ¢,

[~/ sinid )
ccosib

sina

ccosib

G |
[
| (o)

o=sinifl

sina

ccosib

c'est-a-dire
f=o0 oubien sinib =mcosa + nsina+ pc cosib.

m, n et p étant des constantes. La premiere condition donne

o =

VA

par I’équation (42), et puis
=0

par 'équation (41), résultat absurde. Ta seconde condition donne

cosq = msinif
par I'équation (42); puis
- sing = n sinif3
par I'équation (41); puis enfin
ycosifd + psinifi=o,
a cause de P'équation (39), résultat inadmissible aussi, car on en dé-

duirait que a, {3 et y sont constants.
En résumé, il n’existe donc que deux systémes de séries de cercles,
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tracés sur la sphére, respectivement orthogonaux : 1° le systéme formé
par des méridiens et les paralléles correspondants; 2° le systeme formé
par les deux séries de cercles
(43) cosx = a cosi(y —m),
sinx = fisini(y — m).

Les surfaces dont les lignes de courbure ont pour transformées sphé-
riques les méridiens et les paralléles sont évidemment celles qui ont
été étudiées an § III; il ne nous reste donc 4 nous occuper que de
celles dont les lignes de courbure ont pour transformées sphériques
les cercles représentés par les équations {43 ).

Or les équations (43), dans lesquelles « et 8 sont des constantes, sont
les intégrales respectives des équations différentielles

() %tangx dx =itangi(y — m)dy,

cotxdx = icoti{y — m)dy;

d’ailleurs nous avons’ trouvé pour I'équation différentielle des lignes
de courbure d’une surface quelconque

2 df 2 u—w dy
(25/ (Z;) -+ Y i I = 0,

x et y ayant évidemment la méme signification que dans les équa-
tions (44); donc si nous exprimons que les deux équations (44) équi-
valent a I'équation (23), ce qui donne

v[tang®x + tang®i (¥ — m)] + (w — w)tangxitangi(y — m) = o,
ou bien
(45) s[tatlg’x+tang2i(]'—m)]+(r—t—l—z)téngxitangi(j—ln):o,

en remplagant «, ¢, w par leurs valeurs indiquées au § I de la premiére
partie; nous aurons I’équation aux différentielles partielles du second
ordre en z, x, ¥ des surfaces cherchées.

Pour intégrer I'équation (45), nous allons d’abord substituer aux
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variables indépendantes x et y les variables « et 3. Pour cela obser-
vons que l'on a

dz __dz da dz df
- P T dad T W’
dz _dz da dz dj

5= 1= Gdy T B
mais les équations (43) donnent par la différentiation

da sinzx do

= " il =) dy:aztangz(j—-m),
dp __ cosz ag B
dx—isini(y—m)’ dy_itangi(_y_'_m)’
ou bien’
da __ [3\/1—0;’ da a\1T— 2
— [ -_— = ——
& Vitp A irp
df _ ay1+ ap _ BVI+§
dr ~ ‘__,az’ d_)'_ \/I——zz’
car
—_—? 2
isini(y—m):‘/I =, cosi(]—m):\/H_p’
== VT p
!/ 2 "
cosar = YL HE sin.z::m/I =
VT P =+

donc

On trouve de la méme maniére

p\/x—wig a\/l+(5’ dp

re= — mdi '——"'—m 237

s_eVi—atdp  BVI+P dp
Vitg 4 Vi—a 48

t::a\/x—aﬂd_q _¢1+p=d_q

VI_‘_Q: do | — o dﬂ’
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dj d, d d
et, en remplacant Z, —q, = par lears valeurs,

de’ dB’ da’ dB
1— o d?z diz 14 B* d%z dz
r=f3? L 2 VSN - S
B e o —2efio s —eap " %4 Pap
1—a® diz dz 1-}—{32512
_ — 2 __
=g g — (B =g dp"'“ﬁ — AR
ﬁl—a’dz al—l—ﬁ’tiz
1+ da ’dﬁ
. 2I——az"'d_”lr_ s I+ d
=0 e T2l gt B 1—a2dp2

1 — a? 'z 14
o235 —1) % 8 (o
substituant dans I’équation (45), qui revient a

(r—t+2)af+s(ff—a®)=o,
on trouve

&z B(1—a?) ds (1 -+ B ds _  aPz
) Zdp T ) @ T e 4B BT

= 0.

Pour déduire de cette équation la valeur de z, je remarque qu’en ajou-
tant et en retranchant, dans le premier membre,

4. p(1—«)

on peut écrire

f’[’%*(z—fﬁ]+ s e P RS

2o (=) (@+F) L3 " (5 )

Intégrant par rapport 4 «, on a
d  _ B(a—e) \/??;
d@+(1.+f3“)(“ +‘3 z = a!_‘_ﬁa?(ﬁ),

9 () représentant une fonction arbitraire de 2. Intégrant de nouveau
Tome V (2° série). — Juy 1860. 28
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par rapport a 3, il vient

— :
2= V=2 P (7 (o) -V (B)
F («) et F, (£) étant des fonctions arbitraires de o et de B.

La valeur de z étant connue en fonction de « et de {3 et par suite en
fonction de x et de y d’apres les égalités (44), on pourrait se servir
des égalités (4) pour calculer les coordonnées rectangles £, n, £ d'un
point quelconque de la surface en fonction de x et de y, et de la
on passerait ensuite aux valeurs de £, n, § en a et 8; mais on arrive
directement, et d’une maniére plus simple, comme il suit. L’équation
du plan tangent 4 nos surfaces est

Xcosx + Ysinx + Zisiniy = — 2.
Slll;stitllorls A z,cosx, sinx, isiniy leurs valeurs en « et 3, il viendra
Xoayi+ P+ YRYi—a*+7Z (cosim.\1 — o + isinim.\1 + f2)

| = — VT= @i+ B[F(a) + F.(B)]

bien, en remplacant — . I:———p—— a
ouhien, en plac ‘/I_:;palae \/1+§’p rB,

aX + BY + (isinim.y1 + o + cosim.\i — ) Z=F(a) + F, (f),

les fonctions arbitraires F () et F, () ayant, bien entendu, changé de
forme. Or les coordonnées £, », £ d’un point quelconque de la surface
doivent vérifier cette équation du plan tangent et ses dérivées par-
tielles relatives 4 o et & 3; on a donc les trois équations

ok + Pn + (isinim. 1+ o’ + cosim.\1 — B*){ =F (a) + F,(f8),

o isinim

£+ ——=
N Vl—i—a’

L, _ PBeosim , o
Y \/;_—[yg—Ft(ﬁ)’

g =F,(a)7
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pour déterminer complétement les coordonnées £, v, ¢ en fonction de &
et de 3; a la place de la premiére de ces équations, on peut prendre
celle-ci

(7 + 25 ) e =Tl —al o)+ Fi (5)~ B, ()

qui résulte de I'élimination de £ et de », et on obtient le systeme plus
simple

(7R ) e = F ) — (o) + F() = 6 (6),

Vi Vi—@
' aisinim ,
(47) E—l—\ng—F(a),
Bcosim ’
— E=F,(B.
AL

Evaluons I’élément linéaire ds de la surface, élément dont la con-
naissance est nécessaire dans I'étude des propriéiés géodésiques.
En différentiant les équations (47) et posant, pour simplifier,

Fla) —alF' (@) =9¢(@) F.(8)—FF (=09 (8)

on trouve celles-ci -

isinim cosim aisinim |,
—_ ! A 3 d
(\/l+m2+\/1—§’) 4% [? (@) + %g] *

+ [o, (B — B c] dg,

o

dz + wisinim dg: 1 90'(05)—6— aisinim §]da,
Vi+a? “ i (r 4 a?)

fcosim 1 ’ Bcosim
d — d — =l p— d
n \/I-—ﬁ’ ; ﬁ bAl(ﬁ) (l_pz) g:l ﬁ’

28..
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qui reviennent a

(isinim " cosim )d;: [(P,(a)+aisinirn ;]da

\/I+a2 \/1——{32 (I+a2)

+ [qou (p) — e, ]dﬁ,

wlew

(1— ﬁ’)
isinim cosim _ —aisininf
(\/l+a2 Vr—ﬁ?) C Wre
s { [99’ (0!.) + aisinimi C] do + [cp'i (@) _ _‘Scosim}- Z_:] (’ﬁ t
4 (1 +a2)? (c— B |

1 isinim + tlrosim > [(P, (a) + o:isim‘m3 c] de,
a(\/l_*_az \/1'-@2 (I—f-—az);
isinim cosim fi(,os im
— + dn
(WH? Vi—g > RV
« , [go’(a.) + azismzmi g] do + I:c)o,1 (ﬁ) _ _{icosimﬁ C]d@ '
f (e 1L g )

1 isinim cosim , Beosim
— | ==+ AB) — Ll d
Q(Jl+a2 \H—ﬁz) I:(P (ﬁ) (1—p2)* J ﬁ

Faisant la somme des carrés membre a membre et supprimant le facteur

2 . .
» il vient

( isinim cosim

Vitr ' Viep

ds? — I—I-"cc2 [@,(a)+ wisinim §] do? + ,FP[QO’( ) — ﬁcosim3 ‘;;]2 dge,
(I+a) ﬁ (l—@’)ﬂ

ou ¢ doit encore étre remplacé par sa valeur tirée de I’équation

(PR + 2 ) s = g o)+ o 6

si 'on veut avoir ds en fonction des deux variables indépendantes o
et 8. La valeur de ds® peut se mettre sous une autre forme : de Ié-
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quation qui détermine ¢ on déduit

isinim cosim dy , «isinim
e ) R )+
Vi+ o \/1-—{3 * (1 + a?

i sinim cosim dg , cosim
e E B AR

Vi  Vi—p (r—fﬂ)%

donc on a

o (f Y [ (2 (5|

Ta valeur de ds, quoique d’une forme assez élégante, est néanmoins tfop
compliquée pour qu’on puisse, dans le cas général, se proposer, avec
quelques chances de succes, la détermination des lignes isométriques,
des lignes géodésiques, etc.; mais dans certains cas particuliers toutes
ces questions deviennent abordables. Je me bornerai & signaler le cas

AY H
ou lona

(@) = cosim N1+ o®, o, (B)=isinim.yi — 2,

et celui ou

v sin*im costim
?(a>:l+a2’ '<ﬁ)_1—-ﬁ7'
VIIl. — SURFACES D ETENDUE MINIMUM (*).

Les surfaces d’étendue minimun sont celles dont les rayons de cour-
bure principaux ont en chaque point des valeurs eégales et de signes

contraires. On a donc pour ces surfaces, d’apres I'équation {25),

(48) u—+ w=o,

(") Quelques-uns des résultats-contenus dans ce paragraphe, 4 savoir: 1 Vintégrate
générale sous forme réelle; 2° les surfaces d’étendue minimum algébriques; 3° la sur-
face d’étendue minimum du genre hélicoide, constituent le but principal des recherches
que M. Catalan a présentées en 1855 a I'Académie des Sciences et qu'il a ensuite pu-
bli¢es dans le tome XXXVII du Journal de Ecole Polytechnique. Je crois devoir faire
observer que j’avais donné tous ces résultats, dés 1853 dans le tome XX X VII des Comptes
rendus, page 531. Du reste M. Catalan a bien vouln reconnaitre, dans une rote placce
en téte de son Mémoire, mes droits A la priorité,
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ou bien
(48 bis) t +r+ itangiy.q + z=o0.

L'équation précédente s'intégre sans difficulté par la méthode de
Monge, mais on est conduit a des résultats plus simples en partant

de V'équation qui détermine §.
Différentions I'équation (48) par rapporta y; en se rappelant que

o . d*t .. dE d o . det
u= COSl]@+lblnl‘7:{; ly, W _cosg'@,
on trouve
a4’y [7:24
(49) e -+ -& =0,

équation bien connue et dont l'intégrale générale est

(50) §=f(x+iy)+fi(z—iy)

f et f, étant des fonctions réelles ou imaginaires; ou mieux, en évi-
tant la forme imaginaire,

(51) ¢ = L[ele+ iy) + (@ — ip)]+ Z[o (x + i) — (@~ iy,

o et g, étant des fonctions réelles. Observons toutefois que I'équa-
tion (49g) est plus générale que I'équation (48), et que lorsque nous
déduirons z de la valeur de & fournie par I’équation (50) au moyen

de la relation z= [ Lcosiydy, il faudra déterminer la fonction arbi-

traire de x introduite par 'intégration, de fagon que u -+ w = o.
Indiquons dés & présent et d’une maniére générale comment se fait
le calcul de cette fonction de x. Je pose

Y .
z:f geosiydy + X,
o
jaurai
__dz . . dz I A vd
u_d—;z+ltang1‘y.@+z_ A I cosryay

, ‘
+f Zeosiydy + Gisiniy + X"+ X,
&0

Sopm ciwien ey e
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mais puisque

a&e  d
H—.rz—*_(-gz 0,
on a
fdzt_' . yd’t vl
fol d?cosz‘)fdj _—[ 77 C0S D 1y,

et, en intégrant par parties deux fois de suite dans le second membre,
7 d2y .o dt . dz s 7 .
‘/(: Tmcosiydy = — 2 oS + (d7>0 — Lisiniy — A ¢ cosiydy,

ds o o 48 e
(@>O désignant ce que devient 7, pour = 0; donc

dc . dg , )
U= — gocosiy + <@>0+X + X;
par conséquent, si I'on veut que la condition z + w = o soit satisfaite,

il faudra que

X”+x+(g—‘) —o,
Y /o

ce qui donne

. * (d .
X =Ccosax + (' sinac.—i—f (éj) sin (& — x) de,
0

o, 0

. g d
en représentant par <;—;) la valeur que prend é’ pourx=aety =o.

o, 0
Ainsion a

. " 4 . Trde ) ; '
(52) z2=Ccosx + C’smx—i—f cosiy §dy +f (—) sin(z — ) da,
o : o\ “y 0 v '
expression dans laquelle on pourra toujours laisser de c6té les termes en
cos x et en sinx qui n'influent, comme on sait, que sur la position de
la surface par rapport aux axes.

Appliquons les formules précédentes A la recherche de quelques sur-
faces simples. Posons

S@+iy)=la—b)(@+ir), filx —ir)="L(at ib)(x—ir,
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a et b étant des constantes réelles et qu’on pourra toujours supposer

positives; nons aurons
§=ax+ by,
puis

fygcosi]’dj — —(ax +by)isiniy — beosiy + b,

v 0

dt . _ .
(5)0 ] sin(e — x) da = bcosax — b,

et, par suite,
2= (C + b)cosx + C'sinx — (ax + by)isiniy — bcosiy,

ou simplement
2= — (ax + by)isiniy — bcosiy,
en laissant de coté des termes inutiles. Portant cette valeur dans les
équations (4 bis), on a celles-ci
rcos(w —x)=bcos iy,
rsin (» — x) = aisiniy,
§{ =ax + by,

pour déterminer les coordonnées polaires ret o et la coordonnée recti-
ligne & des différents points de la surface. Si a = o, ontrouve

r== bcos%,

¢’ est-a-direla surface derévolution engendrée par unechainette. Si b=o,

on a

c’est-a-dire hélicoide gauche & plan directeur. Dans le cas général ou «
et b sont positifs quelconques, la surface admet la génération suivante:
Considérons dans le plan des (£, n) I'hyperbole représentée par

I'équation
EN?  [a\?_
(5) - (5) =
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et prenons la branche située du coté des & positifs pour base d’un cy-
lindre paralléle aux &. Sur ce cylindre tracons une courbe telle, que la
coordonnée § de I'un quelconque de ses points M, soit dans un rapport

oal s 2 . . :
constant égal & — —, avec le secteur hyperbolique compté a partir du

demi-axe réel qui aboutit au sommet (5§ =105, n =0), et terminé au
demi-diamétre qui aboutit & la projection du point M sur le plan des
(£, n); enfin donnons A cette espece d’hélice hyperbolique, un mou-
vement hélicoidal direct autour de I'axe des ¢, de facon que les hélices
circulaires décrites par ses différents points aient toutes 2 ma pour pas;
la surface ainsi obtenue sera la surface d’étendue minimum consi -
dérée.
Faisons encore

. | S . . . L inx—iy
f(x_|_ E)f) — Ee—m(.r+z}>, f| (.I‘ — l)’) — Eem(x 9,

nous aurons § = & cos nx, puis

"[JCCOS{')’dJ’ =écosn.7cjbv (e +e)evdy

©0
cos nx COS
= _O0SHE oty _ _COSRE_atnmtyy _;
2(n—|-1)(e )+2(n—1)( )
T . \ x . .
K——g) sin (o — ajd o = n[ sin(a — x)cosnado
o dy. @0 Jo
rcos nx rcosnx ncos.x neos x
—_—— - —_— »
2(n+1) 2(rn—1) 2{rn+1) 2(r—1)
d’oun
el rcosnr e cosnx

ST Py R Y

Par conséquent les équations (4) qui déterminent les coordonnses
rectangles d’un point quelconque de la surface deviendront

. rncosnx e{ntty e(r—0y
sx X == —
Ecosx 4 ysin 2 pprp — |’

— 1 SinnT [e("*")f e("—‘)f]

Esmx—.ncosx: 5 P ey
& =¢e"cosnx.

Tome V (2¢ série) —~ Juv 1860, 29
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Si on éliminait 2 et ¥ entre ces trois équations, il est évident que le
résultat contiendrait &, #, { sous forme algébrique; donc la surface
d’étendue minimum que nous venons d’obtenir est algébrique. On
peut avoir autant de surfaces de cette nature que I'on veut en posant

_f(x + l]') — {A. + lB.) ein.(x+i])+ (A2+ iB,)ei"’(‘T'"m
+ (Ay+ iBy) @O,
A, — iB)) et 4 (A, — iB,) e

=(
(A — B emmEing

Sflx—1)

A,, B,, Ay, By, Ag, B, ... étant des nombres réels quelconques et 7,
Na, My, ... des nombres réels tous différents de —1 et de —+1.

Nous ne pousserons pas plus loin la recherche des surfaces d’éten-
due minimum particuliéres. Cette question, qui 2 été I'objet de plu-
sieurs travaux, pouvait avoir de I'intérét quand on ne connaissait que
Pintégrale si compliquée de Monge; mais elle n'offre plus maintenant
la moindre difficulté, puisque nous avons par ce (ui précede un résultat
entierement débarrassé d’imaginaires. Proposons-nous plutot de déter-
miner les fonctions arbitraires qui entrent dans I'équation générale
des surfaces d’étendue minimum de maniére que ces surfaces rem-
plissent certaines conditions géométriques; et pour faciliter la solution
de ces nouveaux problémes, établissons d'abord quelques propriétés
et quelques formules générales.

Une surface d’étendue minimum est entiérement déterminée de
forme, mais non de position, par les deux équations

(50) g=fla+g)+filx = ir),
(48) u-+w=o.
En effet, connaissant § en fonction de x etde y, on a, par cela meéme,

“

dr o dt
V——COS!)"H’ W—CObl)’--{E,9

puis &, qui est égal & — cosij-%, d’'apres I'équation (48). Or on sait
que lorsque u, v et w sont connus, la surface est déterminée, sauf
cependant trois constantes qui permettent de déplacer la surface comme
on veut parallelement & elle-meme.
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La condition (48), introduite dans I'expression du carré de 'élé-
ment linéaire de la surface, réduit ce carré a
(53) ds>=(v*+w?) (da®+dy*)= cos®iy [(515)2 -+ (EI-E>2] (daxc® +dy*?)
. dx dy ’
cette derniére égalité prouve que non-seulement les méridiens et les
paralléles sont orthogonaux, mais encore que ces lignes forment un
double systéme isométrique. D’une maniere plus générale, on peut
dire que deux séries de lignes tracées sur la surface qui ont pour trans-
formées sphériques deux séries de lignes sphériques orthogonales et
isothermes, sont des lignes isométriques de la surface. On s’assurera
de Vexactitude de ce résultat, en se rapportant a la régle que nous
avons donnée au § X111 de la premiére Partie pour déterminer les lignes
isométriques d’une surface quelconque.

Déterminons les lignes de courbure des surfaces d’étendue minimum;
a cet effet, portons les valeurs de u, v, w, qui sont ici

U= —— W = — icosij[f’(;r-l—' iy)y —f (& —iy)],
o= cosiy [ f'(x+ i)+ f' (x —iy)],
w=icosiy [ f'(x+iy)— f' (= — i),
dans Iéquation générale (23)
() e

dzx

et il viendra

(%) - 2L (EH ) =S e lr) &
dx Sz +iyy+f, (z—ir) d=x

— I = 0.

Cette derniére équation s’intégre, quelles que soient les fonctions f
et f,, ainsi que I’a fait voir pour la premiére fois M. Michaél Roberts.
Posons, en effet,

x+z"y=w., x—'l_.)’:fn
d’ou

dx? — dy?* = M: 2idedy =

dzi — dy}
2 2

29..



228 JOURNAIL DE MATHEMATIQUES

nous aurons
[f () + S ()l (daet -+ dy )+ [ f () = 1 (o)) (dat — dy D)=

ou bien
f(x)dx?+ [ (r)dri=o,

d’our
(54) (VT @) de,= =i [VF(rodr+cC.

On peut observer que les lignes de courbure forment deux séries
de lignes isométriques.

Cherchons, en second lieu, les lignes asymptotiques.

L’équation de ces lignes est, pour une surface quelconque,

2 d]-. . .
Wi +av:1;+u_o,

en remplagant «, v, w par les valeurs qui se rapportent aux surfaces
considérées, il vient
[f'(x + i) = f'y (& — )] (dy* — dx?)
—2i[f (®+ i)+ [, (x — iy)]dxdy = o,

et, en introduisant les variables x, et y,

Lf (@)= £ N @} + ded) + | f (@) +f, () [(de]—dr?) =

ou

S (@)det = f' (r) dris

d’on
(55) f¢j dx,__f\/j (yudy, + C.

Ainsi la détermination des lignes asymptotiques se ramene aux qua-
dratures comme celle des lignes de courbure; de plus ces quadratures
sont les mémes pour les deux systémes de lignes.

Déterminons encore I’angle § sous lequel une ligne quelconque tracée
sur une surface d’étendue minimum, coupe les lignes de plus grande
pente.
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Nous avons trouvé d’'une maniere générale

dy __ ucos§—vsing
dz ~ wsin— vcosh’

or, pour les surfaces considérées, u = — w, donc
dy _ — wcosd —vsin
dr ~ wsin0—oecosd

de la on tire
dx 4 idy  —iw(cosd + isinf)—v{cosf4isinb)
dz —idy.” iw(cos6— isinf)— v(cos — isinf)

(o +iw)(cos8 4 isinG) o4 imw 4y
= = ?

(v — iw) (cos§ — isin) ~ ¢ —iw

ou bien enfin.
' dx ) aie
56 = =\ e
( ) fl)’l f/ (-l'x) ?
en introduisant les variables x, et y,.
La formule précédente donne aisément I'angle ‘formé par deux

. dx rpr . .
courbes quelconques. Soit en effet 7’- le rapport différentiel des varia-
1

o 5-1'1 Iy
bles x, et y, pour la premiére courbe, 57, le méme rapport pour la se-
conde courbe, au point x,, y, ou les courbes se coupent, nous aurons

daz _fll (yl) '21'0,

= 7 w)®
‘E __f'; (.71) eaiﬁl,
0y, -‘_f’ (xl)

f et §, étant les angles sous lesquels la premiére et la seconde courbe
coupent la ligne de plus grande pente. Divisant membre 3 membre, il
vient
dx,
d_y. 2i(6—0,)
dz, — © ’

e

et comme 'angle w que forment les deux courbes est égal 46 — 6,. on
glewq 1
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obtient

dzx,
(57) =

8

2in
.

Si les lignes considérées sont une ligne de courbure et une ligne asymp- -
totique, on aura
dz,
dy, .
—= 1,
dx,

ay.

et par suite » = %, ce qui pourrait étre établi directement au moyen des

propriétés de I'indicatrice. On déduit aussi de P'équation (54), que les
équations des lignes qui coupent sous un angle constant les lignes de
courbure ou les lignes asymptotiques, sont

(58) [VF @) de=m [VF Ty dy+c,

de telle sorte que la détermination de ces lignes dépend des deux mémes
quadratures qui font connaitre les lignes de courbures et les lignes
asymptotiques.

Cherchons enfin les lignes géodésiques. Ces lignes sont définies par
les deux équations

dx, fll (.yl) 2il

df = — itangiydx, = Frey

la premiére équation, en substituant & y et a x leurs valeurs en x,
et y,, devient

i(z,—r,) _i(rl_rl)
e 2 — 2

i(x,~ ) _i(Il—,I)
e 2 +e 2

Z,

2df = — itang :y'[dx, +dy)=— (dx,+dy,)

= == e dy),

¢ -+ ey
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ou bien

\ Xy ~—— dzx. dy,
2df =B (__’_,_J_’_),
Tt Y2 \ &y Y2
en faisant

e = Xg, e, =Y.
Quant 4 la seconde équation, si ’on pose
Slx) = f(—ilogx,) = ¢ (x,),
Sird =S (—ilogy.)=0.(y)

elle revient d’abord a

231

prenons les logarithmes et différentions par rapport 4 y,, nous au-

rons
d’x,
dri _ 9ilr) ¢ (=) da + 2%t
_d_"ﬁ T g () ¢’ (z.) dy dy,
dy,
s s do
d’ou, en remplacant 7, par sa valeur,
2
dz, .
dri _ v0n) _ ¢la)dn  wn—y da .
dz, 9, (n)  d{m)dr  m(x4r.)dy.
dy,
Pour simplifier encore, je fais
dz, . ?,1 ()
_— = —
d)’? [ (-z‘z)fy
ce qui donne
dix, dw dex,
by b ?”ll(fz) _ ?:’(xn) day  dy
iz ® 9. (r  @{xm)ady x;

dy,

Ly = ¥z
,}’2(-1'2-(”"}’7‘}

1

¥
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et j’obtiens
dw dz, ,
7 2 g
T - Zy -+ Z, 72

Posant enfin

?—L—xizd—% = dx,, EAELLL & (ﬁ_:) b = dfss

d’ou

xy =Y (xs)
et

Ta=¢(rs):
on a
/ dz; __ do Y\ (r)dys—{ (x)dz,
1\59) d]’s = W, o 2 ’~]l| (J’a)+\[l(-l‘3) )

et par conséquent

) dz, dx;\ ?

7= e (3)

Les deux équations simultanées du premier ordre (5g), ou hien
’équation du second ordre (60), définissent les lignes géodésiques des
surfaces d’étendue minimum. Ces équations, quoique d’une forme
assez élégante, ne paraissent pas pouvoir étre intégrées sans particula-
riser les fonctions ¢ et ¢,.

Nous joindrons encore aux formules précédentes celle qui donne
Pélément lineaire ds de la surface en fonction des variables x, et 5.
Nous avons trouvé plus haut

(60) T[4 (re)+ ()] = 24, (74

. [/dE\? dg\ 2 )
ds?* = cos® i) [K;;) + (@) ] (dx? -+ dy?)
= feostiy [ (a + ir) fi ( — iy)(dx® + dy?),
et de 14 on tire, en introduisant les variables x, et y,,

i(x, =) ‘ __i(xl—fu)

2
ds? = [e 2 + e ? ] f.’(xa)f;’(fc)dxt d)"f;
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remplacant €™ par a,, ¢”* par y,, on a.encore

= [\/;’ \//_’] ()¢, y2)dx,(f72

— (~T2 +_,7’2 )2 '——‘i'f’ —?];{)) dxzd)/m

puis enfin
(61) ds® = [§(ors) + i (7s)] day dys.

Occupons-nous maintenant de la recherche des surfaces d’étendue
minimum qui remplissent certaines conditions géométriques.
Cherchons, en premier lieu, celles de ces surfaces qui sont de révolu-
tion ou plus généralement qui ont leurs lignes de premiére courbure
dans des plans paralleles au plan des (£, ). On doit avoir pour ces
surfaces
§=9(y) Cclest-a-dire % = o,

et, en méme temps,

§=Jflx+ir)+ filx —ir);
de 12 on déduit *

S e+ i)+ fl(x—ir)=o,
d’ou ‘
J(x+iy)=a+ib, f'lx—ir)= —(a+ib),
a et b étant des constantes réelles, par conséquent
Jlx+iyry=(a~+ib)(x+iy)+c+id,
Jile—ir)=—(a+ib)(x — iy)+ e+ if,
¢, d, e, f étant quatre nouvelles constantes réelles; on a donc
E=a(a+ib)ir+c+e+ild+[f)

ou simplement

‘::"21’]’9

puisque & doit étre réel et que la suppression d’une constante dans la

Tome V (2° série). — JuiLer 1860. 30
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valeur de § ne produit qu’un déplacement dela surface parallélement
aux §. On conclut de 12 que les surfaces cherchées se réduisent a la
surface de révolution qui a pour méridienne une chainette.
Déterminons, en second lieu, les surfaces d’étendue minimum qui
peuvent étre engendrées par le mouvement hélicoidal autour de Faxe
des ¢ d’une courbe plane ou gauche. On a pour ces surfaces, d’abord
dg

—= = in,

dx
m étant une constante réelle, et puis

E=fle+ir)+j(x—1ir;
de la on déduit

S (x+iy)+ [\ (x —iy) = m,

par suite

flx+iyy=a+ib, [ (x—iy)=m—(a+ib),
d’on
flx +iy)=(a+ib)(x +iy) + ¢ + id,
Silx —iy)=(m —a—ib)(x —iy) +e+f,
d’ou
C=m(x —iy)+aiy(a+ib)+c+e+il(d+ f),

ou simplement

§ = mx — aby,

ce qui donne la surface engendrée par le mouvement hélicoidal d’une
hélice hyperbolique, surface que nous avons indiquée précédem-
ment.

Cherchons encore les surfaces gauches d’é¢tendue minimum.

Pour qu’une surface soit gauche, il faut et il suffit que les lignes
asymptotiques de I'un des systémes soient des droites : or la transformée
sphérique d’'une droite, quelle que soit la surface sur laquelle cette
droite est tracée, est un grand cercle; on conclut de 1a que les lignes
asymptotiques de I'un des systémes sont dans toute surface gauche
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représentées par les équations
cos(x — a) =sinifsiniy, = ¢ (a),

qui conviennent a un systéme quelconque de grands cercles. De ces
équations on déduit, en différentiant deux fois,

et emos s [dy\2 .ody
—cos(axr — o) = smzﬁbmzy <£> -+ tsmlﬁcosg-‘h—?;
ou
dy\3 . . d"y_
— cos(x — a) = cos(x — a) (ﬂ) + icos (x — a) cotiy =
d’ou
! ay® \ . . d*y
(§+ E;,—) 1tangly =
ce que 'on peut écrire ainsi:
dx\ dz, r—y d*z,
(l—’:—;;,d—y‘tang > = — e ?

en introduisant les deux variables x, et y, et prenant la seconde
comme variable indépendante.

Maintenant nous avons vu précédemment que les équations des
lignes asymptotiques d’une surface d’étendue minimum pour laquelle

C=flz+iy)+filxe—ir)=f(x)+fi(r))
sont
ar = =* _____\/fi(]',) :
dy, \/f'(;ﬁ) ’
donc si nous posons

Vix)=x =V (ro=¢

ﬂOl]S aurons
‘ dz, X,
&, Y
d’ou
a2z,
Ay X' ds, Y
T X, T
dy,
3o..
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En rapprochant cette équation de celle qui a été obtenue plus haut, on
voit que pour que la surface d’étendue minimum soit gauche, il faut
et il suffit que Pon ait, Y, étant réduit a 'une de ses deux valeurs,

X, r—y _ X Y
(I+Y‘>tang - ——-?T—l—fa

c’est-a-dire

(Y, +X,) (™ —er)=i(Y, — X)) (e + &™),
ou bien

(62) (Y, +X,— Y +iX|) =" (Y, +X,+iY, —iX);
différentions par rapport a x,, puis par rapport a y,, il vient
= (Y, — iY' ) = " (X, —iX,Y,
ee qui exige que
(Y, —iY',)=a2ime”, (X,—iX )= 2ime'",

m étant une constante réelle ou imaginaire, et par suite que

Y, — Y, =2meVr+ 24,

X,— iX|=2me® + 23,
a et 3 ¢tant deux nouvelles constantes de méme nature. Portant ces va-
leurs dans I’équation (62), on a

(X, +iX |+ 2a) =" (Y, +iY |+ 28),

doi _
X,+ X | = 2ne ™ — aq,

Y, +iY,=2ne¥ — af.
Rapprochant ces deux égalités des précédentes, on trouve
X, = me'® + ne % 4 g— e,
iX|=ne®1— me* — a — f3,
Y, = me"1 4+ ne 4+ o — B,

iY,=ne?1— me" —a — 3,
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ce qui ne peut étre qu'autant que l'on a

o+ ﬁ =0,
et par suite

ix

L — agq,

LT,

< X, =me"" + ne”

Y, =me” + ne” "+ aa.

Reste a déterminer les constantes m, n et a. Pour cela supposons que
Pon ait choisi les axes des &, 7 et £ de facon que 'une des génératrices
rectilignes de la surface soit paralléle i 'axe des », et qu'une seconde
génératrice soit paralléle au plan des (£, n) et fasse un angle égal a

™ 'y r oy .
5+ kn avec I'axe des &. Nous aurons pour la premiere genératrice

x =0, f(x=ir)+fi(x—1iy)= const,
par suite
J @)+ fi(— iy) = const,
d’ou

S =L1{—=¥);

puis, pour la seconde

x=kn, f(x+iy)+ fi{x— iy)= const,
par suite
J (km + iy) + f,(km — iy) = const,
d’ou ' _
S (kr+iy) = [ (kr —iy).
De la on déduit, en se rappelant les relations qui lient f” (o)) et f,/( y,)
aX,etyY,,
(me™ + ne” — 20)* = (me” + ne” + 2a)?,

( me™* 7

+ ne”* _ 20)2 = (me" ™ + neT* " 4 2a);
la premiere condition donne

m*—n*=o0 el 20(m~+n)=o,
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et la seconde

2itkm

m2et*T _pt— o et o (me*”" + n) = o;

. . ik
comwme on peut toujours supposer 4 tel, que Pon n’ait pas e =y
on voit que les conditions précédentes ne peuvent étre satisfaites que
sim=n = 0. Ainsi on a

Xj=—20, Y, =2«
par suite
‘ f'(xl)=b’ f’(]”c)=4_;3’
donc
S=(a+ib)(x+iy)+(a+ib)(x —iy) + ¢+ id,

a, b, ¢, d étant des constantes réelles, ou simplement
{ = 2ax.

Par conséquent la seule surface gauche d’étendue minimum est I’héli-
coide gauche & plan directeur.

Lherchons enfin les surfaces d’étendue minimnm qui ont toutes
leurs lignes de courbures planes.

Un a pour ces surfaces

¢ [tang*x +tang*i(y — m)] + (u — w) tangx .itangi (y — m) = o

et
u+w=o,
par conséquent
. d , . d
[tang®x + tang?i( y — m)]d—f; — atangx.itangi(y — m)—;; =o

et

&y dg

iz A=

Lia premiére équation considérée isolément s'intégre sans difficulté.
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En effet, en posant conformément 4 la méthode connue

dx dy dy

_

tang’z + tang?i(y — m)  — atangz.itangi(y—n)  ©
on trouve d’abord
{=0C, cotfx+i(y—m)]=cotfx —i(y —m)]+C,
et puis
§=Fjcot[x iy — m)]— cot[xr —i(y —m)]|,
pour Vintégrale cherchée. :

Déterminons maintenant la fonction arbitraire F par la condition
que la valeur de ¢ satisfasse & la seconde équation

&y dig

dzt " dyt T
En différentiant deux fois par rapport 4 x et par rapport a y la
valeur de &, on trouve '

a_p ! —1 !
de " Tlsinfaz iy —m)]  sint[x—i(y —m)]}
dﬂ__ , _ —_i i
dy —  lsinfe+i(y —m)]  sinfz—i(y—m)]{
dzt-'____ ] —I1 1 |2

dx? F 'gsin‘[.r+l(3'——m)]+sin’[.r—-i(y'——m)]’
cos{z +i(y—m)]  cos[z—i(y—m)]j )
sit{z+i(y—m)] sin’fz—i(y —m)}]
T i . i 2
7=F %sin’[.r-{-z‘(y—m)]+sin’[x—i(y——m)ﬂ
—cos{z +i(y —m)] cos[x—ily—m)]
sin® (& + i (y — m))] sin? & — 7 (y — m)] ’

n4

+ 21,

-+ oF/

F' et F” étant les dérivées premiere et seconde de la fonction F par
rapport & la variable cot [z + i(y — m)] — cot[x — i(y — m)] dont
elle dépend. De la on tire

&t ’ 1

B I, R — -

sin?[x -4 i (y — m)]sin* [z — i (y — m)]
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donc pour que

@'y
a;,—f—;y,: o,
on doit avoir
F'=o,
d’ot
{= ——;gcot [+ i(y — m)] — cot[x — i(y — m)]}|,

a étant une constante réelle,
La valeur de ¢ étant connue, nous avons encore a calculer z au
moyen de la formule

2,0

x ¥
z=Ccosx +C’sina:‘—|—f sin(e —.r)da—|—f ¢ cosiy dy;
o] o

or on a d’abord

f&;cosz]dj—————f cosiy

aiff cosiysin2i (y — m)

2 ), cos’z — cos'i(y —m) dy,

{cos[z+ iy -—m)]_cos[x—i(y—m)]}
sinz +i(y—m)] snjz—ilr—m)|

donc, en posant
y=m-+ 7y,

il vient

4 ] . {71 (cosimcosiy, — sinimsiniy,) sin iy, cosi
f Ccosz]'dy: __alf { Y i) sin iy, J’d),
0

cos’ z — cos? iy,
m

. Y\ costiy,d.cosi .. Yy sintiy,d sin i
= acosim BB asinim sin’iy.d sin iy,
- mcos‘.z —costiy, sm2 x — sin® ry,

et, en observant que, en général,
it
d.—
A

Bde . v . i -
fm:'—fdt—kl —_'_i'—;——t“"ltlarctangz"f"(_l,
+(3)
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on trouve

y
f §cosiy dy = —acosim.cosiy +acos*im-+asinim.siniy, +asin®im
o

.. icosiy, .. icosim
—acosx.cosim.iarctang ——— -+ acos.r.cosim.rarctang
- cosx cosx
. . isiniy, . L. isinim
“+-asinx.asmim.arctang ——— -+ asinx.isinun.arctang —
sinx sin
. . .. icosi(y — m)
=a — acosly — acosx.cosim.arctang —————
cosx
. icosim . C e isini(y—m)
~+ acosx.cosim.tarctang “+asinx.isinim.arctang —————
cosxr sin.x
. . isin im
“+asinx.isinim.arctang ——-
smx

D’autre part

fr(z_;>a,05i“ (@ —x)de

_ E X . _ . 1 ! '
=-—3 £ sin (& — ) [sin2 (@ — im) + s (“+im)] de

— —a *(sina cos x - cos «sin x) (sin? « cos®im - cos® a sin? im) de
) A (cosa — cos*im)

Fcostim — (costim — sin?im) cos’a
=acosx - d.cosa
A (cos?a — cos?im)?

3 2 e o
. sin®im -+ (cos? im — sin® im) sina .
+ asinx —— — d.sina,
o (sin’& — sin*im)

et, en effectunant les intégrations qui n’offrent aucune difficulté,

[(5), sinta—=)de

sin*im.cos?x .. icosx
= ————— — acosx.coszm.zarctang T
cos’x — cos®im cosim

cos?im.sin’x . e sinx
— @ =~ ——————— - asinx.isinim.arc tang ——
sin?x — sin?im 1sinim

icosx . e e s sinx
- +asmx.lsmlm.arctang, — 3
cosim sinim

31

= —a—acosx.cosim.iarctang

Tome V (2¢ série}. — JuiLLET 1860,
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sans tenir compte des termes de la forme Ccosx + C'sinx.

-x dc . .
f <d—y> LG5 (o —x)de,

L4

y
Réunissantla valeur de f {cosiydy i cellede

o
et observant que

. isinim =« sinx
arctang— = - —arctang ——
) sinx 2 isinim
et .
icasim T icosx
arc tang = -+ arctang —-—.
cos.T 2 cosim

on obtient

T . .o, icosi(y — m)

z= Ccosx + C'sinx — acosiy— acosx.cosim.iarc tangT

. L isini (y — m)

~+ asinx.isinim.arc tang ————
sinx

ou simplement

. .. icosi(y — m)
2= — aCOSU‘-—' acosx.cosim.rarc tang —————

. cosx
isindi (y — m)

-}-asin x.isinim.arc tang e

en négligeant les termes en cosx et en sinx.

Pour avoir les coordonnées &, v, { d’'un point quelconque de la
surface, on pourrait se borner a substituer la valeur de z que I'on
vient d’obtenir dans les égalités (4), wais on arrive plus rapidement
au résultat de la maniére suivante:

Exprimons d’abord z en fonction des variables z et 8 qui définissent les
lignes de premiére et de seconde courbure de la surface. A cet effet, ob-
servons que, d’aprés des formules établies au paragraphe précédent, on a

cosx:“’l—__'—,ﬁ—?, sinx = p\/}__fz:
Ve ~ Vot B
Vit g L . “Ji—a
cosz\]—-m):m, lSlnl(]~m):W'_T;P,
. cosim.\/ 1 4-BP+isinim.1—a* .. . __cosim.\/l—-a;+isinim.\/n+p=_
cosiy= s isiniy = — :
+B Vo' + 6
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donc,

Vo + 3z = — acosim./1 + B’ — aisinim.\/1 — a*

. —— . i e — i
—acosiin.ay1 *iarc ~ 5 . — o*arc tang -
ay'1 -+ [ farc tang - +aisinim.B\1 — adarc 83’
ou bien
Vol + B2 5= — acosim.\/1 + [? — aisinim.\/1 — o3

—acosim.a\1 + fAiarctangi o — aisin im.By/1 — a*arc tangf3,

ennégligeant des termes delaforme Ccosax + C'sin x dans la valeur de z.
Maintenant I’équation du plan tangent, étant en général

X cosx + Ysinx + Zisiniy = — z,

si nous substituons a cosx, sinx, isiny, z leurs valeurs en o et g, il
vient

Xayi-+p*+YBy1 — o+ Z (cosim.\/1— a? -+isinim.y 1+ 5?)
= acosim. 1+ B +aisinim.\1 — o® +a cosim.a\'1 -+ BPiarctangia

+ aisinim.fy1— o arctang 3,

. &
ou bien, en remplagant 7 = par « et B par ﬁ,
! - I =

‘\/l -+ ﬁz
aX + BY + (cosim.y/1 — B* +isinim. 1+ o?) Z
== acosim.y1+ a* +aisinim.y1— (3* + acosim.aiarcsinio.
~+- aisin im.]@ arcsin f3.
Or, les coordonnées &, 7, § doivent vérifier I'équation du plan tangent

et ses dérivées partielles relatives & « et & 8; on a donc les trois équa-
tions

2E + fin + (cosim 1 — B*+isinima/1+ o) §
= a cosim.\ 1+ a? + aisinim.y1— * -+ acosim.aiarcsinia

-+ ai sinim.f3 arcsin 3,
: 3i..
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aisinim
g obdicnbiitg

7 ¢ =acosim.iarcsinia,
I+ at

B cosim

n— { = aisin im.arcsin 3,

)

p!

pour déterminer les coordonnées &, n, §. A la place de la premiere
de ces équations, on. peut prendre celle-ci :

{=ayi+a® Ji— 3
qui résulte de ’élimination de & et de », et on a le systéeme plus simple

aisinim .. ..
£ 4+ ——— {=acosim.iarcsiniz,
Vl -+ a?

B cosim

isF

& =aisinim.arcsin g,
{=ayir @ Vim B
que I'on peut encore remplacer par le suivant:

§ — {sinim tangia = aa cosim,

n — §cosimtang B = afisinim,
§ = acosia.cosf,

en substituant « 4 iarcsinia, et 8 a arcsinf; lequel donne enfin

£ = aa cosim + asinim.sinia.cosf,
n = afisinim + acosim.cosio.sinfZ,

§ = a cosia.cosf3.

Nous allons, en dernier lien, nous proposer de fixer les fonctions
arbitraires f et f, qui entrent dans ’équation intégrale

E=flx+ir)+filx—ir)

des surfaces d’étendue minimum, par la condition que ces surfaces
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passent par des lignes données. Ce probléme, considéré dans toute sa
généralité, est trés-difficile 4 résoudre; nous nous bornerons ici a
traiter quelques cas particuliers intéressants.

Proposons-nous d’abord de trouver les surfaces d’étendue mini-
mum qui passent par deux droites données. Supposons que 'une
des droites se confonde avec I'axe des n et que lautre soit parallele
au plan de (&, n), rencontre I'axe des ¢ au point dont le £ est & et fasse

. . T y . )
un angle égal & ~ + kn, avec I'axe des & ; nous aurons, quel que soit

§=o pour x=o,
7
=

=" pour x=kn;

donc, en mettant la valeur générale de & ‘sous la forme

¢=3lo(r+iz)+o(r —im)]+ flo y+iz) =,y — ix)],

il faudra que

o(r)=0, =[e(y+ikn)— g,(y~ ikn)]=h.

La premiére condition montre que la fonction ¢ ne doit pas figurer
dans la valeur générale de §; quant 4 la seconde, si nous posons

91(2) = — =2+ ga(3),
elle devient ,
P2y + thr) = g, (y — ikm)
et donne alors

Y44

v2(2)=ZA,e",

la somme s’étendant a toutes les valeurs entiéres de p. Cela posé, on a

="

h
?::/f_,,x"' ZA,e

k4
P
Sin - x .
kl‘

Si I'on voulait que la surface passit, en outre, par une troisiéme
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droite parallele au plan des (€, %), et telle, que{ =/, x ==, il
faudrait que I’on-eiit pour toutes les valeurs de »

p
, R 77 . pk
h_—,;——l—EA,,e SIDTTI.
, R Cp e .. & :
Il n’est pas possible de satisfaire 4 cette condition quand T est incom-

mensurable, 4 moins de supposer A, = o, ce qui conduit 4 'hélicoide;

7

.k , n . . .
mais si — est egal au rapport — de deux entiers, on la rend 1dent1que
k n

en prenant pour p des multiples de n; encore faut-il que la con-

.. h k . . . . .
dition P soit remplie. On arriverait a des conclusions analogties

dans le cas ofi la surface devrait contenir plus de trois droites paral-
l¢les au plan des (&, »).

11 y a a faire sur la solution précédente une remarque essentielle :
d’apres la maniére méme dont nous avons opéré, nous avons seule-
ment obtenu une surface qui passe par des droites paralléles aux droites
données, de telle sorte que 'on a encore i fixer les constantes qui s'in-
troduisent dans le calcul de z, de facon que les droites données aient
chacune un point sur la surface. Comme il n’y a que deux constantes,
oon voit que lorsque le nombre des droites surpasse deux, on est conduit
a des éqnations de condition.

Le probleme précédent a éié résolu avant nous, mais d’une maniére
moins simple, par M.J.-A. Serret ( Comptes rendus de U Adcadémie des
Sciences, t. XL).

Cherchons, en second lieu la surface d’étendue minimum qui passe
par V'axe des & et qui coupe a angle droit le plan paralléle au plan des
(&, n) représenté par I'équation

¢=nh.

La question revient  ceci : Trouver la valeur de &, c’est-a-dire Pin-
tégrale de I’équation
da*g ay
T A =9

gui pour x = in se réduit & zéro et pour y= o se réduit 4 h. On

(R RN BT R T RN v
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reconnait que cette valeur de ¢ est celle qui exprime le systéme des
températures permanentes dans une lame rectangulaire indéfinie dont
I'extrémité est entretenue 4 la température % et les deux arétes infinies
a la température zéro; en empruntant le résultat obtenu par Fourier,
on a donc )

cosx

a2h . o - - 2h
=== {arc tang e+ arc tange‘”“—‘”} = —arc tang .——-
T b isiniy

Calculons maintenant z au moyen de la formule
. 7 , *rdy .
5= Ccosa+ (' sinx +f gcosiydy +f (~) sin(a — x) da.
>3 o d}’ o, 0

Or, dans le cas actuel,

7 el 2k "7 . 't cosz
J. geosiydy = =) cosiy.arc ang T 1y
2h. . . cos x 24 Vcos'r — sin‘iy
= — —isiniy.arctang —— — — cosx.logt """ " Y,
™ isiniy T cosx
puis
Yid . 2k ("Tsin(a—x
f (—E) sm(oz—x)da:—f —(“—)a'a.
o dy 0 ™ Jo coS z
2h 2k .
= — —cosx.logcosax — — xsina,
T ki
donc -
2h . a2k, . . cosx 2k S D
2= —-XsNx ———isiniy.arclang —— — —cosx.logycos?x —sin%iy;
oom ™ ismiy ™ _ -

substituant cette valeur de z dans les relations (4), on a pour déter-
miner les coordonnées rectangulaires &, v, ¢ d’un point quelconque
de la'surface, les trois équations

35 X o ! g J (7

cosx cos x

2/ 2k .
§ = —arc tang = —aresin
™ T

tsmy €os* z — sin’iy
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d’oti l'on tire

. 24 | ——— ah 2 h . cosT
£ =" logycos®x —sin® 1y _ —x = - arc il ———————1
o gV A = == \/cos”x — sin*iy
et enfin
COs — 7,
2k A
‘E - —l = b)
™
S11} —
2/tg

Cettesurface, quicorrespond, comme onl’a vu plushaut, a la premiere
question résolue par Fourier dans sa théorie mathématigue de la cha-
leur, a été indiquée depnis longtemps : on la‘trouve dans un Mémoire
de M. Scherk, inséré dans le tome XIII du Journal de Crelle.

Proposons-nous encore de trouver la surface d’étendue minimum
qui touche une surface donnée suivant une certaine courbe ou, ce qui
revient au méme, qui passe par une courbe le long de laquelle on con-
nait la direction de la normale.

Soit

y =¢o(x)

ou mieux

Fyi=g9(x)

en introduisant les variables :x,=x +1iy, y,=x — iy, la relation
connue qui définit la direction des normales 4 la surface cherchée, tout
le long de la ligne donnée; supposons d’ailleurs que V'on ait exprimé
en fonction de x,, la coordonnée & et 'arc ¢ de la courbe donnée
et que 'on ait

€= ‘Pc(-rc): G = ?2(-1'1)-

Si I'on observe que le carré de I'élément d’une courbe quelconque
tracée sur une surface d’étendue minimum est

oo B2 A5 L
- ds* = fcos > dx,dy.dx‘dj“

on voit qu’il s’agira de déterminer les fonctions arbitraires f et f, qui
entrent dans la valeur générale de &,

E=f(x)+ /()
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par la condition que I’'on ait
S@)+f () =g (20,
feos? x[__zif,(xl)f,i (rody =g, (=) dx,,

lorsque
Ji= ?(xi);

ou, ce qui revient au méme, de facon que
S @) +f (e (e) =9 (x)
4 cos? ﬂ——y‘f’(a'q (e (x) =9, x,)]

2

toujours pour

yi=¢(x,).

Or les deux derniéres équations font connaitre les dérivées f'(x,),
S (ry); dailleurs, au moyen de la relation y, = ¢ (x,), ces dérivées
peuvent s'exprimer la premiére en fonction de x, seulement, la seconde
en fonction de y, seulement : on peut donc par des quadratures avoir
aussi les fonctions f'(x,), f, () elles-mémes, et la surface est ainsi dé-
terminée. ,

Observons toutefois que notre calcul introduit trois constantes arbi-
traires, ce qui ne doit pas surprendre, puisque nous avons seulement
employé les dérivées des équations

=g, (x,), o=g,(x,);

nous aurons donc encore, dans chaque cas particulier, 4 fixer les trois
constantes par la condition que la surface passe réellement par la
courbe donnée.

La solution précédente conduit surtout-a des résultats simples
lorsqu'il ¢’agit de trouver la surface d’étendue minimum qui touche
une sphére suivant une certaine courbe. En effet, en prenant le rayon
de la sphére pour unité, nous avons alors pour la courbe donnée

g =itangiy, do?= —— (dx?+dy?),

cos?iy

Tome V (2¢ série). — JuiLrLer 1860. 32
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ou bien

§ = itang I AN P R . S— dx,dy ;
2 B
oy

donc les équations qui déterminent f’ (x,) et f,' (r,) se réduisent &

S )+ S (o0 (x) = gT’

F@f )= —=s

d’ou 'on tire

ou bien

29’ (2,) cos* .z.T——y.

La seconde solution rentre dans la premiere, car elle donne pour f(x, )
la valeur que la premiére fournit pour f, (), et pour f, (y,) la valeur
que la premiére fournit pour f(x,); nous pouvons donc nous borner
a la premiere solution ; ainsi en exprimaut

i

‘z‘—
2 cost 2T

en fonction de x, au moyen de la relation y, = ¢ (x,), et intégrant par
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rapport 4 x, nous aurons f(x,); de méme, en exprimant

—

x —
2cos’—~'——y'
2

en fonction de y, et intégrant par rapport a y,, nous aurons f,(¥,).

Faisons une applicationsimple : supposons que la courbe tracée surla
spheére soit la loxodromie représentée par I'équation y = x, laquelle
équation donne

¥y =—1ix, et x,=iy,.

En opérant comme il a été indiqué, on trouve sans difficulté
R L (r=4-i) 2 ‘
flx,) = ~— tang [——;———] -+ coust.,

Sflr) = 12;1' tang [(I—Tl)y‘] -+ const.,

et, par suite,

¢ = tang[ k. (x+zj)] —!——tang[ x—-lj)]

Le probleme général que nous venons de résoudre permet de déter-
miner une surface d’étendue minimum d’apres I'une des conditions
suivantes :

1°. Connaissant une de ses lignes géodésiques;

2°. Connaissant une de ses lignes asymptotiques;

3°. Connaissant une de ses lignes de courbure;

4°. Connaissant une de ses lignes d’'ombre;

5o, Connaissant une de ses lignes de perspective.

En effet, dans chacun de ces cas, on connait la direction que doit
avoir la normale a la surface tout le long de la ligne donnée. Dans
le premier cas, les normales & la surface sont les normales principales
de la ligne donnée; dans le second cas, les normales & la surface
sont les bi-normales de la ligne donnée; dans le troisieme cas, les
normales 2 la surface sont I'un des systémes de normales 2 la ligne
donnée qui formentune surface développable, etc.

Faisons quelques applications.
32..
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Cherchons, en premier lieu, la surface d’étendue minimum qui
admet pour ligne asymptotique une hélice donnée. Supposons le cy-
lindre sur lequel I'hélice est tracée paralléle aux §; représentons sa
base par I'équation

¢ =09(x),

ou ¢ désigne I’arc de la courbe compté 4 partir d’une origine fixe, et x
Pangle que la tangente prolongée du coté des ¢ négatifs fait avec I'axe

des &; enfin appelons;—r — 6, 'angle que les tangentes a I’hélice font avec

I'axe de &; nous trouverons sans difficulté pour la surface cherchée

= fole+i(y—yo)l+elx—i(y — )l

2isinéy,

Yo dépendant de §, par la relation langi@o =

Cherchons, en second lieu, la surface d’étendue minimum qui admet
pour ligne de courbure une ligne plane donnée.
Supposons la courbe donnée dand le plan des (&, 7) et représentons-la
par I’équation
7 =¢(x),

ou ¢ désigne arc de la courbe compté 4 partir d’une origine fixe,
et x 'angle que la normale 4 I'extrémité de ¢ fait avec I'axe des £, on
aura pour I'équation de la surface cherchée

lsi)’o : 99[.1,' =+ i(f '—.70)}'— (P[x - i(.f '_fo‘)] :’

=

2¢O

Yo étant une constante arbitraire.

IX. — SurFraces POUR LESQUELLES LA SOMME DES DEUX RAYONS DE
COURBURE PRINCIPAUX EST DOUBLE DE LA NORMALE.

I’équation (25) donne immédiatement

(63) : Ut Wt =0,
isiniy
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ou
d? d? . .
(64) d——;+(7yf,—2zcotzf-%+z=o,

pour I'équation aux ditférentielles partielles des surfaces cherchées.
Je pose
z,:fcoisin{')f(lf;
en substituant dans I’équation (64) et différentiant par rapport 4 .
il vient ,
do  dw

:{;9+dy2——0’

c’est-a-dire I’équation de la chaleur, comme dans le cas des surfaces
d’étendue minimum. On a donc

o =f(x +i)+fi(x—ir)

/et f; étant deux fonctions réelles ou imaginaires quelconques et par
conséquent

s= [(fla +ir)+ fila — iy} isinipdy,

ou la fonction de x qui accompagne l'intégrale doit encore étre dé-
terminée par la condition que I'équation (64 ) soit satisfaite.

Le calcul général de cette fonction de x n’offre aucune difficulté,
il suffit de suivre la marche qui a déja été indiquée i I'égard de Vin-
tégrale des surfaces d’étendue minimum, et on trouve

y ) x
z = Ccosa + C'sinx +f wisiniydy -|—f W0 SN (& — x)da,
(] (4] -

24,0 étant la valeur que prend o pour x = et y = o.
On reconnait sans peine que .

= itang{y.w,
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de telle sorte que, w étant connu, on a &, par suite
= iy 5, w = cosi 4c
= cosiy = = cosiy: o5

puis enfin z au moyen de 'équation (63). Ceci fait voir d’une seconde
maniére que la surface est complétement déterminée, du moins quant
a la forme, lorsque & la valeur de w, on joint la condition

28

Uu—+w-—+ o =20
isiniy

Nous aurions beaucoup de choses a dire sur les surfaces consi-
dérées; leur analogie, au point de vue analytique, avec les sur-
faces d’étendue minimum fait pressentir en effet que 'on peut résoudre
pour ces surfaces les mémes problémes que pour les surfaces d’éten-
due minimum. Nous nous bornerons a indiquer une propriété assez
curieuse relative aux lignes de courbure.

En calculant, comme on I'a indiqué plus haut, les valeurs de u, v,
w, on trouve

o= isiniy { f'(x+iy)+ filx— i),
w= —siniy | fx+iy) = filx =il = gl flo+ i)+ filx =i},

w=siniy | f'(x +ir) = filz = o)) — 55 fle + D)+ file = D)),

cosiy !

Portant ces valeurs dans I'équation (23), il vient

(&) - L ) —File =) dy
dx Sz + )+ fl{e—ir) dx

—1=o0,

pour P'équation des lignes de courbure des surfaces considérées : or
cette équation est aussi celle des lignes de courbure des surfaces
d’étendue minimum ; nous pouvons donc conclure qu’a chaque sur-
face d’étendue minimum correspond une surface ayant en chaque
point la somme des deux rayons de courbure principaux égale au
double de la normale et dont les lignes de courbure sont respecti-
vement paralléles i celles de la surface d’étendue minimum. Ainsi,
au plan correspond la sphere, & la surface d’étendue minimum du
genre hélicoide correspond la surface dont les coordonnées &, n, ¢

! N ! ' v T ST I R ]
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vérifient les équations

Esinax — y cosax — — acosiy + acos.x,

axr + by

Ecosax 4y sina -
cosiy

+ bisiniy — asinx,

§ = (ax + by)itangiy.

Lorsque @ = o, cette derniére surface devient la surface de révolution
qui a pour méridien la courbe définie par les deux équations

by C .
E= cosiy + bisiniy,

§ = byitangiy.
Signal‘ons encore une surface & lignes de courbures planes, que I'on
obtient en posant ‘
ai . .
= —;gcol[x-ﬁ— i(y —m)] —cot[x—i(y—m)]¢
En portant cette valeur de » dans I'expression générale de z,

‘ , .
z:Gcosx+C’sinx+f wisiniydy + f 0,08 (¢ — x)da,
0 o

on trouve, par un calcul dont on a déja indiqué les détails,

L. <. icosi (y—um)
Z2= — aisiniy + asinim.cosx.arctang ——"——'
cosx
. . isini(y —m)
+acosim.sinx.arctang ————*
‘ sinx
puis on a, pour déterminer les trois coordonnées &, u, ¢ d’un point
quelconque de la surface, les équations

& +{sinim.tangioa = — acisinim,

n — { cosim.tang 3 = a f3cosim,

g (isin im cos im

- —-——~» _—.aisinim.cosioc+acosim.cosﬁ.
cosia cos - )
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X. — SURFACES APPLICABLES SUR LA SPHERE.

Les surfaces applicables sur la sphére ou plus généralement celles
dont les rayons de courbure principaux ont un produit constant sont
caractérisées par la condition

—a?

(65) uw — 9= ——,
[elo 1} y
a étant une constante réelle ou imaginaire.
En tirant de P’équation précédente la valeur de u et différentiant
par rapport a y, il vient, a cause des relations (8),

e 2, 2 @ . . 2 2 3azy
(66) ¢*r—2pgs+ (P cos‘,.,)t+ttangv-q(p +q +cos.,.y) =o,
ou l'on a fait, pour abréger,

at__dy_ dt iy oL

== P @—q’ dz = dz'dj:S’ dy?

L’intégration de I’équation (66) me parait offrir de grandes difficultés:
les nombreuses tentatives que j’ai faites 4 cet égard ont toujours été
infructueuses; je n’ai pu jusqu’ici qu’opérer une certaine réduction,
qui constitue toutefois, selon les idées généralement admises, un pre-
mier pas vers I'intégration définitive.

On sait que les équations aux différentielles partielles du second
ordre dans lesquelles il n’entre que la dérivée ordinairement repré-
sentée par s, forment le type le plus simple, et que c’est d’abord a des
équations de cette forme que I'on cherche & ramener les équations plus
générales dont on se propose l'intégration. Ampere, dans le grand
Mémoire qui fait partie du XVIII® cahier du Journal de I’ Ecole Poly-
technique, conseille toujours la réduction dont nous venons de parler,
et indique le moyen de Peffectuer toutes les fois que les équations aux
différentielles ordinaires de la caractéristique de Monge coundunisent a
deux combinaisons intégrables. L’équation (66) ne rentre pas dans le
cas traité par Ampere, les équations de la caractéristique n’admettent en
effet aucune combinaison intégrale; cependant il est possible d’en
faire disparaitre les termes en ret £. La méthode que jemploie pour
opérer cette réduction s’étend & un grand nombre d’autres équations;
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je pense faire une chose utile en en présentant ici une premiere appli-
cation. i

Considérons, 4 Vexemple d’Ampére, x et par suite z, p et ¢, comme
fonctions de y et d’une nouvelle variable o; désignons par les sym-

Y. 0. .y . .
boles 5 ya les dérivées relatives i ces nouvelles variables 7 et o, nous
aurons '

dz

dz:p(:;;dy+ aatia)+qdy=g—§dy+%§dq,
dp:r(%;rfj—r-g—zda/)—ksd]:g—gdf—l—gi;da,
dq:s(g—“;dy—i—%da)%—tdy:i—jc{r%—g—zda,

égalités qui ont lieu pour toutes les valeurs de dy et de da, et qui,
par conséquent, entrainent les suivantes :

SR LINDE LS LR L)
Spby q“by’ Py =3’
dr op dx dp
{ PO - _——
\67) rB)’_'— £ 35’ rba s
dx __%q dxz _ dg
Sry—l— t—a ’ Sﬁ__b—;

De la troisiéme et de la cinquiéme on tire

2
P YR 3
- E ? —D‘}’ B_}”
oy

en portant ces valeurs de r et de ¢ dans I'équation (66), il vient

p

q2($’—s> 2 a 3_9_5;3_’;

e 2pgs + P."coss,-y dy by)
dy

. 3a
-+ i tangiy.q (p” + ¢* + co:i_y) =0;

/

or « étant entiérement arbitraire, on peut assujettir cette variable a la
Tome V (2¢ série). — JuiLer 1860. . 33
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condition que le coefficient de s soit égal 4 zéro ; nous obtenons alors

2 hj 2 Dz
(P55 () = o=

oy
ap ) a* \dgq . . 2 2 3a? dr
2 2 - {7 — =0
q D_y—_‘_ [(p — cos‘ij>ay+ltanggy.q p+q9—+ cos'iy) |3y ’
ou mieux

a da — o
<P+ COS'{}’ 37—'_9_ ’

2 a* \dgq a op . . 2 2 3at \
(P - cos‘{y-) dr 7 (P + cos’z’_y) dy +itangiy.q (P Bk cos'ly ) 0

3

en réduisant le premier membre de la premiére équation a 'un des
facteurs dans lesquels il se décompose; et si nous joignons a ces deux

équations celles-ci :
dz dx

v =Py

dxzdp dg _ dpdx
drde ! Ja dyda’

qui sont comprises dans le groupe (67), nous avons.quatre équations
pour définir complétement les fonctions z, x, P> ¢ de y et de a.
Je considére d’abord la seconde de ces équations

*\ a \? . . 9 3a?
(68> <P2 - a)‘:‘—f)’> ah;{ —9 (P+cos’iy> §+ ltanglf'q <P2+ (]_"‘" cos‘iy):o :

Comme elle ne satisfait pas & la condition d’intégrabilité, elle ne cor-
respond pas & une relation en termes finis contenant P> g et y; toute-
fois elle permet d’exprimer p et ¢ au moyen d’une fonction arbitraire
de y et de « et de la dérivée de cette fonction par rapport a4 y. En
effet, écrivons-la ainsi

d (P a ) p a
o G\ T aer) o P aenl i
g_ +2¢7? AL 4 — ttangiy adh 4 G gl{ ,
Ay __a o s __ @
P cos’ iy P cos'iy | cos'iy
puis posons
de
it ’ i’P cos*ly )
— ang] p —T

P+ cos’ iy
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et multiplions par ¢? (p — )2, il viendra

cos? iy

af ,_ _a \dg™ -2 2 2 J —_ %
® (P cos%}-) oy T2 P_coszij Sr P cos®iy

ot a 2bm+2wbm_0
‘ 7 »\P cos’iy | dy dy T 7
d’ott, en intégrant, -

2 ‘ ‘
—2 2 __
cos“i_r) ¢+ =G

w? ( p—
C étant une constante par rapporti ¥, c’est-a-dire une fonction arbi-
traire de « que I'on peut toujours supposer eégale a 1, en remplacant

par »y/C ce qui naltére pas la valeur de p- On a donc les denx équa-
tions

p a do

cos?iy . . W
Ta— = - ltangz] . ';)
P cos® iy

2 __a —2 2
@ (P COS%}’)q +et=1,

qui font connaitre des valeurs de p et de g satisfaisant 2 "équation (68)
quelle que soit la fonction w.

7

Considérons maintenant Iéquation

+ 2 )2 o
P costiy Jdy =205

st nous substituons 4 p et ¢ leurs valeurs en fonction de o, il
vient '

dw
k).z:__ dy .
o itangiy\/l —w

d’ou, en intégrant,

dew J
x ___f Y __ arcsine + (‘arcsinwa'y
- itangiy 1 — ot itangiy ) sintiy

33..
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ou
... . 6
x =— isiniy.cosiy - + 6,
en posant ’

g
arc sin & = S§in I‘)"-g
11 ne reste plus qu’a vérifier I'équation

'b.rbp dg _dpd=

dJyda ' da  dyde
. dx
qui, en se rappelant la valeur de 55’ donne

o de dy

)bq dxdp

a \? 4 —
P cos?iy P cos*iy

puis

da 4+ a dp 2aisiniy 2 aisiniy
P cos’iy dy - cos'iy costly
3% -+ = ’

a a
da P+ cos? iy P+ cos’iy

c’est-a-dire

Yo (. a do

dady dy p cos*iy dy
3 -+ = —

x a (0]

da P+ cos?iy

-+ itangiy.

Or, en intégrant, par rapport a y, on trouve

dx a w
da <P + cos’iy) =G cosiy '

C étant une fonction arbitraire de «, d’ou, en introduisant la fonc-
tion 4,

2

hL S .
32 lSlnl_}’.COSI:}’-baby

— C0o%1) | cos ( sin?/ 2032 (Ginaiy. 28 tang iv.si [ og.. 04
T 2aisiniy Ly 3r /)y sin l,}'a—y' =+ 1tangiy .sin (\sm Uﬁ);
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ou plus simplement

28 0 e 26\ 06 Yoo (38
(69) d ey _}r‘bm n_yi\/ 1_‘LOS< >.DJ‘?+\/y§—lbln<$’—'>

€n posant

Toule la question est évidemment ramenée a intégrer cette derniere
équation, car si on avait 6 en fonction de «, et de y,, et par consé-
quent en fonction de « et de y, on connaitrait par cela méme en tonc-
tions des mémes variables, x, puis p et ¢, puis z au moyen de la
relation

Iz dx
dz = (pb—y —+ q)dj—l—ps—“ da
qui satisfait 4 la condition d’intégrabilité, 4 cause deI'équation

dzdp | 29 dpdT,

dydea da ~ dyda’

et en éliminant o de la valeur de z au moyen de la relation qui donne x,
on aurait I'intégrale cherchée en z, x et y.
'8

- mais elle ren-
dal

I.’équation (6g) ne contient pas la dérivée seconde

2

26 P . R N
ferme —; nous avons donc encore a faire disparaitre cette derniére
c 1

oy

dérivée. Pour ne pas trop multiplier les notations, nous changerons §
en z, ¢, €N X, ), en B L L L

y O N, N Yy N = P = Vv N ety T
%6 dz ¢ . d
557 e i = b ce qui onnera
(69 bis) p—rs=rx*yy* —1cosq.i~+ ;/*y sing.

y—t

Considérons y et par suite z, p et ¢ comme fonctions de x et d’une
. r s P b . '] »
nouvelle variable o.; désignons d’ailleurs par les symboles - ;— les dé-
- o

rivées relatives & ces nouvelles variables & el o, nous aurons comme
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plus haut les égalités

by____Bz dy __ 9z
P95 935~ 7.
0y __dp y _dp .
(70) GRIRFFEnE P PAS PR
0y __ g dy _2¢q
S+tb_x—b—x’ tb—;—-a—a
De la cinquiéme, on tire
29 _,
t__bx .
=5
dz

en portant cette valeur de ¢ dans 'équation (6q bis), il vient

dq

s = 3T T cosg. 0 -
P ]’s—.}r \/.)’ ICOSCI b_-.y +\/'_7"-—-I

sing.

dx

Mais o« étant tout a fait arbitraire, on peut assujettir cette variable a
la condition que le coefficient de s soit nul, nous obtenons alors

dy —_—
32 = IVt —1cosq,
dg __ y N

P 5= E==sing,

et si nous joignons a ces deux équations celles-ci

dz __ dy
b_.z:_p—l—qﬁ’

dp drdqg  drdg _

da dx da dadx  ?

qui sont comprises dans le groupe (70), nous avons quatre équations
pour définir complétement les fonctions 2, , p, ¢ de x et de a.
2

Eliminons p et 3 entre la premicre, la seconde et la quatriéme équa-
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tion, il vient

dy
dr g 73 dq . a
+ ——=Z——cosq.2 — L
T3z T ey 08y, sing F—ni— 9
dot ltipliant par 2= 24 o4 o0 et blissant
ou, en multiplian par ——— 5_eten rétablissant a la place de cos ¢
2
dx
sa valeur — =,
INyI—1
oy W
g g dr (g \? J. dx da
2__ )2 94 (99 - —
2(y ’)axaxaa""”fbx(aa) +23a(y\/y_—2_l PV el

on bien

dy N\ 2
J. dg \ 2 . 2 __
=0 () ]*a‘az(%J) =

et en intégrant par rapport & x
Ay 2
3¢\, | 2Vri—a .
(fz—l)(rm)—'_( Yea = (,

C étant une fonction arbitraire de «.
Pour simplifier ce résultat, je pose les deux égalités

VCda = du,, .y dy,,
wWri—t

dont la seconde donne

(%4

arcséc y=y,, cosq = b—’—'
£

et )’obtiens
gt (22)" = [+ ()] [~ (2]

on bien, en employant les notations ordinaires,

<

I

stangz =1 — p?y1 —¢*.
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Telle est, en définitive, I'équation qu’il faudrait intégrer pour avoir
Péquation en termes finis des surfaces dont le produit des rayons de
courbure pincipaux est constant.

Nous n’avons eu en vue dans ce qui précéde que l'intégration
générale de I'équation (66); si nous avions voulu obtenir des inté-
grales particuliéres, il nous aurait été bien facile de retrouver tout ce
que I'on connait A ce sujet. Ainsi cherchons les surfaces hélicoides qui
satisfont a I'équation (65), on a (§ XII, 1™ Partie)

. Y
wu=Y, v=imcosly, wW=—;: —)
. itangly
par suite
YY 2 2 a?
- — —m?cos? iy = — ——
1tangty cos’ly
d’ou

9 a*
Y=\/C—-m2cos‘zy— —
cos®iy

Y étant déterminé, on connait par cela méme u, v, w, par suite z et enfin
les coordonnées rectangulaires &, », £ d’un point quélconque de la sur-
face, en suivant la marche indiquée au § 1II de la premiére Partie. On
retrouve ainsi d’une maniére simple une classe de surfaces applicables
sur la sphére que M. Minding a donnée dans le tome XIX du Journal
de Crelle.

Cherchons encore les surfaces imaginaires que M. J.-A. Serret a
fait connaitre dans le tome XIII de ce journal. On a pour ces sur-
faces

et par suite

. a
u:—t(v+ - >;
cosiy

en portant ces valeurs de u et de w dans les deux relations

du—-ﬂ—!— [ tang?
dy ~. drx vangy . w,
dw__du it .
= =z, T ilangiy.e

O TR LI
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on trouve pour résultat unique '
Ldv  dv .
L= &+ ttangy .9,
d’ou l'on tire

v=cosiyf(x+1r);

ce qui donne

w= i[cosijf(x +iy) — COZ’_]],

U= ——i[cosifj(xﬁ-z_’y)q— 2 ]:

cosiy

u, v, w étant connus la surface est déterminée. :
Signalons la valeur de { qui, étant en général Vintégrale de

4

. dx + L Jﬁ’
cosiy cosiy
devient ici

{ = F(x+iy)-+ atangiy,

1a fonction F représentant I'intégrale de la fonction f.

Toutes les propriétés que M. Serret a reconnues aux surfaces consi-
dérées deviennent pour ainsi dire évidentes au moyen de nos formules.
Ainsi les valeurs de «, v, w donnent immédiatement

(w— w)+ 4o*= 0,

ce qui prouve que les surfaces ont leurs rayons de courbure princi-
paux égaux entre eux. De méme l'équation générale des lignes
asymptotiques

dy

u+2vdy 1_0
-d_z—'—w dz] — 77

’ r_* 14 d . .
étant vérifiée, dans le cas actuel, par 2£ = i, on voit que les surfaces

ont pour transformées sphériques deslignes asymptotiques de T'un des
systémes les grands cercles imaginaires

y =ix -+ const.

Tome V (29 série). — JuiLLer 1860. 34
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et sont par conséquent des surfaces réglées. Nous pourrions encore
ajouter quelques autres propriétés relatives aux lignes de courbure,
aux lignes isométriques, aux lignes géodésiques. Mais nous nous .en
tiendrons 4 ce qui précéde.

XI. — SURFACES DONT LA COURBURE MOYENNE EST CONSTANTE.

Les surfaces pour lesquelles la somme des inverses des rayons de
courbure principaux est la méme en chaque point et qui sont définies
par I’équation

—(u + w) = uw — v?
cosiy

se ramenent immédiatement i celles qui ont été étudices daps le para-

graphe précédent. En effet, si on change zen z + acos iy, v ne change
? b a 2 : L4

pas, u et w augmentent 1’un et Pautre de o5y donc Péquation précé-

dente devient
2a?

cos?iy

=y — ¥,

qui est bien celle des surfaces pour lesquelles le produit des rayons
de courbure principaux est constant. Ce rapprochement entre les
surfaces applicables sur Ia spheére et celles dont la courbure moyenne
est constante, qu’il est d’ailleurs facile d’expliquer par des considéra-
tions géométriques, comme je I'ai fait voir, il y a plusicurs années,
dans les Nouvelles Annales, t. XII, montre que les surfaces étudiées
par M. Ernest Lamarle, dans le numéro d’octobre 1859 du Journal de
Mathématiques, se raménent immédiatement 4 celles que M. Minding
a fait connaitre depuis longtemps dans le Journal de Crelle.




