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SUR LA FORME
x"’—+-]'2+3(z2+t’};

Par M. J. LIOUVILLE.

Que tout nombre entier n puisse étre exprimé par la forme
* —l—]‘2—|—3(zz+t2),

en prenant pour x, ¥, z, ¢ des entiers, c’est ce qu'on peut établir,
comme j’ai déja Voccasion de le dire [*], par la méthode méme que
Lagrange a suivie pour la décomposition d’un nombre en quatre
carrés. Mais je veux ici aller plus loin et fixer avec précision le nombre
des représentations de tout entier donné n sous la forme indiquée,
c'est-a-dire le nombre des solutions de I'équation

n=x*+ y* + 3(2* + 2%},

ol les entiers x, ¥, z, t peuvent étre indifféremment positifs, nuls ou
négatifs..

Je distinguerai deux cas, suivant que 7 est un entier impair ou bien :
est de la forme 2”m, m étant impair et & > o.

Dans le premier cas, celui ou 7 est un nombre impair, le nombre N
des solutions de 'équation

n=a® 4+ y* 4 3 (8 + 1*)

s’obtient trés-simplement ; c’est le quadruple de Ia somme des diviseurs
de n, ceux que 3 divise exceptés.

Ainsi pour =1, on a N =4, et c’est ce que 'on voit a priori en

"] #oir tome I {2° série), page 230.
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observant que
1=(x1+0*+3(0*+ 0*)= 0%+ (£ 1)* + 3 (0* + 0?).

Pour n = 3, les diviseurs de 7 sont 1 et 3, mais le diviseur 3 doit
étre exclu. Il vient donc encore N = 4. Et c’est bien ce que montre I'é-
quation double

3=0"+ 0+ 3[(x1)+ 0] =0+ 0+ 3[0* + (£ 1)?].
Soit encore n = 5. On aura N = 24. Les équations
S=(F0)+ (F 1)+ 3o+ (F 1P]= (£ 1) + (1) + 3[(2:1)'+0?]
et
5= (=12 +(£2)2+3(0*+ 0?) = (= 2) + (= 1)+ 3 (0 + 0?)

confirment ce fait.
Quand on a

n—=2%"m,

m étant impair et o > o, la regle pour trouver le nombre N des solu-
tions de I’équation -
=4 y? 4+ 3 (z* + )

est un peu plus compliquée. 1l faut alors opérer sur le facteur impair
m comme tout A I'heure sur n, c’est-4-dire chercher la somme des di-
viseurs de m, ceux que 3 divise exceptés. Soit S cette somme. Je
trouve pour N la valeur générale que voici :

N=4(2"""—3)8.
Pour o =1, n = 2m, on a donc
N = 45;

poura=2,n =4m,ona
N = 208;
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pour & = 3, n=8m, on a

N = 525;
poura=/4,n=16m, on a

N =116S;
poura =25, n=32m, ona

N = 244S;

et ainsi de suite.
Ajoutons quelques exemples, et d’abord soit n =2, d’ott & =1,
m=1, S=1, N=4: cela s’accorde avec I'équation

2=(x1%)+ (£1)® + 3 (0% + 0?).

Soit ensuite 7 =10, dou =1, m=5, S=6. On en conclura
N = 24; or c’est bien ce qui résulte des expressions ci-apres du
nombre 10: -

(£1)* 4 (i5)2+3(o2+02), (£2)* 40" +3[(E£ 1)* + (£ 1)*],
(=3 +(x1)+3(0*+0%), o+ (x2)?+3[(=1?)+(=1)*].

Soit encore n =4, d’out & = 2, m =1. }] viendra N =20, comme
le donnent effectivement les expressions suivantes du nombre 4 :

H

(£2)*+0*+3(0* +- 0?%), 0* +(=%=2)* +3(0* +0%),
(1) +o0?+3[(=1)*+0%], (1?40 +3[0®+ (1)),
o? o?

+ (£ 1)+ 3[(F 1)+ 0?], + (£ 1)2+ 3[0® + (= 1))

Enfin soit 7 = 120. En observant que 120 est le produit de 8 par 15,
on verra que, pour ce nombre 120,0naa =3, m =15 : les diviseurs
de 15 étant 1, 3, 5, 15, apres avoir excla 3 et 15 que 3 divise, on ob-
tiepdra S = 6; d’ou finalement

N =52 %6 =312.

Je laisse au lecteur le soin de vérifier ce résultat par le calcul direct.
La formule
N=/4(2"""—3)S
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qui fournit le nombre des solutions de I'équation
2”m=x* + )+ 3(2* + *)

quand « > 0, ne convient pas au cas de @ =o. On aurait une for-
mule générale en posant

de [20.-4—[ —_— — (__ I)qd]s’
ou bien encore
N=4 [2“"“ — 2 — cos(z“ﬁ)] S.

Mais il est plus simple de considérer séparément les nombres impairs
et les nombres pairs. ’

Jusqu’ici nous avons admis tout  la fois et les solutions propres et
les solutions impropres de I'équation

n=uax?+ y*+ 3(2* + £*).

Excluons maintenant les solutions impropres ou z, y, z, { ont un fac-
teur commun > 1, et cherchons le nombre M des solutions propres.
A cet effet, mettons en évidence les nombres premiers qui peuvent
entrer dans la composition de n, et posons

n=2°3%a"b"...c"

ot o et 3 peuvent se réduire a zéro. Nous séparons 2 et 3 des autres
nombres premiers a, b,..., c. Ils jouent en effet un role particulier.
¥observe d’abord que quand on a

v

2o,
il vient

M=o0;

car alors x, 7, z, t ont nécessairement le diviseur 3.
Restent les valears

! ! ' (L ' [ pon : (R RN L IRV SR B |
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répondant aux deux formes
2%a"b’... ¢”, 2% 3.a"b ... .

Or il est aisé de voir que pour les deux nombres qu’elles donnent en
prenant pour e, a, ., etc., les mémes valeurs, la valeur de M est aussi
la méme. Désormais donc nous supposerons f§ = o, partant n premier
a 3, ou

n=2%a"d’... c".

Cela étant, M dépendra du produit

(@ +a" b+ &) (" + )

k)

que je désignerai par R, et de I'exposant a.
Pour 2 = o et pour o =1, C’est-a-dire pour n impair et pour n
simplement pair, on aura
Pour & == 2, on aura
M = 16R.

Enfin pour & > 2, on trouve généralement

M =3.2"""R.
Soit, comme exemple,
n=5%:
il viendra
M= 4(5*+5),
tandis que

N=4(5"+5+41);

et en effet on a dit perdre les quatre solutions contenues dans la double
égalité

5% = (£ 5) 4- 07 + 3 (0% + 0%) == 0%+ (= 5 + 3 (0* - o).

Soit ensuite
n=45%;
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il viendra
M=16(5%*+5),
tandis que
N=20(5%+5+1).

Or les solutions perdues ici sont d’abord celles out x, y, z, ¢ sont di-
visibles par 2 sans I'étre par 55 leur nombre est celui des solutions
propres de I'équation

52:x12+‘7/2+3(z/2+t12):

nous venons de le trouver égal a 4(5% + 5). En outre on perd les so-
lutions ot x, ¥, & ¢ ontle facteur 5, le facteur 2 restant possible sans
étre nécessaire : leur nombre est celui des solutions propres ou impro-
pres de 'équation

4 — xllg +‘],II2 + 3 (an _}_ t/lz)’

cest-a-dire 20. C'est bien 14 ce que disent nos formules.



