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SURFACES DE RÉVOLUTION DU SECOND DEGRÉ; 

PAR M. HOUSEL. 

Les traités élémentaires sur les surfaces du second degré indiquent à 
quels caractères on peut reconnaître si elles sont de révolution, quand 
les axes donnés sont rectangulaires. Il serait bon, je crois, de for-
muler explicitement ces conditions dans le cas général des axes obli-
ques. Je viens donc, après d'autres auteurs, proposer mes vues à ce 
sujet. Rappelons d'abord quelques résultats connus. 

I. Soit, eu coordonnées obliques, 

ΑΛ:2 + A' y2 -L- A"z2 -+- 2Byz + 2 Β'xz -h %B"xy -h F = Ο 

l'équation d'une surface du second degré rapportée à son centre; soit R 
le rayon d'une sphère concentrique, ayant avec la surface un point 
commun représenté par ses coordonnées x', y', z!, et en ce point un 
plan tangent commun ; si nous posons 

7 = μ, 7 = v et * = 
nous aurons 

A(i + B"v + B' _ A'-J H- B"p. + Β _ A" + Β ν -+- Β' a 

d'où l'on tire 

(i cos xz — Β') (î — A') — (î cosyz — Β) (î cos xy — B") 

(s cosyz —■ B) {s — A ) — {s cosa^a — B') (scos xy — B") 

ainsi que l'équation du troisième degré en s, qui donne les longueurs 
des axes principaux, mais què nous n'écrivons pas ici, parce que nous 
n'avons point encore à en faire usage. 

Tome V (2e série). — AVRIL i860. *7 
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Si la surface est <le révolution, celui des axes principaux qui devient 
le rayon central a une direction indéterminée. Donc, pour la valeur 
correspondante de s, les valeurs de μ et de ν se présentent, en général, 

sous la forme On a, par conséquent, 

(scosxy — B")2 = (s — A)(s — A'), 

(jcosarz — B')(Î—A') = (Î cos/z — B)(ÎCOSX^ — B"), 

(scosj-z— B)(J — A) = (JCOSJÎZ — B')(iCosay — B"). 

Mais ces trois équations se réduisent à deux, car le produit des 
deux dernières fait retrouver la première : en effet, il suffirait que l'une 
des quantités μ ou υ fût indéterminée. 

En développant la première équation, on obtient 

(0 s2 sin2.r/ — i(A + A' — 2B"cosay) -+- AA' — Β"2 = o, 

et la symétrie donne encore deux relations analogues. 
: Les deux autres égalités deviennent 

ω 
s2 ( COS Λ'Ζ — cos xy cosj ζ ) 

— s (Β' — Bcos-ay — Β"cosyz -H A'cosxz) + A'B' — BB" = o, 

(3) 
i2(cosrz — cosafycosxz) 

— i(B — Wcosxy — B"cos.rz -t- Acos/z) -f- AB — B'B" = o, 

et la symétrie conduit aussi à une troisième équation analogue. 

II. Chacune de ces six équations est satisfaite par la valeur cher-
chée de s, qui correspond au rayon central, mais aussi chacune d'elles 
a une racine étrangère. Pour trouver la racine commune, il faut éli-
miner s2 entre deux de.ces équations, considérées comme étant du pre-
mier degré à deux inconnues. Nous ne prendrons pas deux égalités 
telles que (a) et ( 3), d'où l'on tirerait une valeur de s qui serait indér 
terminée pour des axes rectangulaires, mais nous combinerons les 
équations (i) et (a), et nous obtiendrons, par le calcul indiqué, 

(4) sin'.r/(A' B' — BB'' ) — (cosxz — cosxycoszy) ( AA' — B"5) 
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En combinant les équations (i) et (3), on trouvera de même 

(5) sinsx?-(AB— B'B") — ( cosy ζ — eos.r/ cos ζ.τ) (ΛΑ'-—Β"2) 

expression qui se déduit de la précédente, si l'on change les quantités 
relatives à χ dans les quantités relatives à j, et réciproquement. 

On aura donc une équation de condition en égalant deux valeurs 
de s, telles que (4) et (5). 

Dans cette opération, on reconnaît d'abord que les termes qui ne 
contiennent pas le facteur sin2^ se détruisent; on peut donc suppri-
mer ce facteur dans l'équation de condition, qui devient, en faisant 
quelques réductions et surtout en réunissant les termes qui ont 
(AA' — B2) sin2 χγ pour facteur : 

(6) 

[B(A'B' — BB") — Β' (AB — B'B") ~~1 

-t-cos.rj-(AB2 — A'Β'2) I 
-t- a(AA' — B"2)(B'cosjrz — Bcos.rz)J 

-+-(ΑΑ'-Β"2)Γ cosxl(.Aco^Jz- A'cos2^) Ι 
l_-t-(A' — A") cos χ ζ cosζ -+- B"(cos2xz — cos2j'z)J 

[(AB— B'B") [cosxz — cos jrr cos rz)1 
— (A'Β — BB )(cos_/z — cosxj cos xz)\ 

Connaissant cette relation entre A et A', on en trouverait symétri-
quement deux autres (η) et (8) entre A, A" et A', A" : nous nous dis-
penserons de les écrire, mais chacune des trois doit rentrer dans les 
deux autres, puisqu'il n'y a en tout que deux conditions. 

III. On aurait pu résoudre le même problème au moyen de l'é-
quation du troisième degré en J, que nous avons laissée de côté et 
qui donne les carrés des axes diamétraux. Pour que la surface soit de 
révolution, il faut et il suffit que cette équation ait deux racines 
égales, ce qui semble ne donner qu'une condition; mais comme nous 
savons qu'il y en a deux, il faut nécessairement que cette unique 
équation de condition se décompose dans la somme de deux carrés : 
seulement ces calculs seraient très-pénibles. 

17·· 
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Nous n'aurons pas non plus besoin de cette équation du troisième 

degré pour trouver le rayon central R2 =— J' en indiquant toujours 

par s la valeur connue par les expressions (4) ou (5). On s'en passera 
encore pour trouver le plan des rayons centraux, car la troisième va-
leur de î, dans les formules préliminaires, nous donne 

μ (s cos.rz — Β') -+- Ν (Î COS/Z — B) -i- s — A" = o, 

et comme les équations d'un rayon central quelconque sont 

π = μζ, J = vz, 

celle du plan cherché devient 

(9) ' x(scosxz — B') + y(scosyz — B) + z(s — A") = o; 

il suffira d'y remplacer s par l'expression (4). * 
Enfin l'axe de révolution est perpendiculaire à ce plan; mais, pour 

déterminer complètement cet axe, il vaut mieux avoir recours à l'é-
quation du troisième degré en s, que nous allons écrire : 

(to) 

î3 (i — cos *xy — cos2.rz — cos 2yz 4- a cos xy cos jrzcos/z) 

— si 

A sin2 y ζ + A' sin2xz 4- A" sin2 xy 
— 2B"(COS xy — cos.rz cos^z) 
— aB' (cos.rz — cosxy cosyz) 
— aB (cos^z — cosxy cos xz) 

— s 
B2 - A' A" +- B'2 - A A" -h B"2 - AA' 

4- acos/z (AB - B'B") 4- a cosxz(A'B' - BB") 
4- 2 cosxy ( A" B" — BB') 

4- AB2 4- A' Β'2 + A"B"2 — A A' A" - aBB'B" = o. 

Cette équation ayant ici deux racines égales, son premier membre se 
décompose en deux facteurs, l'un du second, l'autre du premier degré. 
Nous aurons donc l'axe de révolution en égalant à zéro ce dernier fac-
teur, ce qui donnera 

(») S, 4- ρ 4- 2 S = O. 
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Ici s représente toujours la valeur donnée par l'expression (4), s, cor-
respond à l'axe de révolution, et 

sB" (COSTT — cos^cosx3)-haB'(cosx^ — cos.rpcos/s)-i- 2B(cos;rs— cos-r?" COSTS) — A sin\r"£ — A'sm*xz — A" sin3.rr 

Connaissant v,, on aura le carré du demi-axe de révolution^ qui sera 

: pour trouver la direction de cet axe, il suffit de remplacer ν par 

s, dans les valeurs de μ et de v, ce qui donnera μ, et v,. 

IV. Maintenant il faut examiner dans quelles circonstances les for-
mules précédentes peuvent être en défaut. 

Si nous indiquons, pour abréger, les formules (4) et (5) par 

s = r s = r 

l'équation de condition (6) deviendra ab' — a'b = o. Or si nous avons 
à la fois a — o, b = o, cette condition sera satisfaite, ainsi que toutes 
celles qui pourraient être déduites de l'expression 

Termin 

cependant rien ne prouve que la surface soit de révolution tant qu'on 
n'a pas trouvé une seconde condition qui ne soit pas nécessairement 
satisfaite pour a = o et i=?o; il faut aussi obtenir une valeur de s 
qui ne devienne pas alors indéterminée. 

Pour y parvenir dans toutes les circonstances, nous prendrons l'é-
quation ( ι ) 

-î2 sin2ay — s (A ·+· A' — aB" cosxjr) -+- AA' — B"2 = o, 

et nous la combinerons, par le procédé déjà employé, avec Tune des 
deux autres équations analogues, telle que 

s2 siri2.rz — s (A + A" — 2B' cosarz) + AA" — B'2 = o, 

ce qui donnera 

(12) ( AA" — B'2) sin2.r/ — ( AA' — B"2 ) sin'jtz 
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on aurait de même 

(i3) ( A' A" — B2) sin2.^ — f AA' — B' 2)_sin2/z 

Égalant ces deux valeurs de s, observant que les termes indépendants 
de sin2 xy se détruisent, et supprimant ce facteur commun, il reste 

('4) 

sm2*r Γ (AA" - B'a)( A' + A" ~ 'B C0SJZ) 1 

L {A’A. — J» J^A-t-A 

. , Γ (A'A" — B2)(A-+- A' — aB" cosxr) 1 
L — ( AA' — B"a)(A -ι- A" - a Bcos jz)J 
, Γ ίAA'— B"2) (A -h A" — a B'cos.rz) 1 

+ sin2 rz j=o, 

équation de condition symétrique entre x, y et z, et, par suite, plus 
convenable que toute autre pour suppléer à l'insuffisance accidentelle 
des formules déjà écrites ; de même on pourra recourir à une expres-
sion telle que l'équation (ia), si l'équation (4) donne s sous la 

forme -■ ο 
V. Nous allons déduire, de ce qui précède, les formules relatives 

aux axes rectangulaires. Les expressions (4) et (5) deviennent alors 

A'B' —BB" AB — B'B" 

et, par symétrie, 

A"B"—BB' 

d'où l'on conclût 

Β — Β' ~~ B" 

Ce résultat s'accorde avec une équation de condition telle que l'équa-
tion (6) qui se réduit à 

B ( A'B' - BB") = B'( AB - B'B") 
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ou bien 

BB' (A' - A) + B" (B'a - Β2) = o, 

et symétriquement on a 

BB" ( A" -A) + B' (Β"2 - Β2) = o, 

B'B" (A" - A') H- Β (Β"2 - Β2) = ο. 

Pour trouver 
S, = — ρ — 2S, 

observons que 
-p = A .+ A'-h A" . 

et 

- 2Î = - AA + J-; ΰ 
donc 

s,— A-t-A —A H—jp-· 

Mais 
A' _A" -55! _5®', 

d'où 

ί,-Α + ΊΤΗ_Β^· 
Ainsi 

t A B(B'"-f-B") 

de même 

_ t; Β' (Β"' -H B') 

transportant ces valeurs dans les expressions de μ et de ν, qui devien-
nent alors 

Β'(ί, — A') + BB" _ _ Β (ίι — A) B' B" 

et réduisant, il reste 

f-i — B ' v, — ^7· 
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L'équation (9) du plan des rayons centraux devient 

Br+B'Ï = z(f - A"), 
et se réduit à 

Β + F + Β" ~ °' 

Les équations (12) et (i3) nous donnent alors 

À ( A" — À') — B" -+- B"2 

et 

_ A'(A"—A) — B' + B"2 

d'où 

·* - A + A"-A' =
 A +

 Â"~A~ =
 A + ; 

enfin, l'équation (14) se réduit à 

(A'A" - B2)(A' - A") + (AA" - B,!i)(A" - A) 
-+- (AA' — B"a) (A — A') = o, 

ce qui se ramène à 

(.5) 
>' - A") (A" - A) (A - A') 4- Bs (A' - A") 

+ B'2 (A" - A) + B"2 (A - A') = o. 

Nous pouvons appliquer ici ce que nous avons dit sur la manière de 
lever l'indétermination des formules. 

Si un seul des trois coefficients Β, Β', B" est nul, si par exemple 
B = o, il n'y a pas encore d'indétermination, parce que la condition 

BB' (A' - A) + Β" (B'2 - B2) = o, 

déduite de l'équation (6), se réduit à B"B'2 = o, ce qui prouve que la 
surface n'est pas de révolution. Mais si l'on a à la fois Β = ο, B' = o, 
les trois conditions que nous avons écrites sont satisfaites, sans que la 
surface soit nécessairement de révolution, car cela tient à ce que les 
deux valeurs 

s = A. jp- et s — A g- > 
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respectivement déduites des expressions (4) et (5), sont alors indéter-
minées : dans ce cas l'équation (i5) nous donnera la condition 

Β*2 = (A" — A ) ( A" — A'), 
et la valeur 

I = A + A'=4 
devient 

s = A". 
On en conclut 

— A -t- A' — A", 

mais les valeurs de p., et de V,, qui se présentent sous une forme in-
finie, montrent seulement que l'axe de révolution est alors dans le plan 
desJty*. Son coefficient angulaire dans ce plan sera 

ïi — 1 — ■A)B" 

ce qui donne les équations de cet axe 

y A'—A" B" 

VI. Il nous reste à dire un mot des surfaces de révolution qui n'ont 
pas de centre unique, c'est-à-dire du paraboloïde et du cylindre de 
révolution. 

Pour le cylindre, nous appliquerons ce qui vient d'être dit jusqu'à 
présent. En effet, le centre de la surface représentée par l'équation 
générale 

kx7 ■+■ k' y7 -t-A"z7 -t~ iByz-+- o.B'xz + xy + iGx 

+ 2C'jr-t-2C"z-l-E = o, 

étant toujours donné par les équations dérivées prises relativement à 
chaque variable, et deux de ces équations étant identiques, ce qui fait 
que tous les points d'une même droite sont des centres, nous pren-
drons un quelconque de ces points pour origine, et nous retrouve-

Tome V (IE série). — MAI I860. l8 



138 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

rons, avec toutes ses conséquences, l'équation 

Αα?2 A'y2 4- A"z2 ■+· 2 Βjz 4- 2 Β'xz 4- ÎB"AJ 4- F = ο 

d'où nous étions partis. 
Seulement, comme on a ici 

AB2 4- A' B'2 4- A" Β"2 - A A' A" - 2 BB' Β" = ο, 

l'équation (10) donne une valeur infinie pour le diamètre principal qui 
est dirigé suivant l'axe du cylindre, mais l'on trouvera encore de 
même les conditions nécessaires pour que la surface soit de révolu-
tion, et la valeur de î; quant au rayon central, on a toujours 

R2 — — — et F — Cjî| 4~ C r, 4- 0 2, 4- F, 

en indiquant par x
(

, z, les cooordonnées du centre pris sur l'axe 
du cylindre : d'après les conditions nécessaires pour que la surface 
soit un cylindre, cette valeur de F sera indépendante de la position 
de ce point sur cet axe. 

Enfin les calculs faits pour les surfaces à centre s'appliquent aussi 
aux paraboloïdes, car en établissant les conditions nécessaires pour 
qu'un plan diamétral soit perpendiculaire aux cordes qu'il divise en 
parties égales, on trouve, quelle que soit l'origine, les valeurs de μ et 
de ν que nous avons écrites en commençant, d'où l'on tire comme ci-
dessus les équations de condition telles que les équations (6) et (i4) : 
mais les expressions de s ne servent à rien, puisque les valeurs de R 
sont infinies. 


