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NOTE

SUR

UN THEOREME DE M. SYLVESTER

RELATIF

A LA TRANSFORMATION DU PRODUIT DF DETERMINANTS
DU MEME ORDRE;

Par M. J.-F. DE SPERLING.

La démonstration de ce théoréme, donnée par M. Sylvester dans le
journal The London, Edinburgh and Dublin philosophical magasine
and journal of science, pour I'année 1851, bien que tout i fait rigou-
reuse, n'est cependant pas, selon moi, assez satisfaisunte, en ce sens
qu’elle ne montre pas la liaison qui existe entre ce théoreme et les
autres vérités de la théorie des déterminants; ce qui fait penser que ce
théoreme a pour but de donner une propriété nouvelle et fondamen-
tale des déterminants, tandis qu’elle n’est qu’un simple corollaire de
deux propriétés, depuis longtemps connues, de ces fonctions.

La démonstration de M. Faa de Bruno [*] se trouve étre dans le
méme cas. Je donne dans cette Note une nouvelle démonstration, qui,
sans étre moins rigoureuse, a I'avantage de donner la susdite liaison.

- Théoréme.

Le produit de deux déterminants d’'un méme ordre, n par exemple,
peut éire exprimé par une somme de plusieurs produits, semblables
au produit proposé et qui s’en déduisent de la maniére suivante.

Je représente par A et B les deux facteurs du produit donné et je

[*] Journal de Mathématiques pures ot appliquées de M. J. Liouville t. Xvi (185'2).

Tome V (29 série). — AvmiL 1860. 16
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divise les lignes verticales (ou horizontales) de chacun des systemes
de ces facteurs en deux groupes arbitraires, et soit dans I'un des grou-
pes m le nombre des lignes et dans I'autre 2 — m. Tirois waintenant
une ligne verticale (ou horizontale) du premier groupe du systeme A,
ainsi que du premier groupe du systéme B, et remplagons-les Pune par
PPautre; faisons-en autant pour chacune des lignes du premier groupe
des deux systemes. Nous aurons ainsi deux nouveaux systémes, et le
produit de leurs déterminants se trouvera compris dans la somme

identiquement égale an produit proposé. Les autres termes de cette

somme s’obtiennent de la méme maniére, a cette différence pres que le
groupe de m lignes dans le systeme de' 1'un des facteurs, B par exem-
ple, sera formé successivement par toutes les différentes combinaisons
des n lignes verticales ( ou horizontales) prises m a m, tandis que la
stibdivision des lignes du systéme de I'autre facteur A restera constante.

Démonstration.

SG'ppoSons que ce théoreme soit vrai pour le cas ol le nombre des
lignes & substituer est m — 1, et démontrons que, cette supposition
faite, il a lieu aussi pour le nombre m. Ayant donné cette démonstra-
tion, nous pro‘uverous la justesse du théoréeme pour m = 1, et cest de
cette maniére que nous I'établirons dans toute sa généralité.

1. Considérons Videntité

e Qo O .. 0 ym iy biaos bia
Ay dyp-oe Aopp O O Y iy n b2.4 1’2,2- bu.n
Any Qpp-or Qpueim o O... o p.n [)n,l bn2 /)rz,u
o Q... o Ay ey Ay n—myre Qg Gy bi.l b1,2 bq,n
o oO... O Qs pmrr Qon_mazerr Gan—y Qan b., b2.2 . bz,n
0 O,‘ . o (l”,"—“;ﬂ'i-‘ a”.ll—f’l+2 e a",n"— a”,'l bn,' bﬂ,2 bnpﬂ

[*] 11 est facile de verifier cette équation :
le déterminant, formant son premier membre, en une somme de produits de deux de-
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en effet, il suffit pour cela de développer
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Développons d’aprés le théoréme de Lapiace le premier membre
-de cette identité en une somme de produits de deux déterminants
partiels de V'ovdre 7, et rapportons les n lignes horizontales s supérieures
a I'un des groupes et les n lignes hor:zontales mfcrleures a l'autre
groupe. Ce développement contiendra :

1°. Tous les produits possibles dont I’un des facteurs aurait un sys-
teme de la forme

Ay Qygeee Ay, F KooK yon

yy Aagee. Aoy o K% ay,

J“n,{ an,2-" an,n—-m * *'* (Z,,,,,

(2)

ou sur les m — 1 lignes verticales marquées par des astérisques sc
trouvent rangées m — 1 lignes verticales queleonques du systéme

(3) » R

L’autre facteur aura un systéine que I'on formera en remplacant dans
le systeme (3) chaque ligne qui a contribu¢ a la formation du premier
facteur par celle du systéme

3 N IO

qui en a été chassée, dans la méme formation, par la ligne 4 remplacer.

terminants partiels (d’aprés le théqgéme de Laplace), 'un de Pordre » — 1, Iautre
de l'ordre 7 -1, en adoptant la subdivision des lignes verticales pour constante, et
rapportant au premier groupe les » — 1 plt‘mler(fa lignes et a autre les 7 —+ 1 lignes
restantes. On trouvera de cette maniére que dans tout produit le facteur de Pordre.
741 est nul, parce que son systéme renferme au moins deux lignes horizontales
dont les ¢éléments correspondants sont égaux, :

16.-
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Le signe de chacun des produits de ce genre sera donné par I'ex-
pression (— 1), En vertu de la supposition faite au début de la dé-
monstration, cette somme peut étre représentée par le produit

2°. Tous les produits que V'on peut former en agissant de la méme
maniére que précédemment, sauf a remplacer le systeme (2) par
celui-ci

ay . Aygeer Ay X K.k
Ay, Aype.- Qypop ¥ K. K

1l est clair que tous ces produits auront dans le développement le
méme signe qui sera donné par Pexpression (— 1)".

En désignant par S la somme arithmétique de ces derniers pro-

duits, nous aurons

’ Qoo Ay biyeor bys
("'"l)’fl—‘ .......... Ve en e beea +(—I)’NS=0,
an,l"' nn,n b””... bn.n
On en déduit
a‘s" al,n b‘)q- b‘,n
.................. . — S’
an,\ > an,n b"" b”'n

équation qui- est une expression analytique du théoreme proposé
pour le cas ou I'on adopte la subdivision des lignes verticales des
systémes. Car bien que la derniere équation ne se rapporte qu'au
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cas ou les lignes a substituer sont les derniéres dans le systeme (4 ),
la vérité du théoréme subsiste néanmoins dans tout autre cas, vu
que nous n’avons fait aucune supposition relativement  ces lignes et
que dans un déterminant toutes les lignes verticales de son systéme
jouent le méme role. '

Pour démontrer notre théoréme dans le cas de subdivision en
groupes de lignes horizontales du systéme, il suffit de remplacer dans
I'équation ci-dessus les systemes des déterminants qui y figurent par
leurs conjugués.

2. 1l nous reste maintenant & prouver que notre théoréme se trouve
vrai pour le cas m =1; mais c’est ce qui suit immédiatement de la
décomposition en somme de produits de deux déterminants partiels
de ordre n du premier membre de lidentité que voici :

Ayaees Aupy Gy Qygpiy... Qg p by,... bq,n

all.‘l o aﬂ,v—l an.v an.uq—l e (lﬂ,ﬂ b"" e b'l,"

0 o a,, o... o b~ b,

72
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o o dy, O... o b,... b,,

En effet, procédant a cette décomposition d’une maniére parfaite-
ment analogue a celle que nous avons employée en décomposant le
premier membre de I'équation (1), nous trouvons

., yn by,... bun

Ay Appn bproes by
Ay Ayaeee Ay bl,p Ay ppioe oy bi,i b4,2~-- bl,p-l a,, bl,p+‘l"' bl,n
Ay, Qap.e: gy b2,p Qo410+ Qg 52,1 b2,2--- b2,p--l A bl,p+|"' b2,n

# s s a e s e a4 s e aeas s s pensssrae | aaaen D T T T

an,{ an,a-" an,u—l bn,p an,v-o—{-'? an.n bn,l bn.2-'- bn;p—l an,v bn,p+|--- bn,n
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ou le signe S dénote quil faut prendre la somme arithmétigue des
P

termes qu’on obtient en substituant successivement dans I'expression
sous le signe a la place de p tous les nombres de la série 1, 2, 3,..., n
La derniere équation exprime évidemment notre théoreme pour

lecas m=1. .
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