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SUR

LE DEVELOPPEMENT EN SERIE
DE LA FONCTION PERTURBATRICE;

Par M. PUISEUX.

DEUXIEME MEMOIRE.

Les formules du Mémoire précédent fournissent I'expression du
coefficient du terme général de la fonction perturbatrice sous la forme
d’une série procédant suivant les puissances de quatre quantités qui
sont le sinus carré de la demi-inclinaison mutuelle des orbites, les
deux excentricités et le rapport des grands axes. Il y a avantage en
effet & développer le coefficient suivant les puissances de ce dernier
rapport, quand les deux planétes sont a des distances tres-inégales du
Soleil : mais lorsqu’au contraire les distances an Soleil de la planete
troublée et de la planéte perturbatrice ne sont pas trés-différentes Pune
de I'autre, le rapport des grands axes cesse d’étre une petite fraction,
et cette circonstance peut rendre fort lente la convergence de notre
série, dans le cas méme ou les deux orbites seraient peu excentriques
et faiblement inclinées I’'une sur 'autre. Je me propose de montrer ici
comment on peut éviter le développement suivant les puissances du
rapport des grands axes, en faisant usage des fonctions b de la Méca-
nique céleste, et obtenir le coefficient du terme général de la fonction
perturbatrice sous la forme d’une série procédant suivant les puis-
sances de trois quantités seulement, savoir le sinus carré de la demi-
inclinaison mutuelle et les deux excentricités.

Je remargne d’abord que I'inconvénient qu’il s’agit d’éviter n’existe
pas pour la partie f or w de R; car les grands axes a et

Tome V (2¢ série). — AvriL 1860, 14
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a
a’ n'y entrent que dans le facteur —; on pourra donc conserver pour

le développement de cette partie les formules du premier Mémoire.

D’aprés cela, pour obtenir les diverses parties CE™ dont se compose le
XX+ YY +ZZ

r's

» on devra, apres

coefficient W, ,,+ de 2™ ™ dans f M/
avoir changé le signe du second membre de I'équation (10), substi-
tuer dans les équations (10) et (11) les trois systémes de valeurs
k=eo, p=1, ¢g=o,
k=o, p=o, gq=1,
k=1, p=o, g=o,
en attribuant d’ailleurs aux autres entiers n, 7', etc., toutes les valeurs
positives propres & vérifier les conditions (12) et (13). II faut se rap-
e . . a .
peler que dans 'équation (10) o désigne le rapport -5 de sarte que si
Pon voulait, suivant 'usage, désigner toujours par e celui des denx

. a a . . s . e, .
quotients —, — qui est inférieur 4 l'unité, il faudrait, dans le cas de
T
a' < a, écrire ~ 4 la place de a.
Nous avons maintenant a former le coefficient &, ,» de 2" 2™ dans

: Jor! ' :
le développement de — ——- Reprenons paur cela |’équation

k= 2k -1
1 1.3 . (2h—1) 4 T 2
LW e 2h =) K
3= (=) W Y Qs
k=0
) - 2h—+1
dans laquelle nous devans exprimer chacun des facteurs P * , Q%en
fonction de s et de &'. Nous avons
2K 1 k-1

P ° =[rr+r*—oarmmcos(V-V +0)]

considérons généralement I'expression

S Y= (r*+r* — arr'cosf ),
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ou Iexposant ¢ est un nombre réel quelconque. La fonction f(r,r’)
sera, pour des valeurs réelles de r, de r’ et de 6, développable en une
suite de termes proportionnels aux cosinus des multiples de §; nous
pouvons donc poser ‘

Snry= ¥ (n Y8 cos 8,

! . . .
(ry r’)E ) désignant un coefficient qui dépend des valeurs de r et de 1,
de I'exposant ¢ et de I'indice /. 11 s’ensuivra

2k -1 l=o

P T:: 2 (r, r’)ilj_icosl(v -V +0q)
2

=0
l=w l=w
1 (D Rl (V—Vies) | I s (D) il (V=¥ )
_22(7',7‘)’(4.1}3 +22(”r)k+iE ) )
I=o 2 I=o0 2

Mais on a

[5]

. ' —i 1 w\ -1
E‘V_-—_s(l—-;)(l—-m.s‘)“', E V:;(I—-&)S)(l—;—) ,

SV 4 iV ;o o \ —f
E'V=s’(1—:’—,>(l—w’s’)", E V:%,(l-—ms)(x——) :

S’

en substituant ces valeurs on trouvera

=0
(1) _ z . o 4 ils
- _2("’,,/) st I(‘"“.‘) (I—ms)l(l—w/-")l(]_s_') E
s l=0
- I=co l [AW1

, l) _ AN (5] ’ —_ —il

S I N (e
=0

Posons maintenant

r=a-+da, r=da+ dda,
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de sorte qu’on ait

1
da = — aecosu — — ALV <s —i—-s-)a
1
da= —aecosu =—da ¢ o (s’+ ;,),

puis examinons dans quel cas la quantité f(r,r') et par suite le coef-

ficient

(r, r’)i”:%fwf(r, r)coslfdf [*]

peuvent étre développes suivant les puissances croissantes de da et
de da'.
Nous observerons a cet effet que la fonction

f(a+ xda,a + xda’)= F(x)

pourra étre développée suivant les puissances entiéres de x, tant que
le module de x sera inférieur au plus petit des modules des valeurs
de x qui vérifient 'équation

(a+ xda)4(a +xda’) —2(a+ xda)(a + xda’)cosd=o.
Ces valeurs de x sont données par la formule

a' E:tiﬁ__“ a/Eiiﬁ_a

= e —_— gy k]
Sa—da EXYY a' ¢ cose’ EX 9 — aecosu

et on reconnait aisément (ue leurs modules sont un et Vautre égaux

;s \ ;e .., 4a a .
ou supérieurs a la valeur numerique de la quantité ————- Si donc
ae+ a' ¢

le module de x est inférieur i cette valeur numérique, on aura’par la
formule de Maclaurin '

g==%
Flay= 3 iy P o)
g=0

{*] Il faut, comnie on sait, réduire a moiti¢ le second membre de cette formule,
guand on y suppose [ = 0.

R EI T IERIRTE T
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En particulier, lorsque la valeur numérique de ﬁ;—;}e—, sera supérieure

a I'unité, on pourra dans I’équation précédente faire 2 = r et elle de-

viendra
q:w
' I w
flrr)y= X5 ¥ ()
q=0
q__ao p.-_" ,
= Z LN AL S Y YL Y R

1.2...pX 1.2...(q—p) da*da'ti=¥

g=o0 p=0

ou bien, en remplacant g par p + p/,

p=w p'=w»
Sy 1 dert fila,a') o 8 p
j("r)_ 2 2 1.2...pX1.2...p daPda' ¥ darda'’.
p=o p'=o .

On voit donc que la fonction f (r,r') et par suite la quantité

l . , .

(r, r’)E ) sera développable en une série convergente ordonnée sui-
vant les puissances croissantes de d'a et de da’, lorsque la valeur nu-

7

, ae+a' e . prs . i
mérique de ———— sera inférieure a I'unité. Admettons que cette con-

dition soit remplie, et elle le sera généralement 4 cause de la petitesse
des excentricités : on aura

p=w p= . prrty (D)
d (a,a)
. ) I ? ¢ ,
= 4 'P
(rs 7 >t Z 2 [.2...pX1.2...p daf da'?' da da
p::o p':o
’

Pp (4
1 d (a, a )£ )

f==]

—1 +P

(=ry 1.2...pX1.2...p dab da’ ¥
o

- » 2
X (aew)? (a'ew' P (s +§) (s’ + %,)p
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Il s’ensuivra
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l=» p=w p'=x Gstst (1 — —) (1—ws)(1—a's)
Z 2 Z o' \—¢ 1\? ’ \”» il g
k41 l=o0 p=o0 p' > <l ——,) (.S‘ -+ - (.S‘ —I——,) E
- 5 s s
P =

=== p=x

+23 X

l=o p=0

en faisant, pour abréger,

d”"‘P’ (a’ a/)i’)

1
. (_])P+F' 1 ‘:’ P NNAY
G= 2 .1.2..p><l.2.../)' dat da'? (aeo)) (asw) ?
et par conséquent
, B2k —1) w\?
k= = = p= k1 [ oL —— —_— — !
» p=oxp wg (—1) WY Gs's (l S)(l ws 'O —w's
A ) 14 1 pl "
k=0 l=o0 p=o p’:oe > (I —_ :—)7- (S-l—;l.) ( ’+?) }LIIGQR
3..(2k— : ~
ke=w l=w p:oop':oog — 1 k£2_4£.(;;.;)cs-ls,l(l w&')l(l - E") ( "—:),
+ 2 2 E E foaN—d B N —ils k
k=0 Il=0 p=o p=0 > (1 - G5 )- (S +;> ( -+ ;‘,) E Q

Il faut maintenant dans les deux parties dont cette expression de%

se compase mettre pour QF sa valeur en fonction de s et de ¢. Dans la
premiére partie, nous remplacerons Q* par I’expression obtenue dans
le précédent Mémoire, savoir

n=k n'=k
’

K ank san—k [« Nt oeVen { ¢ ENT (1 _ o o=
Q_z ZHS s <1 s) (1~ es) (I S,) (v—¢€'s)

n=o0 n'=o0

if(an—k n'— k)5’
x Elen—Re+Gr-hg]
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R . 1. ) m’ .,
Il reste 4 multiplier cette valeur de —f—A— par la quantite TI du pre-

m '
$ ?

mier Mémoire, et a chercher dans le produit le coefficient de s
lequel ne sera autre chose que A, m. ON arrivera ainsi 4 la proposition
suivante :

Soient

- ’ ’ ’
I‘a l7 P P’, n,n, )~7 [y Xa P-Ia @, w’a by 8, b, 3'3-8’1 g, v,V
des nombres entiers positifs satisfaisant aux inégalités

r<l+1, Vi, s<p, oLy, <01
s < k—n, v<n, ¥<hk—n, v<g, vV<§g:

—
J
~

faisons

(— I>"+"'+P+P'+}‘+J‘L’—rt—i—'&—i—t’—i—%’—t—w RaEP Ut e Vo

1.3, (2k—1) A(h—i1)...(k—n+)) Fh—1) ok —r 1)
2.4...(2F) 1.2...n ' 1.2...7 i

(I-Fl)l...(l—)\+2) (l——l)!...(l—o—p—z‘)
1.2...4 1.2...p

< (l—}—x)l...(l—)f—i-z)_(_l——l)l. L —2)

1.2, ..} T TS

1 I
1.2...5X1.2...{p—ua) T2, w1 2_.’f(_p":—z5’4)

=

\

j
Ce— FfI' ¢ nln—1).. . n—rv=4+1) (h—n} b—en—1). .. (k—n—384+1)"
(8) f = : )1.2.\..: ! ( 1.2...8 :

\

a'(w —1) (= 1) (h—n)k—n"—1) ..(A’—-—n'—a"—!—-l)

x : 7
102008 1.2...8

mé m's
2. v K12 g—) 1.2 K2 (g )

>

a,a’) !

' (1 i
A ) _ '

< — a_ak—i—p a/k—.-p' P gt E«p’—s—n'—c—a'-é-g’—i-l
daP da' ¥

< ck wp—i—)-ﬁ—[t—i—t—i—'d-#—g w:p’—i—).’-n—p/':—z’—n—a'—fg'.

(¢) n=1Llo+(an—k)p+ (21— kg
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Cela posé, nommons A, la somme des valeurs que prend Uexpres-
sion CE'™, quand on attribue aux entiers k, I, p, etc., toutes les va-
leurs positives ou nulles propres & vérifier, avec les inégalités (a),
les deux eéquations

(d‘)g l+on—k—h+p+p—2m—t+e+g—a2v=um,
—l4+on—k+V—p/+p—om— 1+ ¥+ g—2v=m.

Nommons de méme A, la somme des valeurs que prend U expression
CE™", quand on attribue aux entiers k, I, p, etc., toutes les valeurs
positives ou nulles propres a vérifier, avec les inégalités (a), les deux
équations

—l—on+hk+di—p—p+os+t—s+g—2v=n,
(d2) 4 ’ ! / ’ ’ ’ / s 4
l—on'+k—N+p/— p+ a5+ 0— ¢+ g— 2v=m

On aura

o, m! = Ai -+ Az-

Supposons qu’on ait attribué aux entiers £, I, p, etc., des valeurs
propres & vérifier 'un des deux groupes d’équations désignés par (d,)
et (d,), par exemple le groupe. (d,). Si 'on remplace m par — m, m/
par —m', ypar g — v et v’ par g'—/, les autres entiers conservant
leurs valeurs primitives, les équations (d,) seront vérifiées, et le coef-
ficient C ne changera pas non plus que 'angle x. On vérifie de cette

. ’
maniére qu’a chaque terme CE'* 2" z/™ de — répond toujours

cet autre CE™'" z7 2 ™', et en réunissant deux a deux ces termes

’

correspondants, on aurg — s exprimé par une somme de termes

réels de la forme 2 Ccos{m + m'§’ + «).
s . . S .
Lorsqu’on suit pour le développement de — —_ la marche qui

vient d’étre expliquée, le coefficient C ne contient plus les demi grands
axes a et a’ que dans la fonction

d”"""(aa’)(’)

k+2 4 b g
_ a +[la/ -hp’
daP da'P

Tome V (2° série ). — AvriL 1860.
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qui s’exprime aisément au moyen des fonctions b de la Mécanique cé-
leste et de leurs dérivées. En effet si 'on suppose, pour fixer les idées,

a < a’ et qu'on fasse 5 = a, la fonction de a que Laplace désigne par

(l ’ - Ly .
b,  est définie par I'équation

on) + bE')cose -+ b(f) cos28 +....

(l—!—azz—zazcose)—tzl
2

Mais nous avons posé

(@®+a'*— :ma'cos@)—‘ =(a, a')EO) + (a, a’)f')cose+(a,a’)fa)cos26+ "

la comparaison de ces deux équations nous donne

{ —at 41
(@a) =a""'8,
le second membre devant étre réduit 4 moitié pour / = o. Cette for-
. o 1 ! .
mule exprime la quantité (a, a’)f ) au moyen de bE ), et en la différen-
tiant suceessivement par rapport a @ et 4 a’, on en déduira I'expres-

dPF (a0 D

. . 3D , ., .
sion de ! en fonction de B )et de ses dérivées prises par rap-
P P p P

da” da' "
port a a. )
Findique en passant des formules qui rendront ces différentiations

tres-faciles : représentons par (n, k) 'expression

rn(n—i1)P(n—2)..(n—h+1)(n—h)
1.2... 4

-

dawps laquelle tous les facteurs du numérateur sont élevés au carré,
excepté le premier ot le dernier, en sorte gu’on ait

n(n—i)(n—2)

(n,o)=1, (n,1)=n(n—1), (n,2)=—""T"H /"""

Soit d’ailleurs v une fonction quelcongue de «; ce sera, par exemple,

I ' " ' ot " . Cope e cusrniger oo
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. . Q) ' P
une des fonctions &, ': on aura, quel que soit 'exposant ¢,
a'r+y d_’L“_"” ") = ﬂ ,
daP daP
e dP (@' 1) L dare
(e T da?
’ P" _ 4P
+[(P7l)+T q]al’ ldqp’—l
o P , Plp—r1) T oy, dP e
’+‘|_<P’2)+ TP =, ‘)'*‘T'Q(Q'*‘l) o
4 , )I I__l . ’ I_I 1_2
+ |1 3) 5 ar—n B gt e PO =D |
. APy
> b3 dap,_a-i—...,
* dr' e
gt 2)
(—1)P a'P+p'+g arr (a4 ) _ dot
da? da' P da?
. dr gp'——!f.i:I_") :
' 7 dab
-+ (P:I)"‘“I"? R P E—
, o ) dr (apr—.z Z::,n:)
’ P2 — PP —1, N ax 7/
,+[(P’2)+l 9P =10 +—— '](9+1)] o
, 4 I( ~f__1 7 ,—‘—l) 4/-‘-2 ‘
[0 9+ B g, EE D gy, 1) 1 Lglg+1)(g+2)]

de=3syp
de <a;l""3 da}”‘-3>
L S

doa?

Comme dans le Mémoire précédent, nous désignerons par N Fordre
du coefficient C, les excentricités et 'inclinaison mutuelle étant regar-
dées comme de petites quantités du premier ordre; nous aurons ici

N=2k+p+p+d+p+N+pw+i+d+e+e+g4+g.

Mais selon que les entiers £, /, etc., satisfont aux équations (d,) ou aux

15..
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" équations (d,), on a

m+m=aon+an—2k—A+p+N—pw+p—2v+p
—og —t 4+ —C+¥+g—2v+g—2v,
ou bien
m+m’=2k—2n—2n'+)\—p,—)\’+p.’—p+zzs——p’
+omdt—g+—d+g—av+g—av.

Il en résulte, dans le premier cas,

N + (m+m')
=a[n+n4p+N+(p—m)+(pP—&)+e+¢+(g—v)+ (g'—v)
N — (m+ m’)
=a[(f—=n)+k—n)+rA+p 4o+ +t+ v+,

et, dans le second cas,

N + (m+ m')
=af(k—n)+(k—n)+rtp+s+a +t++(g—v)+(g—v)]
N—(m+m)

=a[n+n+p+¥V+(p—w)+(pP—5)+s+¢+v+V]
Par ces formules jointes aux inégalités (a), on voit que 'ordre N n’est
jamais inférieur 4 la valeur numérique de m + m’, et que quand il Ia
surpasse, c’est d'un nombre pair.

Proposons-nous, en particulier, de former les parties du coefficient
Qom, ' qui sont précisément d’'un ordre égal a la valeur numérique de
m -+ m’. En supposant, pour fixer les idées, la somme m + m’ positive,

on voit que siles entiers 4, /, etc.,satisfont aux équations (d,), on devra
avoir

n=n=kk lz=p=vs==t=(=s=¢¥=v=Vv=o0,
et que si les entiers £, /, etc., vérifient les équations (d,), on devra avoir

’ ' /

n=n=p=lN=1=t'=¢=¢¥=v=vV=o0, p=w, pP=3z.
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De 14 on conclut aisément la régle suivante :

La somme m +m' étant supposée positive, soit d’abord

r_éfm,(_ly,d;.,,q-x.[.3...(2/:-—1) ({—1)do. ({4 w—2) P

2.4 .. (24) ‘ L2, p
X(l—l—l)l...(l——)"—{-— 2) I ¥ ms m'§
1.2...% 1.2...p 1.2...p 1.2...8 1.2...¢
C, = +p 1 i)
P )
i (a, a’); .
—_— 2 k4p cktp' pAgr ap'-g A K
7 a a [ € [

> dafda' P

s P TR P g
vy=1lo+ k(p+ ¢),

et nommons B, la somme des valeurs que prend le produit C,E™, quand

on attribue aux entiers k, 1, p, p'y n, X, g, g’ toutes les valeurs posi-
tives ou nulles propres a vérifier les conditions

Vivr, l+k+p+p+g=m —l+k+N+p+g=m.

Soit, en second lieu,

; _éjm,(_ I)P+P’+j'- 1.3...(2k—1) ({4+1)l...(I—h—2)

2 4...(2k) I.2...%
><(l—-l)l... ({4 p' —2) I ¥ ms m'e
o 2. 2 .p 1. 1.2 g ... g
9 = ’ (1 3
dP+P (a’al)( ) .
< daPda'? 2 ah TP gk s P g
U sg @f TATE e !
ty=—lo+kip+0o)

et nommons B, la somme des valeurs que prend le produit C,E '™, quand

on attribue aux entiers k, L, p, f’, A 15 g, g toutes les valeurs posi-
tives ou nulles propres a verifier les conditions

Al+1, —l+k+dtprg=m l+k+p+p+g=n.
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La somme B, + B, sera dans A, v la partie qui est précisément de

Dordre m + m'.
On peut remarguer que si les nombres m et m’ sont de signes con-

- 1 - r »
traires, I’'une des deux équations
9

l+hk+p+pt+g=m I+k+p+p+g=m

est impossible, et qu’ainsi des deux sommes B, B,, il y en a une qui

se réduit a zéro.



