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SUR
LES LIGNES DE COURBURE ET LES LIGNES GEODESIQUES
DES SURFACES DEVELOPPABLES
DONT LES GENERATRICES SONT PARALLELES A CELLES
D’UNE SURFACE REGLEE QUELCONQUE;

Pix M. H. MOLINS,

Doyen de fa Faculté des Sciences de Toulouse.

Un sait qu'on peut tracer sur une surface développable deux
groupes rectangulaires de lignes géodésiques, et qu’il existe une infi-
nité de groupes pareils; c’est ce que l'on voit immédiatement en cor-
cevant que la surface soil développ(-e sur un plan, auquel cas deux
groupes rectangulaires de lignes géodésiques se transforment en deux
aroupes rectangulaires de droites paralléles. Ce sont ces systemes de
lignes dont nous nous proposons d’exposer quelques propriétés qui
mettront en évidence les rapports remarquables qui existent entre les
lignes géodésiques et les lignes de courbure des surfaces développa-
bles. Parmi les résultats auxquels nous arrivons, nous citerons les
suivants @ 1° V'aréte de rebroussement d™une surface développable est
une ligne géodésique du-lien de ses centres de courbure, et ce lien se
trouve étre la surface polaire de chacune des lignes de courbure de
cetle surface; 2° étant donnés deux systemes orthogonaux de lignes
geodésiques d’une surface développable, si I'on prend une ligne quel-
conque de I'un de ces systemes pour aréte de rebroussement d’une antre
surface développable, toutes celles de I'autre systeme sont les lieux des
centres de courbure de cette seconde surface, relatifs 4 ses diverses
lignes de courbure; et si I'on prend les lignes de chaque systéme pour
arétes de rebroussement d’auntant de surfaces développables, il en ré-
sulte denx systémes orthogonaux de surfaces développables, qui sont
tels, que deux surfaces de systemes différents se coupent suivant une
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courbe qui est une ligne de courbure de chaque surface; 3° aux points
ou deux lignes géodésiques de systemes différents rencontrent une
méme génératrice de la surface qui les contient, les angles de contin-
gence ct de torsion de l'une sont respectivement €gaux aux angles de
torsion et de contingence de l'autre, quelle que soit cette génératrice :
d'ailleurs, en ces mémes points, les tangentes des deux lignes sont
perpendiculaires entre elles.

Nous commencons par déterminer, sous forme intégrable, les equa-
tions d’une ligne de courbure quelconque d’une surface développable
dout les génératrices sont paralleles a celles d’une surface réglée qu’on
suppose connue, ce qui nous conduit & des formules trés-simples qui
donnent, en grandeur et en direction, le rayon de courbure de cette

ligne.

1. Considérous donc une surface réglée quelconque, gauche ou
développable, et supposons qu’on connaisse la loi a laquelle est sou-
mise la direction des génératrices de cette surface. Ainsi, en désignant
par a, 3, 7 les angles que fait une génératrice quelconque avec trois
axes coordonnés rectangulaires, admettons que cos a, €os {2, cos 7y sont
des fonctions connues d’une variable indépendante Z; si nous posons

cos & cos b

(1) = u, = v,
’ cos cos

les quantités u et v seront aussi des fonctions connues de Z. Cherchons
d’abord les équations générales des courbes dont les tangentes seralent
paralleles aux génératrices de la surface donnée.

Soient &, ¥, z les coordonnées d’un point quelconque d’une de ces
courbes, lequel répondra a une certaine génératrice de la surface
donnée , et par conséquent 4 une certaine valeur de ¢ : ces trois quan-
tités sont donc des fonctions de ¢, qu’il s’agit de déterminer; dési-
gnons-les par F, Jt, ot, de sorte que V'on ait
(2) x=Tt, y=jft, z=9t
Torsque ces fonctions seront connues, on obtiendra les équations de
la courbe en éliminant ¢ entre les équations (2).

,v R R L L L AN EER RE RN RE R
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Si nous représentons, pour abréger, par G le radical

VF O+ T (707

s

pris avec I'un ou avec I'autre des signes ==, les guantités

z\g'f
G G G

seront les cosinus des angles que fait avec les axes la tangente de la
courbe an point (o, , z); et comme cette tangente doit étre parallcle

a la génératrice correspondante de la surface donnée, nous poserons
les trois équations

Ft ‘f/t o't
G cos E:COS‘B’ G = cos
dou

F't cosz St cos &

ot cosy e ooy

ou bien, en vertu des équations (1),

On déduit de li

't =ug¢'t, ft=vo't;

donc, en intégrant, et remplacant ¢’ £d¢ par g, on aura
Ft= j udg+C, ft= j vdo+C,

C et (7 érant deux constantes arbitraires. It vient alors, en substituant
ces expressions dans les équations (2,

13) -T:fud’{)—é—(L j’:fvdf'ﬁ -+ (_‘A’, =gl

Ce sont la les expressions de a, y, z en fonction de 1, v et de la quan-
tité o1, qui reste une fonction de ¢ entierement arbitraire.
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En différentiant les équations (3), on obtient
(4) dx=udg, dy=vdy, dz=dy;

par suite, en désignant par s un arc de la courbe compté i partir d'un
point fixe et aboutissant au point (¢, ¥, z),

ds = yu* + v* + 1 dy,

ou bien,
; d
(5) ds = =2,
‘ (,‘OS'y
d’on
. {
(6) § = f K,
. cos g

K étant une nouvelle constante arbitraire dont la valeur dépendra,
dans chaque cas, du choix du point fixe pris pour origine des arcs.
Au moyen des équations (4) et (5), on vérifie immédiatement que 'on a

z dy dz
~o == UCOs 7, - = Vo8, o = cos 7,

s ds ds
ou hien, en vertu des équations (1),
dx dy iz
(7) [F:COSGC, ;,;:COS)@, (—l—l’:cosfy;

ce qui montre que la tangente de la courbe au point (x, y, z) est bien
parallele & la droite dont la direction est déterminée par les angles

2, 3, 7
Si l'on faisait ¢'¢ = cosvy, les équations (3) et (6) deviendraient, en
mettant pour « et ¢ leurs valeurs données par les équations (1),
x::fcosadt+ G r= fcosﬁdt—i—(]’, Cz= /cos"/(!t—i—(l”,
s =¢t+ K,
C” étant une nouvelle constante arbitraire.

2. Cherchons les angles de contingence et de torsion de la courbe
que nous venons de déterminer ; nous désignerons par : et » ces deux
angles, par g le rayon de courbure, par }, u, v les angles qu’il fait avec

f . Ve R N AN R TR AR R R RN RN RN RN O]
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les axes. Il vient d’abord

w
ot

Y, P LAY cosv Pl
57 — o - OS U, = ] - sV == - —
cos ds ds cos ds " ds’ ds " ds’

Co o 1 , .
ou bien, en remplacant 7. par - etayant égard aux formules (7),
N & g v

, . N 1 T N 1
(87 cosi=_dcosa, cosp= ~dcosfs, cosy= ~dcos7y,

relations qui, ajoutées ensemble, apres quon les a élevées au carré,
donnent la formule

{9l e = V{d cos o+ (dcos B)* + (d cos 7)?,

on en deduit
ds

ou bien, en mettant pour ds sa valeur donnée\par la formule(5),

- do
f= cosy \/(cl(:OSa)2+(clcosp)’+ (deosy)?

Pour obtenir w, on différentie deux fois de suite les équations (4 ),
ce qui donne

dax=ud*o+dudy, d*y=vd®¢+dodp, d*z= d*g,

Ao =udg+ adud*o+d*udy, dy = vd'e +advd?o + d* v dy,
d*z = d*o;

par suile, on trouve les expressions suivantes :

Aydiz —d*zd’y = dvdod® o — advd?¢? — d*vdedy,

Azdlx —dPxd'z =—dudod o + 2dud®¢* + dudod g,

Paxd’y —dPydPa = (udv — vdu)(2d*¢* — dod?¢)
+(ud”v-—vdzu)dq:dzgo—l—(dud%——dvdzu)dc‘o‘.

Multipliant ces expressions par du, dv, dz, dont les valeurs sont déter-
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minées par les formules (4), on obtient, toutes réductions faites,
dx(d*yd*z—d*zd*y) +dy(d*zd* x— d*xd?®z)
+de(d*xd?y —d?ydPx)=(dud?y — dvd®u) dg®.

Or Pangle de torsion se détermine par la formule

W =

i [dx(d*ydiz — d*zd* y)+dy (d*zd’x — d*x d?® z)
< dst +dz(dixd y ~ d®ydix) |’

mettant a la place de la quantité entre parentheses sa valeur donnée
par I'équation précédente, on trouve

W= %(du d?o — dvd®u)de?,

ou bien,

€08’y
(10} 0 = ——,l(dua"v—-dvdau).
1o, )
Le rayon de la seconde courbure, que nous désignerons par r, sob-

tiendra par la formule
ds gt d?

r-—=— ou r=— .
w cos'y (dud?v — ded*u)

On remarquera que les valeurs de ¢ et w, que déterminent les for-
mules (g) et (10), sont indépendantes de la fonction ¢, comme il fal-
lait 8’y attendre, puisque ces quantités ne peuvent dépendre évidem-
ment que de la direction des génératrices de la surface donnée.

3. Représentons maintenant par AB la courbe que nous venons de

Ti /1
Ve
i
he
N
7 “'\
/ /’”‘\ \\‘.
Ny A \G
\%\7! \ ‘//\-,
o N
N’ ,'7‘%“ \ 0
N ¢ iﬁ,
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déterminer; la surface développable dont il s'agit de chercher les li-
gnes de courbure, est le lieu des tangentes de cette courbe. Soient M,
M’ deux points consécutifs de AB, répondant a £ et ¢ + dt, MT la
tangente en M, M'T’ la tangente en M’; I’élément MM’ est égal a ds,
que nous supposerons positif, pour fixer les idées, en admettant que
les arcs positifs soient comptés de A vers B. La surface développable
dont AB est I'aréte de rebroussement, se compose de deux nappes,
dont 'une contient les parties de tangentes MT, M1, et 'autre leurs
prolongements MN, M’ N’ : considérons, par exemple, cette derniere
nappe, et soient N, N’ les points oti une ligne de courbure quelconque
CD rencontre les génératrices MN, M'N’; comme les lignes de cour-
bure d’une surface développable coupent a angle droit ses diverses
génératrices, I'élément NN’ doit étre perpendiculaire 3 MN. Appelons
X,y ¥1y % les coordonnées du point N qui sur la ligne de courbure
répond au point M de la courbe AB, ou & la valeur de ¢ relative a ce
dernier point, s, 'arc de la méme ligne compté a partir d’un point

fixe et aboutissant au point (x,, Yis Z1), & et o, ses angles de contin-

gence et de torsion, p, son rayon de courbure, p la longueur de la
partie de génératrice MN ; ces diverses quantités sont des fonctions de ¢
qu’il faut déterminer.

La quantité p représentant la longueur de Ja partie de génératrice
MN comprise entre le point de contact M et la ligne de courbure, il
s'ensuit que p + dp représente M'N'; on a donc

M'N' = p + dp.
Mais I'élément NN’ étant perpendiculaire 3 MN, on a encore, aux infi-
niment petits du second ordre pres,

MN=MN=MN+ MM = p + ds,
par suite,

(1) dp = ds, ou dp= %,
d’on
d
/ —_— 'Y —_ ? 1
(12) p=s-+K, ou p_fcos_y—&—K,

K’ étant une constante arbitraire dont les valeurs particulieres répon-
dront aux diverses lignes de courbure de la surface.

Tome 1V (2¢ série}. — Octonrz 1859, 45
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Cela posé, la partie MT de la tangente en M & la courbe AB faisant
dy dz

. dxr
avec les axes des angles dont les cosinus sont &, 22, ©, son prolon-
ds ~ ds " ds
gement MN fera, avec les mémes axes, des angles ayant pour cosinus
dr A de et 'on aura
ds’ ds ds’ a
-z dr  yi—y dy =z dz
P - ds’ P - ds’ yZ - ds’
d’ou
\ Xy =X — P (75‘ s
3 L= o
(13) Ih=r—pr
dz
By = Z — P;i—s.

Si a la place de x, y, z et p on met leurs valeurs en fonction de z,
données par les équations (3) et (12), et quon ait égard aux équa-
tions (7), les équations (13) deviennent

x,:fudgo — (fcjs"jy -+ K’) cosa + C,

N :fvdqo — (fmi?fy + K’) cosfs + (¢,

\

S " de AR
Z = ol — (jcosy—l—l&)(‘osy,

et en éliminant ¢ entre ces dernicres équations, on tomberait sur deax
équations en x,, ¥,, %, qui seraient celles de la ligne de courbure
correspondante 4 la valeur particuliére attribuée i K’.

4. Des équations (13) on déduit, par la différentiation,

dx, = dx — dp%—pd%{:
dy dy
dy,=dy — dp%-‘ pd;‘%:

dz, = dz — dp% —pd
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expressions qui se simplifient, en remarquant que dp = ds, et qui

deviennent
g dr, = — pd%’
T dy, = — pd :2
dz, = — p %‘Z

On en déduit

o=y (05 () (05T

ou bien

5 ds, = pe,

§y = fl)e + K,

K, étant une coutante arbitraire. Par cette derniére formule, on voit
que la rectification des lignes de courbure dépend de deux quadra-
tures successives, dont la premiere déterminerait p, comme le montre

la formule (12), et dont la seconde déterminerait fps.

On arrive, au reste, immédiatement i 'expression de ds,, en con-
’ » P 15
sidérant le triangle rectangle NM/N’, car ce triangle donne

NN ou ds, = M’'N’' > sin NM'N’,

et, en remplacant M'N’ par p + dp, angle NM'N’ par ¢, puis négli-
geant les infiniment petits d’ordre supérieur au premier, on tombe
visiblement sur la formule (15).

Des équations (14) et (15), on déduit

dx, 1, dr dy, 1 5 dy dz, 1 5 dz
e A g E Ay m=— A
ou bien
PR dx, . dy, dz,
(16) ;g[————LOb)\, 4 T T Cosp, o= — cosy.
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On en conclut que la tangente de la ligne de courbure au point
{2y, 715 z,) est paralléle au rayon de courbure de la courbe AB au
point correspondant (o, ¥, z). Dés lors Pangle de deux tangentes con-
sécutives, ou I'angle de contingence de la premiere courbe, est égal a
I'angle de deux rayons de courbure consécutifs de la seconde; comme

on sait que ce dernier angle a pour valeur v+ 2, on aura la formule

’

17) g = Vet 4 w?,

-

par suite,

o ds,
pl — \/ET—E— o)27
ou hien
pe
l8 —_ .
( ) £ \/.—:‘ + w?

5. Désignons par X,, p.,, v, les angles que fait avec les axes le rayon
de courbure p,; nous aurons
o gy e g dz,

[N d.Zl
—_ - s —-— - 08 — o —
cOS ).1 = &, d s, > COs [, s, d 5 s COSY, s, s 3

| I .
ou bien, en remplacant ;‘ par —» ou par ————=» €t ayant égard aux
b S

ds, \/az—i—mz
formules (16),
L8
cosh, = — ———d cos },
g2+ w?
I
(19) COS Py = — mdcosp.,
I
CosY, = — ‘/—z——dcosv.
R S

Comme cos }, €os (1, cosy sont déterminés par les formules (8), on
connaitra par les formules (19) la direction du rayon de courbure de
la courbe CD au point N, et nous allons en déduire I'angle que fait
ce rayon avec la génératrice MN de la surface développable. Soit G le
centre du cercle osculateur de CD an méme point N : I'angle dont il
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s'agit est I'angle GNM, que nous désignerons par i; nous aurons
Cosi = €OS ¢ COS A, -+ €08 3 COS i, — COSY COSV,,
ou bien, en substituant a cos1,, cos u,, cosv, leurs valeurs,
. i
cosi = — ——=—{(cosa dcosi + cos 5 dcosp + cosyd cosv).
V/E‘I—l' w?
Mais en différentiant les équations (8), on forme les expressions
N 1 2 ds
dcos) =~d*cosa — —dcosu,
€ e
ST e de o
dcosp= E—d cosfs — ?d(,Obﬁ,
| SN de
dcosy = -d*cosy — — dcosy,
H &
qui, substituées dans la précédente relation, dennent
. I
€08 == — ——==— (cosad’ cosu + cosBd?cos i + cosyd* cosy:
< \/s’+ m? '
de :
“+ W (coszdcosa - cosf3d cosf3 + cosydcosy).
et Vel 4 w?

En outre, si U'on différentie deux fois de suite la relation
cos®a + cos® 3 + cos*y =1,
on obtient ces deux autres

cosad cosa + cos Bdcos 5 + cosydcosy = o,
cosa d?® cosa + cosf3d* cos 5 -+ cosyd* cosy
+ (dcosa)+ {dcos 8)* + (dcosy)* = o,
dont la derniére revient a
cosa d* cosa + cosf5 d* cosfi + cosyd®cosy = — .

A Paide de ces relations, on trouve que 'expression de cos i devient

(20) ' COS1I =

va?_‘_w?

~Aa



1

358 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Cette formule tres-simple détermine la position du rayon de courbure
NG dans le plan mené suivant la génératrice MN perpendiculairement
au plan tangent NM' N’ de la surface développable.

On peut, au reste, la déduire immeédiatement de la formule (18).
Observons en effet que, la genératrice MN étant perpendiculaire 2
I'éiément NN', le plan normal 4 Ja ligne de courbure en N doit passer
par cette génératrice; pareillement, le plan normal en N’ doit con-
tenir la génératrice suivante M’ N'. Dés lors I'intersection MR de ces
deux plans normaux consécutifs doit passer an point M’; et si du
point N on méne une perpendiculaire sur M'R, le pied de cefte per-
pendiculaire sera le centre G du cercle osculateur de la ligne CD en N.
On forme ainsi un triangle rectangle M'NG, daos lequel on a

M'N=p—+dp, NG=p, langle MNG =1,

et qui donne

cosi = =,
[)
aux infiniment petits pres. Mettant pour g, sa valeur déterminée par
la formule (18), on retombe visiblement sur la formule (20).

Remarquons que, la génératrice MN etlerayon decourbure NG étant
perpendiculaires & I'élément NN, il s’ensuit que Pangle MNG ou ¢
mesure 'inclinaison du plan osculatear de la ligne de courbure sur
le plan tangent correspondant de la surface développable, ou sur le
plan osculateur de la courbe AB. La formule (20) détermine donc cette
inclinaison, ou, ce qui revient au méme, I'angle que fait chaque tan-
gente MN de la courbe AB avec le plan osculateur correspondant de la
ligne de courbure.

Remarquons encore que la formule (20) détermine aussi la position
de l'intersection M’ G de deux plans normaux consécutifs de la courbe
€D, car I'angle GM'N que fait cette droite avec la génératrice M' N est
le complément de I'angle i. Comme cette formule est indépendante
de p, on en doit conclure qu’elle donne la méme valeur pour l'angle
GM'N, quelle que soit la position du point N sur la génératrice MN,
c’est-a-dire pour toutes les lignes de courbure aux divers points ou
elles coupent cette droite; de sorte que l'intersection de deux plans

[ 1 ' ) IR R e AR R EE RN R RN RN RYRT 1 (o
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normaux conséeutifs ou la génératrice de la surface polaire de la ligne
de courbure, que détermine la formule (20), est la méme, quelle que
soit cette ligne. Nous arrivons donc 2 ce résultat, que les diverses li-
gnes de courbure d’une surface développable ont la méme surface
polaire; la courbe AB est d’ailleurs située sur cette surface polaire.

6. L’angle de torsion o, de Ia ligne de. courbure peut s’obtenir tres-
simplement & I’'aide d’une relation que nous avons donnée dans le
Journal de Mathématiques pures et appliquées (1' série, t. V111, p.386).
Observons, en effet, que la courbe AB esi une développée par rapport
& la courbe CD; or la relation dont il s’agit est la suivante

» =darcsin £,

a
S

dans laquelle o et 5 désignent P'angle de torsion et le rayon de cous-
bure de la développante, ¢y la quantité que nous avons représeniée
par p. Pour appliquer ici cette formule, nous n’avons done quay
remplacer o, p et P4 par oy, p, et p, ce qui donne

w, = d arc sin &,
l)

ou bien, en mettant pour g4 sa valeur,

fan) w, = darcsin ——————.
Vel w?

Considérons la sphere osculatrice du troisieme ordre de la ligne de
courbure, et désignons par H la distance de son centre au plan os-
culateur de cette iigne et N ce centre se trouve sur une perpendicu-
laire élevée au centre du cercle osculateur sur son plan, et est distant de
ce dernier centre d'une quantité égale a H. Pour déterminer cette quan-
tité, nous nous servirons d’une autre {ormule que nous avons donnée
dans le méme Mémoire (page 381), formule qui établit une relation
entre 'angle de torsion d’une courhe quelconque, la différentielle d¢
son rayon de courbure, et la distance du centre de la sphére oscula-
trice du troisiéme ordre au plan osculateur; en Pappliquant a la ligne
de courbure, il vient

dp,= Ho,.
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Substituant a g, et w, leurs valeurs données par les formules (18) et (21),
nous avons

d —L — — T x<darcsin —=

m?
I — 1+ —
£ B

ou bien, en effectuant les différentiations, et réduisant,

pgd? a?
dn — £ € — H o :
P
Vite
£
d’ou
: S S 7/
(221 ]’I:-L_g\/g2+mz.-—_.___lp .
) ’ \/,;2_,_0,2 edw — wde

Il ne resterait plus qu’a mettre pour p et dp leurs valears données
par les formules (r1) et (12).

La distance H étant déterminée, on en déduit immédiatement le
rayon R de ia sphére osculatrice, car on a visiblement

R = V‘?);"‘——’r——_—l‘lz .

formule dans laquelle il faudrait substituer a p, et H leurs valeurs
données par les formules (18) et (22).

7. Considérons maintenant le lieu des centres de courbure de la
surface développable dont AB est I'aréte de rebroussement. Imaginons
une autre surface développable qui serait le lieu des normales de la
premiére, menées aux divers points d'une de ses lignes de courbure
CD; les génératrices de la nouvelle surface sont visiblement coupées
a angle droit par la méme ligne de courbure, de sorte que cette ligne
est & la fois une ligne de courbure de la nouvelle surface et de la pre-
miére. Ainsi, I'aréte de rebroussement A’B’ de la nouvelle surface est
une développée de la ligne de courbure de la prewmiere, et, par con-
séquent, elle est située sur la surface polaire de cette ligne, laquelle
surface est également la surface polaire de toutes les autres lignes de
courbure. L’aréte A’B’ étant le lieu des centres de courbure de la pre-
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miere surface, relatifs aux divers points de la ligne de courbure CD,
on est conduit, en étendant le résultat précédent i toutes les lignes de
courbure, a conclure que le lien des centres de conrbure de la sur-
face développable dont AB est I'avéte de rebroussement, se confond
avec la surface polaire commune 4 toutes les lignes de courbure de la
méme surface. On remarquera que AB étant une développée de CD,
se trouve pareillement sur ce lien des centres de courbure, et en est
en meéme temps une ligne géodésique.

Les normales a la surface dont AB est I'aréte de rebroussement, me-
nées aux points N,N' dela ligne de courbure CD, doiventse couperenun
certain point O situé sur I'intersection M'R de deux plans normaux con-
sécutifs de cette ligne; de plus, la partie de normale NO est ce qu’on
nomme le rayon de courbure de cette surface au point N, et ce rayon
colncide avec le rayon de courbure de la section principale, dout le
plan passant par NN est normal 4 la méme surface; désignons ceite
longueur NO par ¢. 1/angle des denx normales NO, N'C est égal a
a celui des plans tangents en N, N’, lequel n’est autre chose que 'angle

de torsion w de la courbe AB. Dés lors, en considérant le secteur cir-
culaire infiniment petit NON', on a

NN ou ds, =qu,
ou bien, en vertu de la formule {15},
(23) . pPeE=quw,
d’otr, en mettant pour p sa valeur donnée par la formule (1 2),
qg= Z (s + K.
[0

On remarquera que la quantité g est, par rappor: <. "2réte de rebrous-
sement A'B’ de la surface développable passant par la courbe CD et
normale a la premiére surface, ce quest la quantité p par rapport i
Paréte AB de cette premiére surface; et de méme que nous avons trouvé
p =+ K', nous trouverions

q: SE+ K’Il’

: : - . A=
Tome IV (3% série). — Ourosne 185y, 16
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en désignant par s, un arc de la nouvelle aréte A’B’, compté a partir
d’an point fixe et aboutissant au point O, par K” une nouvelle con-
stante arbitraire. Des lors la formule (23) peut s’écrire ainsi :

.&‘+K'__ o
-3

s+K” 7 ¢

les constantes K’, K” doivent étre déterminées de telle maniere que, si
'on considere un point quelconque N de la courbe CD, on ait

s+ K =NM, s,+ K =NO.

Observons que la droite MN, se trouvant perpendiculaire a I'él¢-
ment NN'et 4 la droite NO, est normale 4 la nouvelle surface en N
pareillement, la droite M'N’ est normale 4 la méme surface en N'.
Comme ces deux normales se rencontrent en un point M’ de la courbe
AB, et que le méme résultat a lieu pour denx normales consécutives
quelconques, menées en deux points infiniment voisins de la courbe
CD, on voit que la courbe AB est le lieu des centres de courbure de
la nouvelle surface développable, relatifs aux divers points de CD, et
que la partie NM’ de la normale 4 la nouvelle surface en N est le rayon
de courbure de la section principale de cette surface au méme pointN.
La formule (23) montre donc que les rayons de courbure principaux
p et ¢ des deux surfaces développables, en un point quelconque N de
leur intersection, sont entre eux dans le méme rapport que les deux
courbures de la courbe AB. Dés lors, en désignant par ¢,, w, les an-
gles de contingence et de torsion de la courbe A’B’, on aura pareil-
lement

qe — puw,,

relation qui, comparée & la formule (23), conduit 4 cette autre

En outre, la formule (17) appliquée aux courbes CD, A’B’, donne

I

g = Yl +¢

;

N

| (RN N RN Y FRCE RN s
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de cette relation et de la précédente, on déduit

g €

’ &)225'—‘#—
\/wz-{—E"

g

g — ® ’

et puisque ¢, = yw?+ ¢*, on en conclut ;= w, w, ==¢, de sorte que
les courbes AB, A’B’ sont teiles, que I'angle de contingence de I'une
est égal 4 'angle de torsion de I'autre, et réciproquement. Clest, au
reste, ce que montre immédiatement I'inspection de la figure; car, par
exemple, I'angle de contingence ¢, ou NON’ de la courbe A’'B’ est égal
a I'angle de deux plans tangents menés en N, N’ a la surface dont AB
est 'aréte de rebroussement; or ces plans ne sont autre chose que deux

plans osculateurs consécutifs de la courbe AB, et, par conséquent, leur
angle est égal & .

8. La courbe CD étant une ligne de courbure de la surface déve-
loppable dont A’B’ est I'aréte de rebroussement, on voit, en appliquant
une des propriétés établies dans le paragraphe précédent, que le lien
des centres de courbure de cette surface se confond avec la surface
polaire de sa ligne de courbure CD, laquelle surface est commune &
cette ligne et a toutes les autres lignes de courbure. 1l en résulte que
le lieu des centres de courbure est le méme pour les deux surfaces
développables dont AB, A’B' sont les arétes de rebroussement.

Ce résultat n'est qu'un cas particulier d’un résultat plus général.
Observons, en effet, que les courbes AB, A’B’ élant des développées de
la courbe CD, sont aussi des lignes géodésiques par rapport a la sur-
face polaire de cette derniére courbe; or on peut regarder cette sur-
face comme une surface développable donnée, auquel cas AB serait
une ligne géodésique quelconque de cette surface; on voit alors, en
considérant la surface développable dont AB serait l'aréte de rebrous-
sement, que le lieu des centres de courbure de cette nouvelle surface
ne serait autre chose que la surface développable donnée. Supposons,
par exemple, que la surface donnée soit une surface cylindrique, ses
tignes géodésiques seront des hélices, el les surfaces développables qui
auront ces hélices pour arétes de rebroussement, seront des hélicoides
développables; donc le lieu des centres de courbure d’un hélicoide
développable est la surface cylindrique qui contient Paréte de rebrous-

46..
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sement de hélicoide, et dont les génératrices sont coupées par cetie
courbe sous un angle constant.

Les droites MN, ON sont jes tangentes des courbes géodésiques AB,
A’B" aux points M, O ot ces courbes coupent une geénéralrice quel-
congue M'R de la surface qu’on s’esi dounée; or ces tangentes se cou-
pent évidemment a angle droit, et, par couséquent, elles font avec
M'R des angles complémentaires NM'O, NOM’. Ces deux courbes sont
donc telies que, I'une étant une ligne géodésique quelconque, I'autre
se trouve déterminée de maniére i conper chaque génératrice
sous un angle complémentaire de celui sous lequel la premieére la
coupe. Il en résulte que ces lignes géodésiques se coupent angle
droit, car en un point, qu'on leur suppose commun, passe une cer-
taine génératrice, et ce point est celui ou elles rencontrent cette géné—
ratrice, de sorte que les tangentes mencées en ce pointaux deux courbes
sont perpendiculaires entre elles. Ces mémes lignes sont les arétes de
rebroussement de deux surfaces développables qui se coupent a angle
droit suivant une courbe CD qui est une ligne de courbure commune
aux deux surfaces; de plus, les angles de conlingence et de torsion de
AB sont respectivement égaux aux angles de torsion et de contingence
de A'D'.

Remarquons que, 4 une mcme ligne géodésique AB d’une surface
développable, correspondentune infinité de ligues telles que A'B’, puis-
qu’il y a autant de courbes déterminées comme A'B'quiil y a de lignes
de courbure telles que CD sur la surface développable dont AB est
Paréte de rebroussement. Pareillement  la ligne géodésique A’ B, cor-
respondent une infinité de lignes géodésiques telles que la courbe AB,
et possédant les propriétés que nous avons reconnues i cette courbe.
On peut deés lors imaginer que U'on ait tracé sur la surface donnée deux
systemes de lignes géodésiques, dont I'un comprendra toutes celles de
Iespece AB, et Pautre toutes celles de espece A'B' : chaque ligne d’un
quelconque de ces systemes sera telle, que si on la prend pour aréte
de rebroussement d’une surface développable, toutes celles de I’autre
systeme seront les lieux des centres de courbure de cette surface, re-
latifs 4 ses diverses lignes de courbure. Ces deux systémes possedent
les propriétés suivantes: 1° aux points ot deux lignes de ces systemes
coupent une mémne génératrice de la surface qui les contient, les tan-
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geutes de ces ligues sont paralleles ou perpendiculaires, sclon qu’elles
appartiennent 4 un méme systeme ou a des systemes différents; 2° si
deux lignes appartiennenti des systemes diftérents, les angles de contin-
gence el de torsion de ['une sont respectivement ¢gaux aux angles de
torsion et de contingence de Pautre; 3° une ligne quelconque d'un
systeme coupe a angle droit toutes celles de Pautre systeme.

Cette derniere propriété appartient aussi, comme on sait, aux deux
systemes de lignes de courbure d'une surface quelconque; mais, tandis
que le lieu des normales de la surface, mendes aux divers points d'une
ligne de courbure, forme une surface developpable, il n’en est pas de
méme, en général, pour le lieu des normales passant aux divers points
d’une ligne géodésique, car ces normales se confondent avec les rayons
de courbure de cette ligne, qui est ordinairement a double courbure,
et le lieu des rayons de courbure d’une courbe a double courbure
est toujours une surface gauche. Les deux systemes de lignes géodé-
siques d’une surface développable donnent done lien a deux systemes
correspondants de surfaces gauches, qui sont les lieux des normales
passant aux divers points de chacune de ces lignes; et V'on voit que deux
guelconques de ces surfaces gauches appartenant i des systemes ditfe-
rents, se coupent suivant une normale commune, et que leurs plans
tangents sont a4 angle droit au point d’intersection des lignes géodési-
sques qui leur servent de directrices.

e L p——



