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SUR

UNE CLASSE DE FONCTIONS
QUI PEUVENT S'EXPRIMER RATIONNELLEMENT LES UNES
PAR LES AUTRES;

Par M. WOEPCRE.

Désignant par N le nombre des termes d’une fonction du n*™ de-
gré a m variables diminué d’une unité, ou le nombre des coefficients
de cette fonction; désignant pareillement par P, Q, R, etc., le méme
nombre pour des fonctions de degré p, g, r, etc., et supposant

p+q+r—+..=mn,
on a

N>P+Q+R+...,

ce qui sera démontré ci-aprés, Donc si 'on identifie une fonction du
n*m¢ degré 4 m variables & un produit de plusieurs fonctions a m va-
riables de degrés inférieurs p, ¢, r, etc., ot

p+q+r+..=n,
on pourra d’abord exprimer
P4+ Q +R4+...=8

coefficients de la fonction du n™ degré au moyen des S coefficients
des fonctions de degrés inférieurs. Cela fait, les N — S =D autres
coefficients de la fonction du 77" degré dépendent des S premiers au
moyen de D équations de condition qui doivent avoir lien pour que
Videntification soit possible. Si au moyen de ces équations, soit immé-
diatement, soit en les combinant entre elles, on ne pouvait pas expri-
mer un quelconque des N coefficients rationnellement par les autres,
il s’ensuivrait que différentes valeurs de ce coefficient seraient compa-
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tibles avec un seul et méme systeme de valeurs de tous les autres coef-
ficients. Par conséquent un produit quelconque de fonctions a4 m va-
riables de degrés p, ¢, r, etc., étant donné, on pourrait en déterminer
un second de telle sorte qu'apres 'effectuation de la multiplication
I'un des produits ne différat de Pautre que par un seul terme. Dési-
gnant le produit proposé par F, celui qu’il s'agirait de déterminer par
F’, et les m variables respectivement par x,, x,, &y,..., &,,, on aurait
douc

(1) Fr=F4+)xxsa.. x
ou les exposants e peuvent prendre aussi la valeur zéro et ot

€y + ey + ey +...7 0

11 faut remarquer que le produit x% x%... 2= doit étre considéré
comme une fonction & m variables aussi dans le cas ot des exposants
e prendraient la valeur zéro; car on pourrait dans ce cas, par une
substitution linéaire, faire reparaitre toutes les variables, comme on
peut dans I'équation du plan & = o faire reparaiire les deux autres
variables par un changement de coordonnées. De méme ce produit
doit étre considéré comme étant du degré n; car si la somme des ¢
était inférieure 4 n, on n’aurait qu’a rendre I’équation (1) homogeéne
en remplagant les m variables par leurs rapports a une (m —+ 1)*" va-
riable. Cette addition d’une unité au nombre des variables ne change
en rien les raisonnements suivants en tant qu’il y entre le nombre
des variables des fonctions que 'on considére, parce que la fonction
homogene & m + 1 variables et la fonction non homogéne 4 m varia-
bles dépendent du méme nombre de constantes.

1l s’agit donc d’examiner si ’on peut avoir

F=F-+p,

ou F et ¢ sont deux fonctions données du n*»degré 4 m variables.
Or N étant le nombre des coefficients de la fonction du nime degré a
m variables (ou de la fonction homogéne du ni#e degré 4 m + 1 va-
riables), quelle que soit la fonction §=F + Ap, elle sera déterminée
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par N systemes de valeurs des variables qui la rendent égale a zéro,
et Pon voit qu'un seul de ces systemes de valeurs pourra annuler
sans annuler simultanément F et ¢; ce systeme, substitué dans I'équa-
tion

F+ly=o,

détermine X; mais les autres N — 1 systemes de valeurs qui satisfont
a ¥ = o doivent nécessairement annuler simultanément F et ¢.

Un produit quelconque F de plusieurs fonctions & m variabies de
degrés p, ¢, r, etc., étant proposé, pour quun autre produit sem-
blable ¥’ put étre de la forme F + o, il faudrait donc pouvoir Passu-
jettir & s’annuler pour N — 1 systemes de valeurs des variables qui
annulent simultanément F et ¢. Mais cela est impossible, parce que le
nombre des constantes dont on peut disposer pour ¥/, a savoir le
nombre des coefficients de toutes les fonctions de degrés inférienrs au
n'm dont T est le produit, est plus petit que N — 1.

En effet, on a .

. m{m—1) nin-— m{m—1\{m-—2) n{n—1i{n—2)
.\:m‘n—i-—(- ) : )_1_ ( M ). ( J /“#—.-.,
1.2 1.2 1.2.3 1.2.3

formule qu’on obtient immédiatement en remarquant que dans la
fonction générale du niéme degré i m variables le nombre des groupes
de termes affectés de k& variables doit étre celui des combinaisons de m
éléments £ a £, que chacun de ces groupes renferme autant de termes
qw’il y a de sommes de & nombres entiers égales aux nombres depuis
k jusqu'a n, et que le nombre de ces sommes est celui des combi-
naisons de n éléments A a A [*].

Cela posé, supposons d’abord que F’ soit le produit de deux fonc-
tions & m variables de degré p ct n — pj; il faudra démontrer que

m{m—1) nin—1j

— I+ mn +

.o 1.2

mim—rijm—2) n(r—1)(n-—2)

+ i.2.3 ) 1.2.3

[*] M. Plucker a trouvé cette formule par d’autres considérations {Journal de
Crelle, t. XVI, p. 56).
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> mp + f’,,(’l"',zjj_)‘ p(_]lz—_;_n_)
i m(m—l)(m—2)_p(p_l)(l,_vﬂ

1.2.3 1.2.3 .

sy p) o P ol

m(m—1)(m—2) (n—p)(n—p—1)(n—p—2)

1.2.3 1.2 3 +--

—+

Si m est égal au plus petit des deux nombres p et n — p, ou plus petit,
les trois suites seront d’'un méme nombre de termes (en faisant abs—
traction du terme — 1 de la premiére). Si m est plus grand que ce
nombre, le nombre des termes de la premiére suite dépassera celui
de l'une des deux autres suites ou de toutes les deux. 1l suffira done

de prouver que
n{n—1){n—2).(n—v
>plp—1)(p—2){p—7)
+n—=p)n—p—1)(n—p—2)..(n—p—v)
Désignant ces trois produits respectivement par

P("“"% P(P'—v)’ P(n_P~9)v

P(n—v)>P(p——v)—+—P(n—p——v),

on aura aussi

P(n—v—1)>P(p—v—1)+P(n—p—v—1);
P(n—v)x|n—0o—1}

>{P(p——v)+P(n——p—u)Hn—v—l%

P (p— ) Pln— p— o)l fn— 20— 2|
:gP(p—v)+P(n—p—-v)}{(p—v—|)+(n_p_.v;l)g
>P(p_v)><{p-v—-1}+P(n——p—-v)><in—p—v—x};
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mais on a

n{n—10>plp—1)+{(n—p)(n—p-1),

donc

P(n—9)>P(p—0)+P(n—p—0).

Le terme — 1 de la premiére des trois suites fait qu’il faut exclure
le cas m = 2, n = 2. ’

Le nombre des coefficients (moins un) d’une fonction a m variables
de degré n étant plus grand que celui des cocfficients de deux fonc-
tions 4 m variables de degrés p et ¢, ot p + g = n, et le nombre des
coefficients d’une de ces derniéres fonctions, par exemple de celle de
degré p, étant de méme plus grand que celui de deux fonctions de de-
grés r et s, ou r+ s = p, et ainsi de suite, il résulte que le nombre
des coefficients {moins un) d’une fonction & m variables de degré n
est plus grand que celui des coefficients d’'un nombre quelconque
{mais non supérieur a n) de fonctions de degré r, s, ¢, etc., on

r+s-+t+4+...—=n.

1l est donc démontré qu'un produit quelconque de fonctions i m
variables étant proposé, il n’est pas possible d’en déterminer un autre
sewblable et tel, qu’apres Ieffectuation des multiplications il ne dif-
fere du premier que par le coefficient d’un seul terme.

It suit de la que si Lon effectue la multiplication d’un produit d’un
nombre quelconque de fonctions a m variables de degrés r, s, t, etc., ot
r-- s+ t+...=n, que Uon ordonne le résultat suivant les puissances
des variables de naniére a avoir N + 1 termes et N coefficients qui
sont des fonctions des coefficients des fonctions de degrés inférieurs, et
que L'on égale ces N coefficients a N quantités A, B, C, elc.; chacune
de ces derniéres quantités peut s’exprimer rationnellement par les
autres.

Considérons en particulier le cas ou la fonction de degré 7 est le
produit de n fonctions linéaires de la forme

Uy Xy = 0y Xy + Oy Xy~ 0y Ty + 1,

By + oy + Bixs 4+ o+ B+ 5,
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et ainsi de suite jusqu’a
Vi Xy -+ Yy Xy V3 Xy 4 oi - Yy I + 1.

Il ne serait pas difficile d’établir une formule qui montrat la forme
sous laquelle se présente le produit effectué pour un nombre 7 quel-
conque. Mais je préfére donner cette formule pour un cas déterminé,
en prenant n = 5. Cet exemple suffira pour faire connaitre la loi d’a-
pres laquelle sont formés les termes du produit effectué pour une
valeur quelconque de #z; il aura P'avantage, tout en occupant déja
beaucoup de place, d’en prendre moins que la formule générale, et,
en outre, de faire voir tous les termes du produit effectué, tandis que
dans la formule générale il faudrait passer des séries de termes placés
au milieu, ce qui dans le cas actuel n'est pas sans inconvénients.

Dans la formule en question (page 345), j’ai placé au-dessous de
chaque signe de somme le nombre des termes auxquels il donne lieun,
en désignant par ¢ le nombre des combinaisons de p éléments ¢ 4 ¢,
et par r! le produit y.2.3... r.

Les signes de somme intérieurs indiquent qu'il faut former d’abord
au moyen des n leftres «, 3, 7, etc., la somme des combinaisons indi-
quées par le signe ¢j placé au-dessous du signe de sommation, et rem-
placer ensuite chaque terme de cette somme par la somme qu’on obtient
en permutant de toutes les manieres possibles les indices de ces Iettres.

Les signes de somme extérieurs indiquent qu’il faut donner aux in-
dices des «, 3, v, elc., et des x toutes les valeurs depuis 1 jusqu’a m,
en excluant les cas qui rendraient quelques-uns des nombres £, 7, A,
g, etc., égaux.

Voici donc la formule dont il s’agit :

[ [ N O A N F RN R [EER AR N RN RN FYNT [ t1n



345

PURES ET APPLIQUEES.

e
v s v ol gl v A A Jewtae Vg o

’

u_w\:. ’ O

| -
fﬁik‘ﬁoi\@_ 0 N 'NnT Yo ! &:\H‘.\,@sﬁ. e i NWN
N
)

tT T ! . Nm.,
[Py R , gkt
§ —\, w? B

‘NJr\&:N.‘,Si.Q .W

N.\,\.»
RN A AR Y

l
o S Loy ts 1o ¥l Pl o N WNJr Jeteta fx 13 ip g Fn N N

\

Lo

A “.”.qxnmwwx fa , u@ JERES

i R.Tlaif:\ < v.NLT,:u atw;if: W <

T&.wi}mtsw

oy o
w

<+

,
.\N.‘*zo «F.\ka‘N

’ B L)
§ w

BT AR TR PRI R IRD
et (Y

Tome IV {2¢ seric). -— Ocrosre 185y,



346 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

11 est facile maintenant de former le groupe de termes que Y'on vou-
dra pour une valeur de n supérieure 4 5. Soit, par exemple, n = 24, et
proposons-nous de former le groupe des termes affectés de huit va-
riables, dans lesquels trois de ces variables sont élevées au premier
degré, une au second, deux au troisiéme, une au quatriéme et une au
ciiuiéme; on aura

o N S , P T '2 p3 Bk b
Z N 2 acﬁd Je dfsfggqg 9g by %y )‘h MiViGi 0 T Pr Tk gkuk)JC.T,I.I‘G.ZI/,rxg.lhxl Xy e

81 ’( 20! e \
al 317 1973731151 2 ]

Les signes de somme intérieurs sont ceux qui déterminent la for-
malion des coefficients du produit effectué; ce sont les fonctions dont
chacune s’exprime rationnellement par les autres. On voit que parmi
ces fontions se trouvent les coefficients de m équations du n¥m degré
a une inconnue qui ont pour racines respectivement les o, , Gy Yirees ¥is
les oy, Bay Y2y .ey vy, elc., et enfin les o, By Yinse- s Yin-
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