JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

MAXIMILIEN MARIE
Nouvelle théorie des fonctions de variables imaginaires

Journal de mathématiques pures et appliquées 2¢ série, tome 4 (1859), p. 305-328.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1859_2_4 305_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1859_2_4__305_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

PURES ET APPLIQUEES. 305

FIIU AT AL AR AL A A AR ATV AR YL

(LR VY e AV UMV VY A

NOUVELLE THEORIE

FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES;
Par M. Maxinmey MARIE,

Ancien éléve de 1"Ecole Polytechnique.

DEUXIEME PARTIE.
DES PF’IRIODES DES lNTPfGRALES.

(Suite).

CHAPITRE IV,
De la cubature des surfaces imaginaires et des périodes des

intégrales doubles.

38. Cubature de la conjuguée dont les ordonnées z sont seules ima-
ginaires. — Les axes étant supposés rectangulaires, |’élément du vo-

lume droit compris entre le plan des xy et la surface que I'on veut
cuber est

zdee dy

ou

F(x, y)dx.dy,

si I’équation de la surface a donné

z=F(x, y).

Ce volume droit indéfini est représenté par 'intégrale

[ar [¥(x, y)da;

pour le limiter, on se donne habituellement la trace horizontale, fer-
mée, du cylindre qui doit en former le contour. Si cette trace est re-
Tome IV (2€ série). — SepreMBRE 1859. ‘ 39
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présentée par une équation f(x, ) = o qui donne

x=9(y) = Vo(r),

le volume considéré est représenté par

" (1) -+ ()
(1) a F(x, y)dx,
" ff‘u ]/9:(1)—\/@ % 7)

Yo et ¥, étant les ordonnées maxima et minima de la courbe

flx,y)=o.

Si la trace horizontale du cylindre est sinueuse et que son équation
fournisse plus de deux valeurs de x en y, le volume s’exprime par
plusieurs intégrales doubles dont les limites, fonctions de y, sont les
différentes valeurs de x prises deux 4 deux en ordre convenable, et
les limites par rapport a 7, les ordonnées maxima et minima des diffé-
rentes branches de la courbe sinueuse.

Le cas qui se présente le plus fréquemment est celui ou le cylindre,
qui comprend le volume & cuber, projette sur le plan horizontal le
contour apparent de la surface. Si ce contour est limité dans les deux
sens des x et des y, on calcule, comme il vient d’étre dit, le volume
droit compris entre la surface entiére et le plan horizontal.

Si le contour est illimité, par exemple, dans le sens des x positifs
et limité dans le sens des & négatifs, on peut le terminer, dans le sens
des x positifs par une paralléle x = x, a 'axe des y; alors x = y (r)
étant la valeur de x tirée de I’équation du contour apparent, le volume

est représenté par

(2) ffy'dj’fz(:F(x,f)dx,

[

¥, €t ¥, étant les orconnées limites de la base du cylindre sur la droite
x = x,, ou par plusieurs intégrales de méme forme avec d’autres de
la forme (1) si la base du cylindre comprend plusieurs branches du
contour apparent, et que ce contour présente des points maxima et

minima par rapport a y.
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Si le contour apparent est illimité dans les deux sens des x positifs
et négatifs, on le termine par des paralléles a 'axe des y, x = x, et
& = x, qui rencontrent le contour apparent et forment avec lui un
espace clos sur le plan des xy ; alors outre des intégrales de la forme (1)
ou (2), expression du volume en comprend d’une troisiéme forme

(3) fyldyfxlF(.r, ¥ )dx.
7y z,

Si la surface n’a pas de contour apparent sur le plan horizontal,
en ce sens que ses points projetés parallélement a Vaxe des z recou-
vrent tout le plan des xy, on peut former sur ce plan un contour
rectangulaire au moyen de deux paralléles a Vaxe des y, x = x,,
x = a,, et de deux paralléles & axe des x, y =y,, ¥y =7, et le
volume s’exprime par une intégrale de la forme (3).

Cela posé, la conjuguée a abscisses et ordonnées réelles se cubera
exactement comme la surface réelle, car dix et dy étant réels et F(x, y)
seul imaginaire, la partie réelle de 'intégrale

fd]‘fF(x,y)dx

représentera le volume terminé a la surface diamétrale, correspon-
dante aux cordes paralleles 4 'axe des z, de la partie considérée, et la
partie imaginaire le volume compris entre la surface diamétrale et la
conjuguée.

Si 'on prenait dans le plan horizontal un contour fermé quelcon-
que, partie placé au-dessous de la surface réelle, partie au-dessous de
la surface imaginaire, I'intégrale, abstraction faite du signe V—1 qu’on
remplacerait par 1, représenterait la somme des volumes cylindriques
terminés a la surface réelle et a la surface imaginaire.

On peut trouver dans cette remarque le moyen de simplifier quel-
quefois le procédé de calcul habituellement employé pour cuber la
surface réelle. En effet, une intégrale de la forme

(3) f:' ﬂ’ff:F (, y)da

est généralement plus aisée a obtenir que celles des deux autres

39..
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formes, parce que les limites x, et x, y sont constantes au lieu d’étre
des fonctions de y; cette intégrale donne un volume & base rectangu-
laire et non pas terminé au contour apparent de la surface, ce qui est
habituellement ce dont on a besoin,

Mais si ce contour rectangulaire dépasse le contour apparent de Ja
surface réelle, intégrale représentera sons forme réelle le volume cy-
lindrique compris entre la surface réelle et le plan horizontal, volume
qui aura pour base tout ou portion du contour apparent, plus le
volumne de la surface diamétrale compris dans Pintérienr d’un cylindre
limité au contour apparent de la surface réelle et au contour rectan-
gulaire, et sous forme imaginaire, le volume compris dans ce méme
cylindre entre la surface diamétrale et la surface imaginaire.

Or, si la surface diamétrale est précisément le plan des xy, son vo-
fume sera nul, et intégrale ne se composera plus que de deux parties,
I'une réelle qui sera ce que P’on cherchait, et Pautre lmaginaire qui se
séparera aisément.

Si la surface diamétrale était quelconque, il faudrait la cuber a part,
et cela ramenerait en général la difficulté qu'on voulait éviter cepen-
dant, quand il s’agira de trouver le volume compris entre les deux
nappes de la surface réelle, que sépare le plan diamétral quelle a en
commun avec sa conjuguce, ce volume devant s’obtenir par une sous-
traction, ot le voluwme de la surface diamétrale disparaitrait comme
partie commune, rien ne s’opposera plus a la réussite de I'artifice que
nous signalons.

Pour calculer le volume compris entre e plan des J.:j et une conju-
guée quelconque, on pourrait rendre d’abord ses abscisses et ses or-
données réelles, en changeant la direction de P'axe des Z; mwais nous
allons voir qu'il est représenté par la méme intégrale double qui donne
le volume de la surface réelle, a la différence pres toutefois d’une in-
tégrale simple qui formera une partie complémentaire analogue a
celle qu’introduit la recherche de I'aire d’une conjuguée quelconque
d’une courbe plane.

39. Cubature d’une quelconque des conjugudes dont les ordonnées
z et x seules sont imaginaires. — Les ordonnées z et x de la conjuguée
considérée étant seules imaginaires, pour rendre réelles ses abscisses,

) N I TR T  RR R R R RN RRRRRRREE)
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il suffira d’incliner convenablement 'axe des z dans le plan des zar;
en d’autres terines, les cordes réelles de la conjuguée seront paralléles
au plan des za.

Cela posé, la question peut, sans inconvénient, étre réduite a déter-
tuiner le volume compris entre la conjuguée considérée, un cylindre
paralléle & ses cordes réelles et le plan des xy : si 'on voulait ensuite
donner aux génératrices du cylindre une autre direction, sans chan-
ger la courbe suivant laquelle il devrait couper la conjuguée, la correc-
tion a faire se réduirait a 'introduction d’'une intégrale simple qui ex-
primat la différence des volumes des denx cylindres.

La question ainsi posée n’exige aucune invention nouvelle; chaque
plan paralléle aux xz donune dans le cylindre considéré une section

trapézoidale dont I'aire, les axes de coordonnées étant supposés rec-
tangulaire$, est exprimée (n° 29) par

2zl —3? TR
o +] Fla, y)dx,
x, 2,

[0 %oy |y, 2,] étant les deux points ou le plan paraliele anx xz,
dont il s'agit, coupe l'intersection de la conjuguée et du cylindre, et
I'intégrale étant prise comme si y était constant.

Le volume compris dans le cylindre entre deux plans paralléles aux
xz, infiniment voisins, est donc

2 2 X,z \
25— 3} A K
ay <ﬁﬁ2C— +f1 . IF{x, ) dx>,

et le volume cherché, si y = y, et y = y, sont les deux plans limites
qui comprennent le cylindre, est représenté par
JI]’ 'z — z? 1J"'Z’F d.
[ x
S (B [T @ ),
Yo Ty %,

expression qui ne differe que par une intégrale simple de la formule
du volume indéfini de la surface réelle.

Dans cette expression, la partie réelle représente le volume com-
pris dans le cylindre considéré entre le plan des xy et le diamétre qui
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partage en parties égales les cordes réelles de la conjuguée, et la
partie imaginaire, le volume compris dans le méme cylindre entre la
conjuguée et son diamétre.

Si le cylindre est circonscrit a la surface réelle, I'intégrale simple

7, ?__ 2
L dj<2020Zl>

)
représente le volume compris entre ce cylindre et un autre qui, cou-
pant la surface réelle suivant la méme courbe, aurait ses généralrices
paralléles aux z; en supprimant donc cette intégrale simple, l'inté-
grale double qui reste

f]l c{yfxlz'F(x,j)(lx
yl) ‘r(nzu

représentet le volume de la conjuguée compris dans un cylindre paral-

lele aux z.

40. Cubature d’une conjuguée quelconque. — C et €/ étant les deux
caractéristiques de la conjuguée considérée, c¢’est-a-dire les rapports
des parties imaginaires des coordonnées x et z, 7 et z d’un quel-
conque de ses points, ses cordes réelles seront paralléles a la droite

x = Cz,

)’:C'Z:

pour trouver Pexpression du volume compris entre une portion de
cette surface, un cylindre parallele a ses cordes réelles et le plan des
ZY¥, NOUS raisonuerons come en géométrie plane.

S'il s’agissait de la surface réelle, et que la rapportant successive-
ment aux axes primitifs (x, y, z) et 4 de npuveaux axes (x, ¥, 2’}
dont le dernier fit paralléle a la droite anciennement représentée

par les équations x =Gz, y = C'z, on formét les deux intégrales

fd]fz-d.r et sin(Y, Z’X)fdj’ (sinZ’sz-’ n'x’)

en prenant pour limites les coordonnées, dans I'ancien et le nouveau
systeme, des points d’une méme courbe tracée sur la surface : ces denx
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intégrales différeraient entre elles de I'intégrale simple qui exprimerait
la différence des volumes des deux cylindres paralléles I'un aux z,
Pautre aux z', terminés d’une part a la courbe choisie et de ’autre au

plan des xy.

Cette intégrale simple, en désignant par « une ordonnée perpendicu-
laire 4 la fois aux z et aux z', est

inZz7Z'
Sm2 fz.z'.({u

qu'on peut exprimer en fonction de z, x et ¥ de la maniére suivante :

D’abord z7 = (‘—0‘5;77,, ce qui réduit I'intégrale considérée a

tang 227 fzz du:
g H

2

en outre les plans paraliéles aux z' et aux %, puisque les z’ sont pa-
ralléles 4 la droite

x =C(Cz,
¥y =00z,

ont pour équation générale
Cy — Ca = £,
la distance » d'un point a, y, z a 'un de ces plans est done

Cyr—Cax—#

Ve

par conséquent
dy — Clr—Cda

C Vexo

d'un autre coté
costt/ = |
VG G ¢

et par suite

tangZZ' = yC? 4 C2,
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La substitution donne pour la partie complémentaire cherchée

Efﬁ(Ca’j — C'dx),

expression dans laquelle x, y, z sont les coordonnées des points de
la courbe qui limite la portion de volume qu’on voulait calcaler, de
sorte que dx et dy peuvent y étre exprimés en fonction de z et de
dz au moyen de J’équation de la surface et de la condition qu'on y a
adjointe pour définir la courbe en question.

En résumé donc, §'il s’agissait de la surface réelle, on aurait identi-
quement

sin (Y, Z'X) sin (Z’X)fd]’fz’dx'—_—fdyfzd —é {‘zz(Cd)f — Cdx),

xyz, x' y' 7 désignant dans les deux intégrales doubles les coordon-
nées anciennes et nouvelles des points correspondants de la surface,
tandis que dans U'intégrale simple &, y, z seraient les coordonnées des
points de la courbe tracée sur la surface pour limiter la portion & la-
quelle correspondraient les deux volumes considérés.

Or cette identité, absolue de sa nature, convient aussi bien a des va-
leurs imaginaires des coordonnées qu’a des valeurs réelles; si donc,

z=F(x, y)
étant toujours 'équation de la surface réelle,
x—Cz=f(y—0Cz)

est équation du cylindre réel qui doit, dans la conjuguée dont les ca-
ractéristiques sont C et C’, intercepter le volume considéré, et que les

équations .
z=F(ax,y) et x—Cz=f(y—C3z)
donnent :

x=09(y)=¢(r)

le volume cherché, représenté par V'intégrale

sin(Y, Z’X) sin Z’de)”fz’ dx’

| [ A N T R RN | [EERRERERERERRERE! iy
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ou les limites, qu’il est inutile d’indiquer, auraient été prises convena-
blement, sera aussi représenté par

y. v(f)—f—#(f)
f f (x, y)dx
o p{r)—o(r
I

— [Tl =40, 1} [C—Co ()= C¥ (),

[

dans laquelle les constantes y, et y, seraient les ordonnées maxima et
minima de la courbe qui limite sur la conjuguée la portion de la sur-
face 4 laquelle correspond le volume cherché.

41. Des integrales doubles prises entre des limites imaginaires. <~
TLa définition d’une intégrale double ffza’xd]‘, lorsque les variables

dont elle dépend doivent passer par des valeurs imaginaires, est su-
jette & des difficultés sur lesquelles nous devons insister avant de passer
outre.

Il est évident d’abord qu’une des sommes représentées dans la for-

mule
f ‘z.dx.r[y

ne se sépare des autres qu’autant qu’on fournit deux relations entre
les parties réelles et imaginaires de x, y et z, qui, jointes aux
deux équations dans lesquelles se décompose celle qui donne z im-
plicitement, réduisent 4 deux le nombre des variables indépen-
dantes.

Mais ces deux relations étant données, pour concevoir nettement
lintégrale double, il faudrait la transformer de maniére 4 pouvoir y
séparer les deux intégrations.

Or une pareille transformation exigerait habituellement un change-
ment de variables indépendantes.

En effet, 3 un méme couple de valeurs attribuées aux parties réelle
et imaginaire soit de y, soit de x, il ne correspondra en général qu’un
nombre limité de systémes de valeurs soit de x et de z, soit de y et

Tome 1V (2° série). — SEPTEMBRE 1859, 40
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de z, puisque sur les six variables on en aura choisi deux et qu’il
restera aux quatre autres a satisfaire 4 quatre conditions.
Pour pouvoir séparer les deux intégrations, il faudrait en général
substituer des variables réelles aux variables imaginaires considérées.
On pourrait prendre pour variables indépendantes les parties o et 3
qui composent x, et I'on effectuerait la transformation au moyen de
la formule connue

/YMW&%[&MWWEELEE

de dy  dy de

do da df df

- , . . X da da dff df
z, désignant Uexpression de z en fonction de a et de 3 et e

les dérivées partielles de « et de {3 par rapport & x et a y.
Mais une pareille transformation habituellement altérerait trop pro-

fondément la forme analytique de la fonction placée sous le signe f

pour laisser aucun moyen d’en étudier I'intégrale.
La valeur d’une intégrale double, comme celle d’une intégrale sim-

ple, dépend avant tout, la fonction sous le signe frestant la méme,

des limites entre lesquelles I'intégration doit étre faite. Ces limites res-
tant fixes, la suite des valeurs intermédiaires, qu’on doit faire prendre
aux variables, peut se déformer d’une infinité de maniéres sans que la
valeur de U'intégrale change, et cette valeur, lorsqu’elle doit changer,
conserve encore intacte sa partie principale, elle ne s'augmente que
de constantes ou d’intégrales simples.

Nous bornerons donc d’abord nos recherches i déterminer pour
chaque systeme de limites la valear de I'intégrale double la plus facile
& rencontrer et a définir.

Les limites seront fournies par deux courbes réelles ou imaginaires
composées de points pris sur la surface F(x, y, z)=0 ou sur ses
conjuguées, de sorte que la discussion portera sur les différentes hy-
pothéses qu’on peut faire relativement 3 ces courbes.

42. Du cas ol y ne regoit que des valeurs réelles. — Lorsque les

roy [ ' ' v e EEERERRRRRRR RN
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deux courbes, qui forment les limites de V'intégrale, ont les ordonnées
de tous leurs points réelles, on peut éviter de faire passer y par des
valeurs imaginaires; alors l'intégrale double recoit immédiatement la

forme
fd]'fz.r{:r.

Mais les limites dechaque intégration étant fixées, si I'on n'indiguait
de quelle maniére pour chaque valeur de y, x variera entre ses limites

gl y)ety(y), Vintégrale
“‘yl (‘ )
f (/)ffab " zdx
7 g ()

resterait en général complétement indéterminée. En effet, pour chaque
valeur de y, y =&,

vir)
f zdx,
L 4
o (r)

pourrait avoir une infinité de valeurs qui seraient une quantité fixe

augmentée de multiples entiers de quantités représentant les aires des
anneaux fermés de la courbe

S lx, kb, 2) = o,

ou les aires imaginaires des conjuguées fermées de cette courbe; en
sorte que si la nature de la question ne spécifiait rien sur le nombre
de chacune des périodes qu’il faudrait comprendre dans la valeur de

Pintégrale
L(r
f zdze,
2{r)

pour chaque valeur de y, I’élément
4{s) y
- zdx,
G fy )

renfermant une partie dans laquelle un coefficient, entier a la vérite,

40..
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serait quelconque, comme cette partie serait toujours infiniment pe-

tite, 'intégrale
b ¢ ()
f cl_)ff zdx
Zo g ()

pourrait recevoir une infinité de valeurs continues entre elles : tandis
quesl, au contraire, la marche des valeurs de x est fixée d’une maniére
générale, c’est-a-dire pour toutes les valeurs de 7, alors les valeurs

de P'intégrale
$(r)
f zdx,
2 ()

ne se formeront plus indépendamment les unes des autres, et Vinté-
grale double sera complétement définie.

Pour fixer la marche des valeurs de x entre ses limites correspon-
dantes a chaque valeur de y, on pourra définir d’une maniére générale
la courbe. réelle ou imaginaire que, dans chaque plan paralléle au
plan des xz, et distant de ce plan de la quantité y, le point [xz] devra
décrire entre les limites x = ¢ ( y), & = ¢ (), pour engendrer Vaire

¢(r)
f zdax.
e ()

Soit toujours y = £ une des valeurs de ¥, le plan y = 4 coupera la
surface réelle et celles de ses conjuguées dont les ordonnées y sont
réelles, suivant une courbe réelle et ses conjuguées imaginaires.

Six, = ¢ (k)et x, = ¢ (k) sont constamment réels, quel que soit 4,
on pourra ne donner & x que des valeurs réelles, et Iintégrale

y (k)
f z2dx
o (k)

représentera la somme des aires des sections faites dans la surface
réelle et dans sa conjuguee 4 abscisses et ordonnées réelles, comprises
entre ces deux courbes, I'axe des x et les deux paralléles 4 'axe des z,

x =g (k), x=14(k).

(T [ ; I TUE S0 I S e pea e
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Mais cette intégrale aura d’ailleurs autant de valeurs qu'il y aura
de chemins continus sur ces deux courbes, des divers points qui peu-
vent répondre 4 la limite inférieure 2, = 9 (%), aux points qui penvent
répondre 4 la limite supérieure x, = ¢ (k).

Si x peut aller de x, = (k) 4 &, = ¢ (k) en dépassant ces limites
dans un sens ou dans Pautre de toutes les maniéres possibles, pourvu
que, partant de &, = ¢ (£), il arrive par des valeurs réelles & x, = U(k),
intégrale devra étre complétée par I'addition de multiples entiers des
aires des anneaux fermés de la section réelle ou de la section imagi-
naire a abscisses réelles.

L’intégrale

Y, $(r)
f (I'J‘f zdx
Yo 9’(-7)

représentera donc la somme des volumes compris entre la surface
réelle et sa conjuguée 4 abscisses et ordonnées réelles, le plan des xy,
les deux plans Y =DJo» Y=y, et les deux cylindres x=0y,
x=¢ ()

Et st daps chaque plan y =k, le point [xz] a décrit des anneaux
fermés homologues et un méme nombre de fois dans chaque plan,
Pintégrale comprendra en outre des multiples des volumes engendrés
par les différents anneaux fermés lorsqu’ils se déplacent P
au plan des xz entre les plans y = 5, =y,

Six, =09 (k)et x, = ¢ (k) étant toujours supposés réels, quel que
soit A, on veut néanmoins faire passer a par des valeurs Imaginaires,
on pourra interrompre 4 un instant quelconque le chemin du point
[xz], sur 'arc de la courbe réelle, par un tour fait sur une de ses con-
jnguées fermées, de fagon a continner ensuite arc réel, ou si cet arc
réel se compose de deux branches distinctes et séparées, passer de
Pune a Pl'autre en suivant une quelconque des conjuguées, au lien
de prendre, comme précédemment, la conjuguée 4 abscisses réelles.

L'intégrale aura, dans tous les cas, exactement les mémes valeurs,
car les aires imaginaires des conjuguées fermées contenues dans un

méme plan seront égales, et par conseéquent engendreront les meémes
volumes.

arallélement
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Enfin, on pourra passer dans le plan de chaque section, du point
x, = o (k)au point x, = ¢ (k), par une succession de valeurs imagi-
naires de a réglée par une loi entierement arbitraire, par une relation
choisie 4 volonté entre les .parties réelles et imaginaires de x et de z,
cette relation n’étant assujettie qu’a la condition d’étre satisfaite par

2o =0 (k), z,=F(xo k)

et par

ay, =4 (It), z, = F(x,, k),

¢ (k)
f zdx
¢ (k)

représentera I'aire de la section faite dans la surface réclie et sa con-
juguée a abscisses et ordonnées réelles, par exemple, plus des multi-
ples déterminés des aires des différents anneaux fermés de la section
réelle ou de 'une de ses conjuguées imaginaires. Le chiffre de chacun
de ces multiples se déterminera, comme on I'a vu dans la théorie des
intégrales simples, par le nombre de tours que fera sur Panneau réel

quel que soit k.
Alors I'intégrale

fe point de contact de cet anneau avec la conjuguée sur laquelle se
trouvera i chaque instant le point [xz], ou par le nombre de contacts
du chemin qu'aura décrit ce point [xz] avec les branches réelles
qui touichent chaque anneau fermé de I'une des conjuguées imagi-
naires.

1l pourrait se faire que k variant, le nombre de ces tours ou con-
tacts ne diit pas rester le méme dans les plans de toutes les sections,
on devrait alors déterminer les valeurs de k& entre lesquelles ces
nombres resteraient constants; lintégrale se composerait de mul-
tiples différents des volumes engendrés par les anneaux fermés dans
lés intervalles des plans correspondants aux valeurs principales
de k.

Le nombre de tours que fait sur I'annean réel le point ou il touche
la conjuguée a laquelle appartient le point [xz], est égal au nombre
de fois que le coefficient caractéristique de ce point [xz] revient & sa
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valeur initiale, I'angle dont il est la tangente ayant passé par loutes
fes valeurs possibles dans un inte.rvalle de 360 degreés.

Quant aux contacts du chemin imaginaire, parcouru par le point
[xz], avec la section réelle dans chaque plan, comme ils se déterminent,
ainsi qu’on I'a vu dans la théorie des intégrales simples, par les ren-
contres de cette courbe réelle avec une autre courbe réelle dont 1’é-
quation résulte de la condition qui régle la succession des valeurs de - :
il est évident que les valeurs de £, pour lesquelles cette seconde courbe
serait tangente a la section réelle, seront celles A partir desquelles le
nombre des contacts du chemin imaginaire pourra changer.

Si xy=g¢ (k) et x, = ¢ (k) n’étaient pas constamment réels, les
limites de Vintégrale

o 2,
f zdx
e s

0y Sy

seralent prises, en général, sur deux conjuguées différentes de la sec-
tion réelle contenue dans le plan y =4, et cette mtégrale, 4 la diffe-

. 14 27 ,
rence pres de la quantité =%~ — 2, renrésenterait la son § aires
I qu 5C, — >C, "epreésenterait la somme des aires
des deux conjuguées passant par les limites, et de la courbe réelle ter-
minée aux points ou elle toucherait ces denx conjuguées; l'intégrale

double, a la différence pres de la quantité

1 LZ B\ TR
ZI ’7<‘C) ’

fr=p(r)

representerait donc le volume compris entre le plan des xy, la surtace
formée par les sections paralléles au plan des 2z soit de la surface
reelle, soit de ses conjuguées & ordonmées réelles qui passeraient par
tous les points y = &, & = ¢ (&) ou b(k), 2="F(x, 7), et un conoide
ayant pour génératrices les paralléles menées de ces divers points aux
cordes réelles des conjuguées qui y passeraient.

£5. Du cas ou les parties imaginaires de x et de ¥ restent dans un
rapport constant. — Lorsque les deux courbes, qui forment les limites
de l'intégrale double, sont sur une méme conjuguée, ou sur des con-



320 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

juguées différentes, mais dont les caractéristiques soient proportion-
nelles, ou, enfin, quand ces deux courbes se composent de points pris
sur les conjuguées dont les deux caractéristiques sont comme des nom-
bres donnés, on peut éviter de faire sortir le point [xyz] de ces con-
juguées.

Ce cas peut se ramener au précédent par une transformation de
coordonnées,

En faisant tourner le plan des 2z d'un angle convenable, autour
de V'axe des z, on substituera a la suite des valeurs que devaient
prendre &, y et z, une autre suite de valeurs d’autres variables 2/,
7y, 7, desquelles y’ restera constamment réelle, et les valeurs de la
nouvelle intégrale double

sin YX' fdy’fz'([x’,

fourniront celles de la proposée. Or le paragraphe précédent les définit
complétement.

4%4. Du cas ou chacune des limites est tout entiére sur une méme
conjuguée, les deux conjuguces qui les contiennent étant d’ailleurs
guelconques. — On peut supposer, dans ce cas, que le point [xyz]
trace des courbes définies sur les conjuguées comprises dans une méme
suite dont fassent partie celles sur lesquelles se trouvent les limites :
on ne pourra plus alors rendre en méme temps réelles toutes les valeurs
de ¥, par une méme transformation de coordonnées; mais cependant
on arrivera encore aisément 3 déterminer I'un des volumes que peut
représenter, dans ce cas, I'intégrale double.

En effet, il résulte de ce qui précéde, que I'une des valeurs de
Pintégrale, prise entre des limites déterminées par une courbe A,
tracée sur la surface réelle, et une courbe B, tracée sur l'une de
ses conjuguées, représente, a la différence prés d’une intégrale sim-
ple qui s’introduit par le changement de direction de V'axe des z, le
volume de la surface réclle limitée a la courbe A et a4 la courbe C,
suivant laquelle elle touche Ia conjuguée a laquelle appartient la
courbe B, plus le volume de cette conjuguée limitée aux courbes C
et B. ’
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L’intégrale double, lorsque la courbe B passe d’une conjuguée a
une auntre, peut donc étre considérée comme s’augmentant du vo-
lume correspondant 4 la portion de la surface réelle comprise entre
les deux courbes suivant lesquelles elle touche les deux conjuguées
consécutives, de la différence des volumes des deux conjuguées limi-
tées respectivement aux courbes suivant lesquelles elles touchent la
surface réelle, et 4 la courbe mobile B, et enfin dc la quantité dont
varie I'intégrale simple complémentaire.

Cela revient & dire que l'intégrale double définie par ses limites cor-
respondantes 4 deux courbes B et B', tracées sur deux conjuguées dif-
férentes et quelconques d’ailleurs, comprend parmi ses valeurs le vo-
lume de la conjuguée a laquelle appartient la courbe B, limitée a cette
courbe et a la courbe C, suivant laquelle elle touche la surface réelle,
plus le volume correspondant 4 la portion de la surface réelle com-
prise entre la courbe C et la courbe C/, suivant laquelle elle touche
la conjuguée a laquelle appartient la courbe B, plus le volume de
cette derniére conjuguée limitée aux courbes C' et B, ces trois vo-
lumes érant compris dans trois cylindres paralléeles a trois axes de
z différents, mais dont les directions sont connues, plus enfin les
parties complémentaires qui s’introduisent a chaque changement de
direction de 'axe des z, parties que nous avons déja plusieurs fois
évaluées.

45. Du cas oir, en tous les points d’une méme limite, les deux
caracte’risti(/uns conservent entre clles un rapport constant ; ce rapport
n'étant pas toutefois le méme anx dewa limites. — A et B étant les
deux courbes limites, nons supposerons d’abord 'une d’elles A tracée
sur la surface réelle.

Si nous commencons par faire tourner les axes des x et des y d’un
angle tel, que les ordonnées de tous les points de la courbe B devien-
nent réelles, ¢t que nous concevions ensuite dans chaque plan paral-
I¢le an nouvean plan des xz, et passant par un point de la courbe B,
les sections faites dans la surface réelle et dans la conjuguée imagi-
naire a laquelle ce point appartient, ces deux sections tangentes entre
elles se faisant suite 'une & 'autre, couperont aux points x'==a, x'= b,

Tome IV (2¢ série). — SepreMBRE 1859. [I I
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les courbes A et B,
b
d)f’f z dx’

représentera la somme de leurs aires, a la différence prés de la quan-
tité algébrique :

() ,II,: 3
- 2C, -

x'=a

¢ (")
fdf’f* ' d,
9 (r")

dans laquelle o (¥') et ¢ (»') seraient les valeurs générales de 2" en y’
pour tous les points de la courbe A et de la courbe B, représentera
done le volume de la surface réelle limitée i la courbe A et a la courbe
D, suivant laquelle elle touche toutes les sections faites dans les con-
juguées auxquelles appartiennent les points de la courbe B, plus le
volume d’une surface imaginaire engendrée par ces sections, limitées a
la surface réelle et 4 la courbe B, plus I'intégrale simple

fdr' [(z')fJ“W 3
R -1 4 R

Si les deux limites A et B étaient imaginaires, on évaluerait séparé-
ment l'intégrale entre les courbes A, B et des courbes différentes D,

E tracées sur la surface réelle, et on vy joindrait l'intégrale prise entre
les courbes D et E.

Pintégrale

46. Le dernier cas qui resterait & examiner serait celui ou les deux
limites seraient composées de points entierement quelconques. Mais
nous ne saurions traiter la question dans cette hypothese générale qui
exigerait absolument un changement complet de variables indépen-
dantes. Comme nous I'avons dit déja, la nouvelle intégrale différerait
alors trop profondément de la proposée pour qu'on dut regarder la
(question comme se rapportant a cette proposee. On étudierait donc
I'intégrale transformée dont les variables seraient devenues réelles,
comine nous 'avons dit au n® 42.
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47. Toutes les conjuguées d’une surface ne la touchent pas tou-
jours ; nous devons donc dire un mot du cas ot les limites passeraient
sur les conjuguées de la seconde espéce.

La cubature de ces conjuguées ne présente rien de particulier, et
inversement Iinterprétation de Pintégrale double, dans le cas ou les
limites appartiendraient 4 une méme conjuguée continue entre ces
limites, ne présenterait non plus aucune difficulté. Mais dans tous les
autres cas la question offrirait les mémes embarras que nous avons
constatés en géométrie plane dans le cas analogue.

Toutefois nous devons faire remarquer que dans toutes les hypo-
theses que nous avons examinées relativement aux limites, en excep-
tant seulement le cas ou ces limites seraient composées de points
complétement isolés, la transformation que nous avons eu a faire
nous a toujours fourni, pour définir les nouvelles variables, une nou-
velle équation de la méme surface reelle, ayant encore par conséquent
tous ses coefficients réels: or les ordonnées ¥ étant devenues réelles
la suite de cette transformation, la section faite par chaque plan pa-
rallele au nouveau plan des xz, dans la conjuguée passant par un
point d’une des limites et Ienveloppe lmaginaire des autres sections
de la surface compléte par le méme plan réel, comporteront toujours
les mémes observations que nous avons faites en géométrie plane dans
le cas analogue.

Par suite, lorsque Péquation proposée aura ses coefficients réels et
représentera une surface réelle, on pourra habituellement assigner en-
core le volume représenté par Fintégrale double, méme dans le cas ou
les limites auraient passé sur les conjuguces qui ne touchent pas la
surface réelle.

8. Des périodes des integrales doubles. — Nous avons, dans ce
qui précede, trouvé I'un des volumes, et, suivant toute apparence, le
volume le plus simplement défini que put représenter pour chaque
systeme de limites Fintégrale double

j'fz.dx.ay.

Mais alors meme que les limites resteraient les mMEmes, Nous savons

4i..
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que la valeur de U'intégrale pourrait changer avec la loi qui réglerait le
mouvement du point [@yz]: nous allons donc chercher quelle sera
cette valeur dans chaque cas. Ce qu’il restait encore de vague dans
Ja recherche de la vraie valeur d’une intégrale double va s'éclaircir de
facon a permettre de traiter complétement la question lorsqu’elle sera
posée sur un exemple particulier.

Nous allons montrer en effet que les intégrales doubles comme les
intégrales simples ont des périodes constantes, et que ce qu'il faut ajou-
ter a4 la valeur la plus simple d’une intégrale double pour former sa
vraie valeur actuelle est une somme de multiples de ces périodes réelles
ou imaginaires; nous chercherons ensuite 4 obtenir un moyen de trou-
ver ces multiples.

Le volume compris dans l'intérieur d’une nappe, fermée de toutes
parts, de la surface réelle, peut étre engendré plusieurs fois de suite
dans le méme sens, et ses éléments peuvent se superposer pendant
que lintégrale se forme; ce volume, on le comprend donc 4 l'a-
vance, doit former une période réelle de I'intégrale ; quant aux pe-
riodes imaginaires, ce seront les volumes enfermés par les conjuguées

fermees.
49. Démonstration de Uegalité des volumes enveloppés par toutes
les conjuguées jérme’es d*une méme catégorie. — Nous démontrerons

d’abord que les conjuguées fermées d’une méme surface, comprises
entre les mémes nappes de cette surface, enveloppent toutes un méme
volume dans leur intérieur.

1l suffira pour cela de comparer entre elles les conjuguées qui ont
en méme temps leurs ordonnées y réelles ou de comparer I'une d’elles
i celle qui a ses ordonnées et ses abscisses réelles; car en changeant la
direction de Paxe des x, on pourrait amener successivement toutes les
autres 4 avoir leurs ordonnées y réelles, et, d’un autre coté, celle qui
primitivement avait a la fois ses abscisses et ses ordonnées réelles se
retrouverait toujours comprise dans chague nouveau groupe.

Cela posé, I'aire de la section faite dans 'une des conjuguées, qui
ont leurs ordonnées réelles, par un plan paraliéle au plan des xz est

la période imaginaire de Vintégrale zdx calculée en supposant y
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constant, le segment compris entre deux plans paralléles au plan des
xz est donc fmdj, qui a la méme valeur quelle que soit la conju-

guée dont il s’agisse.

Il reste donc seulement 4 établir que toutes ces conjuguées ont les
memes limites, paralléelement au plan des xz.

Or cela est évident : elles touchent en effet toutes la surface réelle
aux points ou elle a son plan tangent paralléle aux xz.

50. De la maniére dont s'accroit I'intégrale double. — Quelle que
fut la loi qui dat régir le mouvement du point [xyz], nous avons
toujours pu regarder la portion de surface qu'il décrit et 2 laquelle
correspond le volume qui forme la valeur de I'intégrale double (ala
différence pres de 'intégrale simple qu’introduit le changement de di-
rection dans I'axe des z), comme engendrée par une courbe B tracée
sur la surface réelle, sur une de ses conjuguées, permanente ou non,
ou sur des conjugnées pour lesquelles le rapport des caractéristiques
C et (' restit le méme, ce rapport pouvant d’ailleurs changer on non
avec la position de la courbe B.

Dans le dernier cas, qui est le plus général, si la courbe B se déplace
infiniment peu, 'intégrale subit trois variations distinctes.

1°. Si par chaque point de la courbe B, on fait, dans la conjuguée
4 laquelle appartient ce point, une section paralléle & la direction
qu’il faudrait donner aux xz pour rendre réelles les ordonndes de Ia
courbe B, ces sections forment une nappe N tangente a la surface
réelle suivant une courbe A : lorsque la courbe B se déplace, la
courbe A se déplace aussi sur la surface réelle, et I'intégrale s’accroit
d’abord du volume correspondant a la portion de la surface réelle
parcourue par la courbe A.

2°. La nappe N prend des limites différentes, et si 'on méne par
chaque point de la courbe B et par le point correspondant de la
courbe A deux paralléles aux cordes réelles de la conjuguée qui passe
au point considéré de B, la nappe N, le plan des xy et les deux co-
noides formés par les deux suites de droites qui viennent d’étre dé-
finies, enveloppent un certain volume : ce volume varie quand la
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courbe B se déplace, et la variation qu’il subit est la seconde partic
de Vaccroissement de 'intégrale.

3°. Enfin si 'on a formé Pexpression du volume compris entre le
plan des xy, le cylindre paralléle aux z ayant pour directrice la
courbe B et le conoide, défini comme il vient de I'étre, ayant la
méme directrice B, ce volume ayant été représenté par la méme in-
tégrale simple qui le fournirait réel : la variation de cette intégrale
simple sera la troisieme partie de ’accroissement de 'intégrale double.

51. De la maniére dont s’engendrent les périodes. — Lorsque la
courbe B se déplace, la courbe A, si elle se trouve sur une nappe
fermée de la surface réelle, peut parcourir cette nappe plusieurs fois
dans le méme sens, et chaque fois qu’un tour entier se trouve achevé,
Pintégrale comprend une fois de plus le volume réel enfermé par
cette nappe. Cest ainsi que s’engendrent les périodes réelles.

Si la courbe B reste sur une nappe illimitée, la partie imaginaire de
Pintégrale croit ou décroit suivant que cette courbe B s*éloigne ou se
rapproche de la surface réelle; elle peut diminuer jusqu’a zéro ou
croitre sans limite, mais le volume formé ne peut étre engendré deux
fois, si I'on écarte le cas ou la courbe B étant fermée, on supposerait
qu’elle [t parcourue plusieurs fois dans le méme sens par le point mo-
bile.

Dun autre coté, lorsque la courbe B reprend la méme position,
intégrale simple complémentaire reprend la méme valeur, sans am-
biguité, et son accroissement total se réduit i zéro.

Rien, dans I'hypothese, ne permet donc alors aux périodes de se
développer.

Mais si la courbe B parcourt une conjuguée fermée, ou si, en avan-
cant, clle passe d'une conjuguée fermée 2 une autre voisine, ou si ses
différents points restent sur des conjuguées fermées d’une méme caté-
gorie; cette courbe peut deux, ou trois, ou quatre fois parcourir dans
le méme sens une conjuguée fermée, on en parcourir les portions
équivalentes sur les conjuguées fermées sur lesquelles elle arrive suc-
cessivement, ou sur lesquelles se transportent ses différents points;
et, dans ce cas, la valeur de l'intégrale peut comprendre un nombre
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quelconque de fois le volume intérieur commun des conjuguées con-
sidérées.

32 Détermination du nombre de chacune des periodes que doit
comprendre Uintégrale. — 1 est évident que nous ne saurions prétendre
a donner une formule de ce nombre; il s’agit seulement d’indiquer un
caractere auquel on puisse reconnaitre que la période est achevée.

Nous n’avons rien &4 ajouter a ce qui a été dit précédemment des
périodes réelles, dont la théorie est plus simple, et auxquelles d’ail-
leurs s’appliquera ce que nous avons i dire des périodes imaginaires.

La période imaginaire peut se clore de plusieurs maniéres diffé-
rentes : la partie imaginaire de I'intégrale, qui s’accroit 2 mesure que
la courbe B s’¢loigne de la surface réelle, atieint la valeur du demi-
volume intérieur de 'une des conjuguées fermées, au moment ou cetie
courbe, se réduisant a4 un point, a parcouru dans son entier I'un des
hémispheres de la conjuguée, séparés par la surface diamétrale qu’elle
a en commun avec la surface réelle.

A partir de Pinstant ot se serait passé le fait que nous SUPPOSCNS,
en général, la courbe B en reprenant des dimensions finies, retranche-
rait une partic da volume imaginaire déja engendré, la demi-période
achevée se perdrait petit a petit, et la partie imaginaire de I'intégrale
pourrait redevenir nulle au moment ou la courbe B repasserait sur la
surface réelle.

Mais la demi-période achevée pourra se conserver lorsque le point,
ou se réduit la courbe B, se tronvera sur la limite commune des denx
hémisphéres, parce que la courbe B, en reprenant des dimensions fi-
nies, pourra se transporter de I'un sur Iautre hémisphere.

Alors les parties équivalentes des deux hémispheres étant parcournes
successivement par la courbe B toujours dans le méme ordre, chaque
demi-période achevée s’ajoutera aux précedentes, et la partie imnagi-
naire de l'intégrale pourra atteindre 4 un multiple quelcongne du
volume intérieur de la conjugudée.

D’autres circonstances peuvent donner lieu a Paccumulation des
périodes : ainsi, si la courbe B, tourrant comme autour d’un axe fixe,
toujours dans le méme sens, décrivait une méme conjugudée. chaque
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fois qu’elle viendrait se confondre avec la courbe de contact de la con-
juguée avec la surface réelle, il faudrait compter une période de plus.

Dans le cas ou la courbe B, toujours animée du méme mouvement,
aurait tous ses points consécutifs sur des conjuguées contigiies, chaque
fois qu’elle viendrait se confondre avec une ligne réelle, il faudrait
compter une période de plus.

Fnfin, si tous les points de la courbe B ne passaient pas simulta-
nément sur la surface réelle, quand cependant ils y auraient tous
passé, il faudrait compter une période de plus.
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