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PURES ET APPLIQUEES. 2
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THEOREME ARITHMETIQUE .
Par M. J. LIOUVILLE.

Soient &, ,,..., ¥, des nombres entiers ind¢terminés, mais positits,
qui doivent vérifier une ou plusieurs équations

(’.) j‘(xnxm--',x/z):—o,-”, F(.T,,Jt‘2,..., xp.):():

auxquelles peuvent étre jointes des conditions limitatives, afin que
le systéeme (1) n’ait qu’'un nombre fini de solutions. Considérons I'en-
semble des solutions de ce systéme, et pour chacune d’elles décompo-
SONs Xy, &y,..., 2, en deux facteurs, de maniére 2 avoir de toutes les
maniexes possibles

Xy =d,dy, x,=1y0y,..., x,=4d, 0,

puis formons les produits
did,...d,.

Enfin, pour chaque produit ainsi obtenu, cherchons si le nombre 7
des facteurs premiers (égaux ou inégaux) qui le composent est pair
ou impair, en observant que ce nombre 7 est nul, et par conséquent
pair, quand

d, dy...d, =1 ["].

Cela posé, écrivons + 1 toutes les fois que n est pair, — 1 quand
n est iwpair, et faisons la somme algébrique des unités ainsi inscrites.
Nous aurons au sujet de cette somme ¢ (I'excés du nombre des cas
ou 7 est pair sur le nombre des cas ou # est impair) un théoréme que
je vais énoncer:

1°. La somme ¢ peut se réduire & zéro, mais elle n’est jamais né-
gative,

l [*] SiVon pose d, d, ... d,, == m, on verra qu’il s'agit ici de la fonction numeérique que
nous désignons par 7. (m). Poir le cahier de juillet 1857, page 246.
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2°. Elle a pour valeur précise le nombre de maniéres dont on peut
poser

(2) J b ri Yi)=05 F(ri, 75 nri) =0,

Fis Faseers Yu €tant des entiers positifs dont les carrés vérifient les
conditions limitatives imposées a x,, #,,..., x,: en d’autres termes
5 est le nombre des solutions du systeme (1) ot x,, x,,..., x, sont des
carreés.

Je pourrais joindre 4 ce théoréme (dont la démonstration est du
reste extrémement simple) d’autres théorémes analogues. Je m’en
~ tiendrai 4 ce qui précéde, en ajoutant seulement un exemple. Je
prendrai trois inconnues x,, x,, x; et une seule équation

X, Xy + 3, = 8.
On aura ce tableau des solutions de 'équation proposée :
Ly=A, Ly=1, X3=2; X, =1, Ly=4, L3=1;
Xy,=2, Xy=23, Xy=13 X,=3, Xy=2, X3=1;
-Z'l:[l, To==1, Xg==13
le groupe
Xy =1.1, Ty=1.1, Ly=1.2=2.1
fournit les deux produits

d o dydy =1, d dyd,=>2,

dont le premier donne + 1 et le second — 1 qui se compensent : e
groupe x, = 1, &, =4, &; = 1 fournit 4 son tour les trois produits 1,
2, 4, d'ou + 1, — 1, + 1, ce qui donne an total une unité positive; le
calcul se fait de méme pour les autres groupes, et il en résulte finale-
ment ¢ = 2. Or l"équation

ri+ryi+3y5=38
a en effet deux solutions en nombres entiers positifs, savoir

JYi=% Y272, J)i=1
et

]422, j2=I, )’3214
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