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NOTE

SUR

UNE CLASSE PARTICULIERE DE SURFACES A ATRE MINIMA;
Par M. Erxest LAMARLE.

1. On sait que les surfaces qui satisfont 2 la coundition de circon-
scrire un volume donné sous une aire minima, remplissent en méme
temps d’autres conditions trés-remarquables. Déterminées géométri-
quement par la constance de leur courbure moyenne, elles représen—
tent, au point de vue physique, les formes extérieures qu'affecte une
masse liquide ot ’équilibre subsiste sous la seule influence des attrac-
tions moléculaires.

Cette propriété des surfaces a aire minima se rattache 4 la théorie
capillaire. Elle offre, a cet égard, des moyens précieux d’investigation, et
elle acquiert une importance toute nouvelle depuis que les formes d’équi-
libre d’une masse liquide, supposée libre entre certaines limites, ont été
rendues réalisables par une ing énieuse invention due & M. Plateau.

En présence des moyens nouveaux mis a la disposition du physicien
pour étudier les principaux phénomeénes de Pattraction moléculaire,
il y a un véritable intérét a augmenter le nombre des données théo-
riques susceptibles d’étre vérifiées par voie d’expérience. Tel est, en
partie, 'objet que nous nous proposons dans la présente Note.

Déja plusieurs géometres ont traité la question qui nous occupe ici.
Monge a, le premier, donné I'intégrale générale des surfaces dont la
conrbure moyenne est partout égale a zéro. Au point de vue des ap-
plications, cette premiere solution, toute compliquée d’imaginaires,
laissait beaucoup a désirer. MM. Ossian Bonnet et Catalan ont donné
d’autres solutions simples et satisfaisantes. En dehors de ce cas parti-
culier, aujourd’hui résolu, le cas général des surfaces a courbure
moyenne constante a été 'objet de travaux distincts accomplis par
d’'autres géomeétres, au nombre desquels nous citerons M. Delaunay,
Beer, etc. Ces derniers travaux ont fait connaitre quelles sont, parmi
les surfaces de révolution, celles qui pour un méme volume circon-
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serit, ont une aire minima. Nous poursuivons ces recherches en les
appliquant au cas d’une surface engendrée par le déplacement d’une
ligne qui tourne autour d’un axe, en méme temps qu’elle se déplace
parallélement & cet axe. Nous admettons d’ailleurs que les angles dé-
crits par rotation sont et restent proportionnels aux longueurs fran-
chies par translation.

On observera que le probléme ainsi énoncé comprend, comine cas
particuliers, les surfaces de révolution, et de plus, parmi les surfaces
réglées qui ne sont point de révolution, I’hélicoide gauche a plan di-
recteur. Il embrasse ainsi toutes les solutions possibles, en ce qui con-
cerne les surfaces réglées et les surfaces de révolution. I comprend, en
outre, une autre solution déja Zonnue et plusieurs solutions nouvelles.

2. Prenons un systéme d’axes coordonnés rectangulaires et représen-
tons par

x=29(y)
Péquation d’une ligne quelconque tracée dans le plan des x, y.
Par hypothése, cette ligne tourne autour de Vaxe des x en méme
temps qu’elle glisse parallélement & cet axe. Soit {la longueur fran-
chie par translation pendant une révolution compléte : on a

l
— — const. =
ar . ° s

et 'on trouve aisément pour équation de la surface engendrée
z
(1) x:p.arctang;-;—q)(z"+y‘-’).

Cela posé, le probleme qu'il s’agit de résoudre consiste a déterminer,
parmi les surfaces que I'équation (1) représente, celles qui satisfont a la
condition d’avoir une courbure moyenne constante, ou, ce qui revient
au méme, de circonscrire un volume donné sous une aire minima.

Si d’abord nous nous pldacons au premier point de vue et que nous dé-
signions par p et o/ les deux rayons de courbure principaux en un point
quelconque de 'une des surfaces cherchées, nous aurons pour équa-
tion du probléme
(2) 1+ 1 = const. =2,

g p r
r étant le rayon gui mesure la courbure moyenne.
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La condition exprimée par I'équation (2) a pour traduction générale

(l_x‘ 1 déx 2@ dr d*x 4 de\* ] d*x
(3\ L+ d)f) dz* dz dy dzdy I+ dz dy?
/

3

2 dx\? dz\**
Transportons dans I'équation (3) les valeurs des coefficients diffé-
rentiels qu’elle renferme, en les déduisant de ’équation (1), et posant

z = o dans les résultats obtenus. Nous avons ainsi pour équation diffé-
rentielle de la ligne méridienne cherchée

(4) BEEIRD) B () (14 B) gy =2 [ 1+ ¢ Or+ &

Si d'ailleurs on prend x pour variable indépendante et qu’on pose

dy dy
dz— P =P
il vient

v =5 ==

ce qui donne, au lieu de I'équation (4),
3
pr 2ptp ( p’\_2< 2 H*P’)’,
Pl 2P g+ E )y =2 (14 p+ EL
P q Pzl Rl P 7

ou bien encore

F‘Z p'.’P.Z

i ey _£.&
dy Pry(y+y> J? @

- F)

2

pl
Virree s (e )

y?

2
:;.ydfa

et, intégrant une premiére fois,

¥
e PZ yZ
() \/1+p2+(ﬁ}7:7~l—c.
3. Au lieu d’opérer comme nous venons de le faire, on peut déter-
miner la ligne méridienne par la condition qu’elle engendre pour un
3r..
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volume donné une aire minima, ou pour une aire donnée le plus grand
. volume.
En supposant une révolution compléte, les expressions du volume
et de 'aire engendrée sont respectivement

“f_}'*dx et 21zf]'dx\/1+p2+p,2§.

On déduit de 14, eu égard & la condition qui doit étre remplie,

d‘f()ﬁ_;_ 2ay \/1—!— P+ ng)dxzo.

Or, en regardant comme fixes les deux extrémités de I'arc généra-
teur, et ne faisant varier que x, on a d’abord

dy.ddx
dx?

2

dp=

puis substituant dans la variation de Pintégrale

J’2+ L—z dd‘x::o.
\/I+P2+F’%

1l vient donc, en intégrant par parties et observant qu’aux limites

d\x = 0,
dx.d( i —22 . N]=o,
==

De la résulte, comme précédemment,

2a
),2_'_____.7'__;
14 pr4- w
\/ r v

4. Reprenons I’équation (5), o nous savons, & priori, quel sens

— const.

) d
s'attache 4 la constante r. En y remplacant p par EZ’ on trouve, en
X

général,

(6) da= Ty

_ I gy
P oy g

(] 1 : | [ N LN N R R RN RSN ARARRRRRT! o (o
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et, pour le cas particulier des surfaces de révolution, pr étant égal i
zéro,

4+ cr
@ s e

Désignons les premiéres surfaces sous le nom d’Aélicoides , et obser-
vons que leurs lignes méridiennes, exprimées par I'équation (6), deé-
rivent trés-simplement de celles qui correspondent aux surfaces de
révolution et qui sont représentées par I'équation (7). Pour passer de
celles-ci & celles-12, il suffit de considérer de part et d’autre les points
qui ont méme ordonnée et d’y réduire, dans le rapport de ¥ & yy2-+ p?,
latangente de Pangle que la touchante 4 la courbe fait avec P’axe des .

On sait, d’apres M. Delaunay, que les lignes méridiennes des sur-
faces de révolution, i courbure moyenne constante, sont les roulettes
engendrées par le foyer d’une section conique qui roule sans glisser
sur Iaxe de révolution. Soient y 'ordonnée du point décrivant et o la
vitesse angulaire de roulement; si, toutes choses restant d’ailleurs les
mémes, on fait glisser la section conique avec la vitesse variable
o (V2*+ p?— y), les roulettes se modifient et deviennent les lignes
méridiennes des kélicoides & courbure moyenne constante.

Lorsque la ligne méridienne est une droite paralléle ou perpendi-
culaire 4 ’axe de révolution, elle ne se modifie point, dans le passage
des surfaces de révolution aux hélicoides correspondants. Le cas du
parallélisme donne le cylindre droit & base circulaire pour les deux
genres de surfaces. Le cas de la perpendicularité donne, d’une part
le plan, de I'autre 'hélicoide gauche a plan directeur, et il est ainsi

démontré que, dans cet hélicoide, la courbure moyenne est constam-
ment nulle.

5. Signalons un résultat curieux, fourni par linduction, et d’ail-
leurs tres-facile a établir rigoureusement,

Soient, en general, A, A’ deux surfaces dont 'une est un hélicoide,
l'autre une surface de révolution.

Soient s, s’ leurs lignes méridiennes respectives et x, & les abscisses
qui correspondent de part et d’autre a4 denx points m, m’ équidistants
de Paxe de révolution.

i+ étant le rapport de la vitesse de translation & la vitesse angulaire
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dans la génération de la surface A, on suppose qu'il existe entre les
lignes méridiennes s, s la relation générale '

dx’ = ——Z—‘—" dx.
v]-z_i_ y‘z

Cela posé, on a le théoreme suivant :

m, m' étant deux points équidistants de Uaxe, et pris, U'un sur la
surface A, Uautre sur la surface A', il y a méme courbure moyenne
en chacun de ces points.

Ce théoréme comporte, ainsi qu’on le voit aisément, une infi-
nité d’applications particuliéres. Nous nous bornerons a en donner
une.

Supposons la ligne s droite et inclinée sur I'axe de révolution.

La surface A est un hélicoide gauche; la surface A’ un hyperboloide
de révolution 4 deux nappes.

Soit p la tangente de V'inclinaison de la droite s sur I'axe; la ligne s
a pour équation

px'+ c= \/W.

On voit ainsi comment se correspondent I'hélicoide gauche et ’hy-
perboloide de révolution, ces deux surfaces ayant méme courbure
moyenne en leurs points conjugués, c’est-a-dire en deux points quel-
conques pris, de part et d’autre, & égale distance de I'axe des x.

Discussion de U’équation (6).

6. Reprenons I'équation (6) et supposons d’abord que la courbure
moyenne, assujettie & demeurer constante, soit égale a zéro. 1l vient
alors

' W+ y? dy
dx__tc\/_, ridhvak)
yi—¢ gy

et désignant par ¢’ la constante introduite par la seconde intégration,

x=c xcl 24— \yi—ct) = parctan B S
v=c'Eclog(Vy™+ pi —\y )= 8 Ve )
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I’hypothese ¢ = o donne pour ligne méridienne

~3

—_—
x=c,

et pour surface correspondarte, hélicoide gauche 4 plan directeur.

En général, la ligne méridienne est une courbe située tout entiere
au-dessus de ’axe des x et dont le point le plus bas répond a l'or-
donnée y =c. Si 'on détermine la constante ¢’ de maniere que I’axe
des y passe par ce point, on a

_— wjr=c Vript — Vyt—
x = p.arctang -\ /5 m—C log N B
ou posant _
_ " g fri—c
z_p.alctang; FEa

et substituant

x4z _:r+z
— \/T:z ¢ ¢
/ 2 2. VBT O <e + e >
VY + | 5
Soit . = o. La surface engendrée étant alors de révolution, il vient

pour ligne méridienne

c’est-a-dire la chainette.

7. Dans le cas général, la courbure moyenne n’étant pas nulle, ona

. \/)'2"’— l ytcr
dx — y ~/r'4 2 [ A2t zd‘)’
Posons T )
.72+ IU'2 =z,
il vient
do — 22 {2’ —pi+er)ds

1 N 9 — *
(2—p) \/ [22+Cr~y2+ g \/r2—4cr:| [g \/r’—-zicr—l-,% —er A pte— z’:l

[*] MM. Ossian Bonnet et Catalan ont donné cette solution comme cas particulier
des surfaces olt la courbure moyenne est égale i zéro. (Comptes rendus des séances de
U dcadémie des Scicnces, 1853, volume XXVII, p. 531, et volume XL, p. 295.)
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Soit fait maintenant

ri—aecr L e aras ;
— ;\/rﬁ— Ler — r\/r’— her.sin?o.

Le radical qui figure au dénominateur de la valeur de dx se réduit &

ryri=/cr.sin ¢ . cosg.
On a d’ailleurs

j————
ryri—fer.singcosy

ri—ac —
\/{Lz+.____('1+£\/r2—4cr— ryri—4cr.sintg

2

dZ: — d&.

Posons, pour simplifier,

-

r—2acr
2

r / ) ——
PP=pl+ —l—;\/r?— her = pl+ (g—»-%\/l”—ﬁcr)

et

K2= rr\/rf—- ber

P!
De la résulte, en substituant,

/

cr.dg
Py — A%sin’e

dx = Pdy 1 — k*sin*¢p +

4 ; pre.r.dy
\ P (P*— p*— P k*sin’p) y 1 — A%sin’g

La solution générale se trouve ainsi ramenée aux intégrales ellip-
tiques, et 'on peut la considérer comme complete, au point de vue
analytique.

Application particuliere.

8. Considérons en particulier le cas ol ¢ = o, c’est-a-dire le cas ou
il s’agit de hélicoide qui dérive de la sphere et qui lui correspond.
I’équation (8) se réduit a la forme trés-simple

(9) dx = Ju*+ 1*. dg \/t—yz_r:r‘sin%:,

TR I IR t ' I (IR F TS RN [EER RN R RN R
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et 'on 2 en méme temps
(10} )y = rcosgp.

Désignons par s arc de Pellipse dont les axes principaux sont res-
pectivement 2 et 2b : on a d’abord pour équation de cette ellipsc

P xt
KII/' a—'z+——:I.

Posons
il en résulte

et ensuite

2

C Qe b: A
— ade T Y Gne?
ds = adg\/ i —sing®.
En attribuant aux quantités @, b les valeurs suivantes :
rone 2
a = —\u “ b=r,
P VpS A=, \

on en déduit pour la ditférentielle de I'arc elliptique,

Y A e ——
ds = ~yp*+ri.do\/ 1 —
w

h

r e
Tl
et I'on voit aisément comment la courbe méridienne, représentée par
les équations {9 et (10), dérive de Uellipse représentée par I'équa-
tion (11,

Soient m, m' deux points quelconques ayant méme ordonnée
7y = rcos g, I'un placé sur 'ellipse, I'autre sur la méridienne cher-
chée : s é¢tant la longueur de 'arc mesuré sur Pellipse ¢ntre le sommet

du petit axe et le point m, gs est I'abscisse qui correspond au point m’

de la courbe méridienne.

S’agit-il ensuite de la section faite dans I’hélicoide par un plan per-
pendiculaire a l'axe de révolution et désignée sous le nom de paral-
léle? Le méridien tournant en meéme temps qu’il glisse, il est visible
que, si I'on prend pour péle le point ou le parallele est percé par I'axe

Tome IV {2¢ série’. — JuiLLer 185g. 32
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de révolution, les ordonnées du méridien deviennent les rayons vec-
teurs du paralléle. On voit d’ailleurs que, pour une translation repré-
sentée par Pabscisse 2 du méridien, Iangle décrit par I'ordonnée cor-

. x .
respondante est mesuré par Varc = du cercle an rayon 1, ou, ce qui
P-

. A rxr
revient au meme, par 'arc — du cercle au rayon r.
PL

I suit de 14 que, pour construire le parallele de ’hélicoide cherché,
on peut opérer de la maniére suivante :

1°. Tracer avec le rayon r une circonférence de cercle;

2°. Appliquer sur cette circonférence, 4 partir d’'un méme point, les
arcs s de Vellipse (11);

3°. Prendre, dans cette ellipse, les ordonnées qui correspondent aux
extrémités des arcs s

4°. Reporter ces ordonnées sur les rayons vecteurs menés du centre
aux extrémités des arcs s devenus circulaires.

9. Procédant comme il vient d’étre dit et prenant le centimétre pour
unité de longueur, nous avons attribué a g et r les valeurs suivantes :

r =235,

et par suite

Y =bhcosg,

s:lof?dgo\/rm%silﬁqs. '

Cela posé, nous avons calculé les valeurs qui figurent dans le tableau
ci-apres, et que 'on peut d’ailleurs déterminer graphiquement.

R T T . [ [ RN F R SRR AT [EEREEERERRRNRTRT]
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VALEURS CORRESPONDANTES ET SIMULTANEES

DES ANGLES D DES ARCS D'ELLIPSE S,

—

DES ORDONNEES ¥.

centimetres.
0]

0,1745
0,35
0,52

0,70
0,87
1,7
2,59
3,44

4,26
5,06
5,83
6,57
7,28
7,95
8,59
9,18
9,74
10,27
10,176
11,22
11,67

12,1105

centimetres.
5,000

4,999
4,997
4,993
4,998
4,981
4,92
4,83
4,698
4,53
4,33
4,095
3,83
3,535
3,214
2,868
2,50
2,11
1,71
1,20
0,86
0,43

0,00

ah1

La partie de la courbe méridienne représentée fig. 1 (p. 252)[*] a pour
abscisses les longueurs de Varc s réduites dans le rapportde iz a r, c’est-
a-dire de 1 2 y/3. Les ordonnées correspondantes sont celles qui figurent
en regard de ces arcs dans la derniére colonne du tableau précédent.

La partie du parallele qui correspond & une translation égale en lon-

{*] Dans I'impression, les figures 1 et 2 ont été réduites de moitié,

3a..
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gueur 4 la corde ac de 'arc abe { fig. 1), est représentée fig. 2 (p. 252). On
Y’a construite en décrivant une circonférence de cercle ayant son centre
en O et 5 centimétres de rayon. On a porté sur cette circonférence, a
partir du point O, les arcs s de I'ellipse, et sur les rayons vecteurs cor-
respondants aux extrémités de ces arcs, les longueurs exprimées par y
dans la troisieme colonne.

Le déplacement par translation correspondant &4 un quart de révo-
lution a pour mesure ‘

5%
vl 4,5345,
c'est-a-dire les 0,324 de la corde ac ( fig. 1).

Ces diverses données ont été communiquées & M. Plateau, il y a cinq
ou six ans. Il fit alors construire en fil de fer les contours de cing pa-
ralléles, qu'il disposa le long d’un axe en fil de fer [*], dans des plans
normaux a cet axe et espacés entre eux de 4°53. Chaque parallele
était rencontré par ’axe au point O, et disposé dans son plan de ma-
niére que d’un paralléle au parallele suivant la droite OO’ eiit tourné
d’un angle droit. Cet appareil étant placé dans un mélange d’eau et
d’alcool de méme densité que I'huile interposée en quantité conve-
nable entre l'axe et les paralléles, on vit I'hélicoide se former de lui-
méme et affecter exactement la forme déterminée par la ligne méri-

dienne ( fig. 1).

[*] L’axe doit étre recouvert de fil de coton, pour n’étre pas mouillé par I’huile,

antrement ’expérience ne reussirait pas.

Fie. 1. Fie. 2.

Y /fl,v L

b

/’”“\




