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SUR

QUELQUES FORMULES GENERALES QUI PEUVENT RTRE UTILES
DANS LA THEORIE DES NOMBRES;

Par M. J. LIOUVILLE.

DIXIEME ARTICLE.

Je conserve les deux modes de partition mis en usage dans notre neu-
viéme article et qui ont cela de commun, que I'on y considére le nombre
m dont on s'occupe comme composé de deux parties dont I'une est
un carré et dont l'attre est un entier positif, lequel peut étre quel-
conque dans le premier mode de partition, tandis que dans le second
mode il est essentiellement pair : dans les deux cas, on introduit les
diviseurs de ce nombre entier.

Ainsi, on pose d’une part

"
m=m?4+m' =m?+ 2" d"d,

m”, d”, ¢" étant des entiers positifs, les deux derniers impairs. I'ex-
’ k] ) P s

posant o pouvant se réduire & zéro, et les valeurs de m’ étant in-
différemment positives ou négatives ou méme zéro. Puis d’antre part

) p
on fait :
— 2 —
m=m?+ am, =m? + ad, d,,

m, ou d,d, étant un entier essentiellement positif, d’ailleurs pair ou
impair, ¢, €tant toujours impair, et d, pair ou impair comme m, :
quant & 'entier m, qu’on peut prendre & volonté positif, négatif ou
nul, il est naturellement du méme genre que m, impair quand m est
impair, pair quand m est pair.

Nous allons considérer deux sommes respectivement relatives 2 nos
deux modes de partition. Ces sommes contiennent une fonction f (x, y)
de deux variables, qui doit étre telle, que I'on ait

J=x, )= flx, )= flx, - 7), ;
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pour toutes les valeurs de x, y dont on fera usage : on verra que y
est toujours un nombre entier impair, et que & aussi est un entier, du

méme genre que m.
La premiere somme peut s’écrire ainsi :

22 (— =1 f(2%d" +m', & — am').
Elle se rapporte a I’équation
m=m?+ m = m?+ 2%d" J.
I.a second concerne au contraire le mode de partition marqué par

—_— 2 — 2
m=m}+ am, =m? + 2d,d,.
[.a voict :

NN (ads— ) fun,, 2d, -+ 0,).

Le théoréme que nous voulons donner au sujet de ces deux sommes
consiste en ce que leurs valeurs sont généralement égales entre elles :
il 0’y a exception que quand m est un carré, et alors I’excés de la pre-

miére sur la seconde s’exprime par
f(\s"ﬁ,z\/ﬁ— :)+3f(\'/773,2¢5—3)+5f(\/E,2\/E—5)+.,.+(w’FE— x)f(\/;;z_,l) ;
le terme général de cette derniére suite est

(25 —1) f(Vmy 2ym— 25+ 1),

s entier et variant de 1 a ym.
Nous disons donc que

(,ﬂ S 22 (_ ‘)ml/__| dwf.(er’”(lﬁ'-*—’n’? 0‘\!/__Q'n/)__EZ(Qda_O\z)f(’n“ 2(13—6—6\2)20,
ow = f iy 2y — 1) +3 £ 7y 2y = 3) ... (ayiies) £ (v, 1),

suivant que m n’est pas ou est un carré.
Cette formule contient comme cas particulier la formule (£) de I’ar-

ticle précédent. 11 n'y a qu’a supposer que f (x, y) ne contient pas y
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¢t se réduit a une fonction f(ar) remplissant la condition

f(=x)=f(x)

La premiere de nos deux sommes deviendra

] (= e f (ad ),

comme dans la formule citée (£ : les seconds membres seront aussi les
meémes; il reste seulement a prouver que

22(2‘“’2 — dy) f (my) = 2‘:1 (my) f(m,),

ou, ce qui revient au méme, il faut prouver que
E(erg - 6‘2) = &, (m,),

¢, (m,) désignant la somme des diviseurs de m,. Cela est d’abord
¢vident pour m, impair et se vérifie aisément dans le cas général de

My, = 2 n,

en observant qu'alors d, est un diviseur quelconque du nombre im-

paiv 7 et d, le produit d’un tel diviseur par 2", d’olt

}:(an —dy)=2"""¢, (n) — &, (n) = (""" — & (n) =18, (m,.

?
verra qu’elle peut étre elle-méme singuliérement généralisée,

Notons en passant un second cas particulier digne de remarque que
cette formule renferme. On 'obtient en réduisant la fonction Sl ry

a une simple fonction f(y)de la seconde variable y, en supposant.
bien entendu,

Ainsi la formule (1) contient la formule (&); mais plus tard on

fl=r=f(r)



198 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

On a alors Pexpression de la différence entre
S (i f (87— am)
et

22(2([2 — ) f(ady+ d,).

Cette différence, qui est nulle quand m n’est pas un carré, se trouve,
dans le cas contraire, exprimée par

f(a\/ﬁ——1)+3f(m/;5—3)+5f(2\/a—5)+...+(2v/;7_z——l)f(l).

De li cette formule qu’il était bon de transcrire :

3 S SI(— 1 f = 2m) — 33 (ady — 35) f (ady +d3) = o,

( _ _ _
eou = flaym—1)+3 f(2ym—3) +...+ (2ym— 1) f (1),

suivant que m n’est pas ou est un carré.

Je rapprocherai des deux égalités (£) et (0) une autre équation qui
offre avec elles beaucoup d’analogie dans la forme et qui se tire de la
méme source, quoiqu’elle ne soit pas, comme les deux autres, com-

prise dans la formule (7).
En conservant toutes les notations ci-dessus et la condition de

je considére les deux sommes

S (=t S (o — )
et

22(2[[2 —a2m; — a\ﬂ)j.(zdﬂ —m; — d\z)

Ces deux sommes se trouvent étre généralement égales entre elles : il
ne peut y avoir exception que quand m est un carré, et alors l'exces
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de la premiére sur la seconde s’exprime par

S—=Vm)+3 f3—ym) + 5 f(5—ym) +...+ (aym —1) fym—1),

Nous aurons donc I'équation ci-apres :

& DX (= )= f (a7 d + m — 8)
22(261 —am,— &) f(2d, —m, — ;) =o,
Lou = f1—ym)+3f(3—ym)+...+ (2ym — 1) f (Ym—1).

Voici enfin une formule ou figureront encore nos deux modes de
partition, mais o entrera une fonction F{x) impaire, je veux dire
telle, que Ion ait

pour toutes les valeurs de x employées. Cette formule exprime que

les deux sommes
I3 (- @)

et
ZZF(2d2 — am, — dy)

sont égales entre elles quand m n’est pas un carré, mais, dans le cas
contraire, ont une différence exprimée par

F()+F3)+F(5) +...+ Flaym —1).

On a donc

() | I (= )" F () — — I3 F(ad, — am, - d,) = o,
ou =F(1)+F(3)+F(5) +...+F(aym—1),

suivant que m n’est pas ou est un carré ; et cette formule est sans con-
tredit une des plus élégantes qui se soient présentées 4 nous dans le
cours de nos recherches.
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Mais tous ces résultats partiels sont contenus dans une seule for-
mule, extrémement générale, ou figure une fonction §(x, y, z, t) de
quatre variables, paire par rapport 4 &, y, z et impaire par rapport
i t, Je veux dire remplissant les conditions suivantes :

j(_'r’fazit)—j(x7 ———‘)"’Z,t>:§\’.’1‘7‘)’, - Z, t):§(xaf7z‘7t>

et
j(x’]’,zy '—t):_j(xh)” 2, t),

pour toutes les valeurs des variables dont on aura a faire usage [*].
Considérons, d’'une part, la somme

IN (=" 7+, 0 — 2w, 2V +m — 3, "),
qui concerne le mode de partition marqué par 1’équation
m=m?+m =m?+ 2dd,
ct, d’autre part, la somme

sz(m,, ody + 0y, 2d, — m, — &4, ad, — 2m, — d}),

qui est au contraire relative a autre mode de partition ou 4 la for-

mrule
J— 2 J— 2
m=m?+ 2m,=m?+ ad,d,.

Désignons par S la différence de ces deux sommes, en sorte que 'on

ait
()\) S =— 22(_ I)m”-d 8?(21"‘10 + m’, & — zm’, 27."d//+ m — O\”, O\”)
— 22§(m,, ady + 0y, 2dy—m, — 0y, ad, —2m, — ;).

Notre théoreme porte sur la différence S. Il consiste en ce que la va-

[*] Je n’exige pas que I'on ait §(x, r, 2, 0) = e, parce que, dans la formule que
je vais donner, ¢ est essentiellement un entier impair, de maniére que 'on n’a jamais

= 0.
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leur de S est généralement nulle : il n’y a exception que quand m est
un carré, et alors S s’exprime par cette suite tres-simple

F{ym, 2 yim — L U= ym, 1) ...
+ 5 (Vm, am — 25+1, a5 — 5 — Vm, 28 — 1) +.......
+F(\Vm, 1, ym—~ 1, aym — 1),
dans le terme général de laquelle s prend les valeurs successives 1,
2,..., ym. En d'autres termes, on a
S=o,
ou = F(ym, aym —1, 1— ym, 1) +§(Ym, 2 ym—3,3—ym, 3)

)
+g(ym, 2ym—5, 5— \m, 5)+...+F(Vm, 1, ym—1, aym —1),

suivant que m n’est pas ou est un carré.

Les équations réunies (2) et (1) expriment parfaitement notre théo-
reme. Nous comprenons pourtant qu’on désire le voir écrit dans une
seule équation. Nous dirons donc, en résumé, que {'on a

!

., » " "
22(—« O F 2 d w8 — am, 2% A" o — d¢”, &)

— ZZf(m,, 2y + 0y, 2d, —m, — 0y, 2y — am, — d,) = o,
ou="F%(ym, aym—r1, 1—ym, 1)+ F(yin, 2ym—3, 3 — \Jm, 3)

+ 5 (Vm, aym— 5, 5—ym, B) 4.2 (ym, 1, yim—1, aym—1),

-

suivant que m n'est pas ou est un carré.
Soit, par exemple, m = 3. On aura pour le premier mode de par-

tition ces diverses valeurs
et " .
m=o0, 2"d"=3, "=1; m'=o, 2d"=1, =3,
! "
m'=1, 2"d"=12, d"=1; m=—1, 2"d" =2, ¢"=1;
qui donneront pour I'expression de la premiére de nos deux sommes.

F(3, 1,2, 1)+ (1,3, —2,3)— 3(3, —1, 2, N —¥(1,3,0,1),
26

Tome IV (¢ sevie), — Jun 185
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ce qui, d’aprés‘ la nature de la fonction ¢, se réduit 4
$(1,3,2,3)— 950, 3,0,1)
Or pour le second mode de partition 'on a
mo=1, dy=1, &h=1, m=—1, dy=1, & =1.
La seconde somme est donc
§(1,3,0, —1) +§(—1, 3, 2, 3),
par suite elle est égale a la premiere et I'on a bien 8 = o, vu que
§(—1,3,2,3)=9(1,3,2,3), &(1,3,0, —1)=—4(1,3,0, 1).
Soit a présent m = 4. On devra trouver
§=4(2,3,1,1)+ F(2, 1, 1, 3),

. ’ "
et c’est en effet ce qui résulte des valeurs dem’, a* d”, 8" et m,, d,, &,
qui sont ici respectivement

"
m=o0, 2°d"=4, 0 =1;
"
m==1, a*d'=3, =1,
m

"
’=:’_—], 2“dl/=l, c5\//____3;
et

La premiére somme est ainsi

= %4 3, 1)+ 54, — 1,3, 1)+ &(2,3, 1, 1)+ F(2, 1,1, 3)
+ (o0, 5, — 3, 3),

ce qui se ramene a
$(2,3,1,1)+ §(2,1,1,3)+ (0,5, 3, 3):
quant 4 la seconde somme, elle se réduit ici au seul terme

#(0, 5,3, 3),

1 R N N T RN K R R
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et en le retranchant des précédents, on tombe sur la valeur de S in-
diquée.

La formule contenue dans les deux équations (1) et (u) renferme
comme cas particuliers toutes celles que nous avons données plus haut.

Pour retrouver la formule (), il faut supposer la fonction ¥ (x, y, 2, t)
indépendante de z et proportionnelle 4 ¢, en un mot faire

§(x, I % t) =f(x,,7) L,
la fonction S (x, y) étant d’ailleurs telle, que
S=x3)=f(x, )= f(x, — y).
Cela donne tout d’abord la différence entre les deux séries

22 (___ l)m”—c d\ﬂf(aoc"d” -+ m;’ & — aml)

et
22(2d2_ amy —dy) f(my, 2d, + d,),

laquelle se trouve étre zéro quand m n’est pas un carré, tandis que
lorsque m est un carré, cette différence s’exprime par

FWmy aym— 1) 4 3 f(Wm, 2m —3) +...+ (2ym — 1) flym,1).

Il est clair que ce résultat coincidera avec Ja formule (n) s'il est
prouvé que

ZZ m, f(m,, 2d, + 0y) = o.

Or cette derniére équation résulte de ce double fait que I'on a

S (= y)=f(x 7)
et que les valeurs de m, qui ne sont pas nulles sont deux a deux
égales et de signes contraires.

Pour retrouver la formule (t), on supposera #(x, 7, 3, ) indépen-
dante de x, 7 et toujours proportionnelle & ¢, en sorte que

F(x, gy 5 t) = f(2)1,
26..
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sous la condition, bien entendu, que

S(=2)= f(a)

Enfin, pour retrouver la formule (), on réduira f(x, y,2,t)4 une
simple fonction de ¢, naturellement impaire, c’est-a-dire on fera

F(x, 5,5, t)=F(¢),
sous la condition de
F(—t)=— F(¢).

On pourrait ajouter de nouveaux cas particuliers a ceux que nous
venons de rappeler; mais la formule générale est assez simple pour
que nous renoncions a insister la~-dessus.

Nous n’entrerons non plus dans aucun détail sur le parti qu'on peut
tirer des formules de cet article, soit dans la théorie des fonctions nu-
mériques, soit dans celle des suites infinies. Nous n’avons en ce mo-
ment pour objet que d’indiquer, sans les développer, nos principaux
résultats. D’ailleurs, aprés ce qu'on a vu dans les articles précédents,
les applications s’offriront d’elles-mémes au lecteur.



