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SUR LA QUANTITE DE MOUVEMENT

QUL EST TRANSMISE A UN CORPS PAR LE CHOC D'UN POINT MASSIF
QUI VIENT LE FRAPPER DANS UNE DIRECTION DONNEE;

Par M. POINSOT.

1. Soient M la masse du corps, G son centre de gravité, et concevons
mené par ce centre le plan perpendiculaire 2 1'un de ses trois axes
principaux. On suppose qu’un point massif dont la masse est m,
vienne dans ce plan, avec une vitesse donnée v, choquer le corps M
au point G, suivant une direction perpendiculaire & la ligne CG ; et
I'on demande quelle est la quantité de mouvement qui passera dans
le corps M en vertu de ce choc.

Il est clair d’abord que le point massif m, qui avant le choc a
la vitesse v, n’aura plus aprés le choc quune certaine vitesse u telle,
qu’il cessera d’agir sur M, parce que le point C de contact se dérobera
devant lui avec la méme vitesse. Donc, par le choc, m aura perdu la
quantité de mouvement m (v —u); par conséquent M 'aura gagnée,
et m (v — u) sera la quantité de mouvement transmise 4 M.

Il ne s’agit donc que de trouver la vitesse % qui reste a m apres le
choc. Or, tant que m agit sur M, ces deux corps sont nécessairement
en coutact; et puisqu'ils sont en contact, on peut supposer que durant
cette action, quelque courte qu’elle soit, ils sont attachés 'un 4 'autre.
Donc la vitesse « que prend le point C dn corps M est 1a méme que
prendrait le point C d’un systéme composé de M et m, et qui serait
frappé en C par une force mv qui passerait tout entiére dans ce systéme.
Or il est bien facile de trouver cette vitessc.

Et en effet, soit g le centre de gravité du systeme de M et m, nowm-
mons a la distance CG, et faisons %; =n; on aura pour Pexpression
des lignes gG et gC,
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oG — et (= .
B n-4+ 1 =) n 41

Tome IV {a® série ). — Mar 185g. 21
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Désignons par MK? le moment d’inertie du corps M par rapport i
I'axe principal que 'on considére en son centre G, et par (M + m )K"
celui du systéme relatif 4 son centre &5 on aura, comme on sait,

(M+;n)K'2 = MK? +M< "x—>2 —+ m <~£—>2,
741 n 41

d’o1 'on tire
K2 — {7+ 1)K+ ne?
U

. ’ \ 1 . x
Or la force my appliquée au systeme M + m, a la distance —2— de
? ’ "I

son centre de gravité g, donne d’abord 4 tous les points du syst¢me

my 0 - A v

- - ou ——; et ensuite cette méme force me
M +m n-F1
fait tourner le systeme autour de g avec une vitesse angulaire §, qu'on
trouve en faisant

une commaime vitesse

£ ; -0
my. =({M-+m)K?9 :
7 41 r
ce qui donne = """ . et par couséquent — "% __ our la
q T {n+1pKY P que {n+1)K" 3

vitesse du point C en vertu de cette rotation .
En réunissant ces deux vitesses du point C, lesquelles ont licu dans
le méme sens, on a donc, pour la vitesse totale z de ce point C,

ny rvx?

0= e —

n 41 (n 1 PR

ou bieu, en mettant pour K’ sa valeur précédente exprimée en K,

w=nv. ——ﬂ‘l—_,
{n+ 1) K? 4 na?
et pal‘ COHSéqllenl
g o — - v K?

(n 4+ VKP4 pat

d’ot l'on tire enfin pour la guantité de mouvement mi{v — ) qui
\ 1
passe dans M par le choc du point massif m,

e

, \ K
M (P =) = MY | o o e
: =1 ) Kt st
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2. On voit, par cette expression, que la quantité de mouvement
transmise 4 M diminue quand x augmente, et qu’elle devient nulle si
le choc a lien & une distance infinie du centre de gravité. Si x = o,
c’est-a-dire si le choc se fait au centre de gravité G, la force transmise

me
est

—— comme cela doit étre : c’est la plus grande valeur de mn (v — ).

Supposons maintenant qu’on regarde m ¢t ¢ comme variables, mais
de maniére que le produit my reste toujours le méme. On peut de-
mander comment m et v doivent varier avec la distance &, pour que I
quantité de mouvement transmise a M soit toujours la méme. Or, dans
'expression de cette quantité, le numérateur mvK? étant constant, il
faut que le dénominateur (7 + 1) K* 4+ na? le soit aussi; et par con-
séquent, en effacant la quantité K? qui est constante, il faut qu'on ait

n(K* 4 x*) = const. = B2,

. MB? ,
ce q!ll d()nne ne = m, et p‘d[‘ Consequent
P (K* 4+ x*
- TTmMBr

¢n désignant simplement par P le produit constant .

Ainsim et v doivent varier comme ces deux fonctions réciproques de
x, si Pon veut que le point massif m animé de la vitesse v fasse passer
dans le corps M la méme quantité de mouvement, quelle que soit
la distance . du point C ou il choque le corps M.

Si, au lieu des constantes B* et P on en veut prendre deux autres re-
latives aux données de la question, soient i, et v, la masse et la vitesse
de m pour le point C qui répond a x = o, on aura

my = MB et v = K
L ER ° T MBY’
d’ou l'on tire
m,K*
B? = ;VI et P=m,v,,
et par conséquent,
K'} 1&‘2_{_ x!

et =0, ——

=My ©

pour les expressions des deux variables m et o.
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Ainsi & la distance 2 du centre de gravité G, il faut donner i la

e . .
masse iz du marteau la valeur m, - K et la vitesse ¢ de ce mar-
X

: K? 22 .
leau la valeur ¢,. —x=— si l'on veut que le choc du marteau fasse

toujours passer dans M la méme quantité de mouvement

M

mg Vo'm,

C’est-a-dire communique au centre de gravité GG de M la méme vi-
tesse constante

M,

. .
M

3. Mais si Uon transmet ainsi 4 ce centre G la méme vitesse & quel-
que distance & que 1'on frappe, on ne communique point au corps la
méme vitesse de rotation autour de ce centre ; car cette vitesse 0 dépend
de &, comme on peut le voir par I'expression préccdente de 8, qui est

g — m vx
M (7 + K+ na?

et qui, en mettant pour m, ¢ et n leurs valeurs précédentes, devient

Z
=MV ——
6 ¢"o K"(M—%—mu,,
el par conséquent est proportionnelle a la distance & du centre G
ou le coup est appliqué; comme il est clair que cela doit éire.

4. Supposons que la masse du point m soit infiniment petite, et la
vitesse v infiniment grande, de maniére que m¢ soit une quantit¢ finie
=P : on trouvera que la force m (v —u; qui est transmisc 4 M
devient, & cause de n = o,

miy —u) =P,
c'est-a-dire égale a la force mv elle-méme qui se transmet ainsi tout
entiere au corps M.

(Vest par cette hypothese gu'on peut se faire une idée naturelle de

ce qu’on appelle une force imprimee a un corps. On pent la considérer

- ) ) RN I ] [EE RN RN RERE] o
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comme la percussion d'un corpiiscule infiniment petit qui vient cho-
quer le corps avec une vitesse infinie.
au corps n’en augmenterait point la mass
quapres le choc il lui reste attaché,
dans le corps M.

On cong

omme ce corpuscule ajouté
e finie M, on peut supposer
et qu’ainsi toute la force a passé

oit par la cette loi de la force proportionnelle a la vitesse.
Car si 'on 1'egarde cette force comme provenant de plusieurs corpus-
cules égaux qui viennent successivement frapper le corps avec des vi-
tesses ¢gales et infinies, on voit que le premier ne donnant au corps m
en repos qu'une vitesse finie, le second corpuscule qui arr

ive avec une
vitesse infinic a encore la meéme action sur

M que si ce corps éfait en
Tepos, et que par conséquent il y fait passer une nouvelle v

itesse finie
égale a la premiére, et ainsi de suite,

5. Supposons maintenant que le cor
fixe placé en F a la distance % du centre
frappé avec une certaine for

ps M soit posé sur un appui
de gravité G. Si ce corps était
ce Q tombanten F & angle droit sur Fappui,
il est évident quc cette percussion directe sur Vob
mesure la force Q elle-méme.

Mais si, avec cette méme force et dans une direction paralléle, on
frappe le corps en un autre point C pris sur GF 4 la distance 2 du centre
G, la percussion sur 'obstacle ne sera plus la méme: elle dépendra de

la distance 2, et en sera une certaine fonction qu’il s'agit de déter-
winer,

stacle aurait pour

Pour cela, regardant le pont F comme un centre de pe
rherche sm‘-le-champ le point O qui lui répond comme ¢
tané de rotation ; et J'ai pour déterminer sa distance oG

reussion, je

entre spon-

= a, 'équation

. K:

2. "

ah = K2, ce qui donne a = -
Cela posé, j'imagine que la force Q qui frappe en C 4 |

a distance
du centre G, soit décomposée en deux autr

es paralleles, Vune P qui
frappe en F, lautre R qui frappe en O. 1l est clair que cette de
composante qui tombe en O ne peut produire aucune percussion sur
“appui qui est en F; car le point F est un centre spontané de ro-
fation par rapport au point O regardé comme un centre de percus-

sion. 1l ne reste donc pour frapper Pappui fixe que la composante
P qui tombe directement sur cet appui I',

roiére
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Or, par la composition des forces, on a
Q:Piia+ hia+ «x,

2

. K
ce qui donne, en mettant pour a sa valeur =
2

K+ hx
| -
P=Q o7

Telle est, sur un appui fixe placé i la distance & du centre de gravité
d’un corps, la percussion exercée par une force donnée Q qui frappe
a la distance x du méme centre.

6. On voit, par cette expression, qu'avec une méme force Q, ap-
pliquée 4 une distance convenable, on peut produire sur un obstacle
fixe une percussion de telle grandeur et de tel sens qu'on voudra; ce
qui parait un théoréme assez digne de remarque.

Si Ton suppose x = %, on a P =Q, comme il est clair que cela

doit étre, puisqu’alors la force Q frappe directement sur 'appui méme.
- K2 . g
Si I'on suppose x = —a = — -5 on a P =o, cest-a-dire qu’au
I h ’
point O la force appliquée ne ferait sentir au point d’appui F aucune
percussion, ce qui est aussi évident. :
En faisant @ + x = y, et désignant par / la ligne @ + £, Pexpression
précédente de P devient simplement

P=Q.

~1

D’ou 'on voit qu'a partir du point O comme origine des distances 3
ou le corps M est frappé par la force Q, la percussion P exercée en I’
augmente uniformément comme l'ordonnée d’une ligne droite, et
qu’elle a les mémes valeurs a droite et 4 gauche de cette origine, mais
avec des signes contraires.

7. 1I est sans doute trés-remarquable qu’a I'aide d’un corps libre M
posé sur un appui on puisse, en n’empleyant qu’une méme force Q,

produire sur cet appui une percussion non-seulement plus grande
gue la force Q elle-méme, mais plus grande que toute percussion don-

' IR T AR [EXRRR AR AR R A Vi
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nee. Mais ce théoreme suppose que la force Q est transmise tout en-
tire au corps M a quelque distance qu’elle soit appliquée. 11 ne fau-
drait donc pas conclure qu'avec un méme coup de marteau de masse
n et de méme vitesse ¢, on puisse produire sur un obstacle telle percus-
sion qu'on voudra, a I'aide d’un corps interposé M : car la force me
de ce martean ne se transmet qu’en partie au corps M, et cette partic
diminue quand la distance ot 'on frappe augmente.

Mais si a chaque distance x on change de marteau, en prenant
la masse m réciproque & K2 4+ a2, et la vitesse v proportionnelle & Ia
méme fonction, la quantité de mouveinent transmise a4 M sera toujours
la méme, comme nous I'avons dit plus haut (2). En désignant donc par
{ cette quantité constante de mouvement qu'on imprime ainsi a M, on
aurait pour la percussion P exercée contre appni F,

K24+ hx

P=¢ o

[You I'on voit que par le choc d'un point massif d’'une masse et d’'une
vitesse convenables et pourtant toujours telles, que leur produit mv
reste le méme (ce qu’'on peut regarder comme un méme coup de
marteau ), on peut, au moyen d’un corps interposé M, produire sur
un obstacle fixe une percussion donnée aussi grande qu’on voudra.

8. Si l'on fait = £, on trouve P=x¢q, et pourtant, comme alors
le choc est direct, on devrait avoir P = my = Q. Mais il faut remarquer
que, dans toute cette analyse, on suppose qu'apres le choc du point m
contre le corps M, la force mu qui restc an marteau n’est plus em-
ployée, en sorte que I'on ne compte sur le point F que la seule per-
cussion qui proviendrait du mouvement g transmis a m.

9. Si 'on suppose que m s'attache 4 M, et qu'on demande la per-
cussion produite en f* a la distance & du centre G de M, ou trouvera
par un calcul facile
K4 Ax

P=my w7

Cette formule est facile a vérifier d’ailleurs en cherchant la force P
avec laquelle un corps composé de M ct du point massif m, animé par
une force my appliquée a la distance 2 du centre G de M, et par con-
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B . . X . . .
séquent a la distance P du centre g de m -+ M, frapperait un point f

situé a la distance A du centre G, et par conséquent 2 la distance

nr
h— du centre g de M + m.
-1 .

10. Si Yon fait x = h, c’est-a-dire si 'on suppose que le choc a lieu
au point f lui-méme, on trouve P = my, comme cela doit étre.

Si & augmente depuis x = o jusqu'a & =k, le numérateur de la
fraction augmente et le dénominatenr diminue, et par cette double

raison la percussion I' augmente depuis P = i __ jusqu’a
h p = g Jp _K2+(”+I)ﬁ2 .] q
P =mo.
. . K* Sy oA
Si I'on fait & = — = on a P = 0, comme cela doit étre; car alors

h
le point m frappe en un point ou centre de percussion O dont le point f
est le centre spontané; d’ou il résulte que le point f ne peut ressentir
aucune percussion du coup qui frappe en O.
Si & =00, P est encore nulle. Il y a donc un point qui répond
au maximum de P,

11. Si l'on cherche la distance x qui répond au maximum de P,
on trouve

K: 5 A
2% ?Tx— [K~+ (K2 A2) <x+ %)] =0,
i . . "l m
ou, en mettant pour 7 sa valeur M’
2K? o s M, .
x4+ = x — I:QK" + h* 4+ = (R*+ 722)] = o,
h m

ou bien, en faisant a2 = K*® ¢t a + o=,

\

m -+~ M
i o +ah):o,

x4 2ax — (izl.
ce qui donne pour x deux valeurs qui répondent 4 des points situés &
droite et & gauche a égales distances du point O qui répond & & = —a.

12. Prenons pour exemple le cas de n =1, ou de m=M, et de
k=K, ce qui met I'appui f'sous le centre de la plus grande percussion
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que le corps libre M pourrait produire en tournant autour de son
centre de gravité G. '

On aura, pour déterminer la valeur de x qui répond au maximum
du choc exercé sur le point f en vertu du coup de narteau mv, 1'é-
quation

x*+2Kx —-5K*=o,
d’ot1 l'on tire

X = -—KItK\/b

Si U'on met celte valeur de @ dans Vexpression de la percussion P,
Oon aura
*V6

P =mv. =%
1274 V6

Or 6 est > 12 — 4y6; donc pour la premiere valeur de x, on a
P > mo: cette valeur de & répond au maximum de P. Pour Vautre va-
leur de ar, P est négative et moindre que my: cetle valeur de & répond
au maximum négatif de P.

En regardant P comme l'ordonnée d'une courbe dont x est I'ab-
scisse, cette courbe est une ligne du troisi¢eme ordre dont I’équation
est dans P'exemple ci-dessus :

K+ Ka

P = my. mﬂ

cette courbe coupe I'axe des a, au point qui répond a x= — K, de
sorte que P est nulle en ce point.

Quand x=K, on a P=my. Quand xr= o, P=* 0, et I'axe
des x est asymptote de la courbe, a droite et 4 ganche. '

Si I'on met 'origine des distances au point qui répond & &= —K,
on aura en faisant x + K = 7,

P— .. A
T r*—4Ky+6K?

ct pour les valeurs de y qui répondent aux deux maxima de P,
)" = iK\/B.

La premicre distance 3 = K /6 répond & une percussion P plus grande
Tome 1V (2* série). — Mas 1839, 22

Pl b e
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que me, et par conséquent plus grande que si P'on edit frappé directe-

ment 'appui favec la méme force my. La seconde y = — K\/é répond
a une percussion P négative et qui par conséquent supposerait que
I'appui frésiste alors dans le sens contraire ; et cette percussion né-
gative est < my. Ainsi, pour causer avec un méme coup de marteau
my de masse m =M la plus grande percussion possible sur appui fau
moyen d'un corps intermédiaire libre M, posé sur le point f, le centre
de gravité G étant i unc distance K de ce point, il faut frapper non
au point f lui-méme, mais au dela de ce point f, & nne distance
K \/6 —aK,
Si dans expression générale de P qui est
P=mv. . K he

H 7 o /z(‘.z'ﬁ::—/t)r:"

ou suppose m infiniment petit et v infini, de sorte (que my soit égale & la
(uantité finie Q, on a (A cause de n=0)

K+ fx
P=Q w7

ce qui s’accorde en entier avec ce que nous avons trouve pré(;édem-
ment.
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