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SUR

QUELQUES FORMULES GENERALES QUI PEUVENT RTRE UTILES .
DANS LA THEORIE DES NOMBRES;

Par M. J. LIOUVILLE.

NEUVIEME ARTICLE.

e mode de partition que nous avons appliqué, dans nos deux der-
niers articles, au nombre fondamental m (pair ou impair) que nos
formules concernent, consiste a poser

"
m = ’nlg + mll — ’n/2 + 20_ dl/&ll’

ou m' est un entier quelconque, pair ou impair, positif ou négatif, ou
meéme zéro, tandis que m” est essentiellement positif, aussi bien que d’
et 0", lesquels, de plus, sont impairs : quant 2 Pexposant o, il peut se
réduire 4 zéro, ou étre plus grand que zéro, suivant les cas. Clest A
Pensemble des groupes m’, m” et aux diverses valeurs des diviseurs
2”'d", " que se rapportent les sommes doubles que nous avons considé-

rées dans les articles cités. Il en sera de méme, dans Iarticle actuel.
pour la somme nouvelle

DX (=0t fa¥d + m),

dont nous voulons nous occuper, et ot S (x) désigne une fonction
algébrique ou numérique paire, je veux dire telle, que

S{=x) = f (=),

pour toutes les valeurs de  dont on aura a faire usage : ces valeurs
sont des entiers de méme espece que m, constamment pairs ou con-
stamment impairs, suivant que m est pair ou impair.
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Mais a coté de cette somme double figurera une somme simple

2 g (mz)f(ms )s

ou la fonction f sera la méme, mais qui proviendra d'un mode de
partition un peu différent et plus limité, en ce que pour compléter la
valeur de m, en ajoutant un entier a un carré moindre que m, nous
exigerons que cet entier soit pair. En d’autres termes, nous faisons

m=imn? -+ am,,

m, étant un entier positif, nul ou négatif, et m, un entier positif. C'est
aux groupes m,, m,, ainsi définis, que se rapporte la somme simple

Z g (m2)f(m4)7

dawvs laquelle ¢, (m,) représente a I'ordinaire la somme des diviseurs
de m,. On voit que les valeurs de m, ne peuvent étre que paires quand
m est pair, et qu’impaires quand m est impair : au contraire m, est indif-
féremment pair ou impair.

Cela posé, je trouve que les deux sommes indiquées sont générale-
ment égales entre elles : il n’y a exception que quand m est un carré;
et alors excés de la premiére sur la seconde a pour valeur mf (ym).
En d’autres termes, on a

&) X (=01 f 7 d 4+ m) — 38, (my) f (m) = mf (Vm), ou = o,

suivant ue m est ou n’est pas un carre.

Pour m =1, on ne peut prendre que m'=o0, m"=1,et il n'y a
aucun groupe m,, m, qui soit admissible. La premiére somme se ré-
duit donc au seul terme f (1) et Pautre a4 zéro : la valeur du second
membre est en effet f (1), 'unité étant un carré.

Pour m = 2, on a d’une part les trois systemes

"

-, —— . ,——— ”— - [— — -
m=a6, m'=a; m=—1, m=1; mM=-—1, m=1;

et d’autre part celui-ci
m, =0, My=1.

Les deux quantités a retrancher ont donc la méme valeur f(o).

i . .
' L N R L I RER TR TS Foilie e i o



PURES ET APPLIQUEES. 113
Il en est de méme pour m = 3. Alors on doit prendre successivement

m=o0, m'=3; m=1, m'=2; m=—1, m=2

et
Mmy==1, My=1; My=—1I, My=1I.

T.a valeur commune des deux sommes est 2 f(1).
Enfin pour m =4, on a 4/ (2) au second membre; et c’est bien la
ce qui résalte des groupes a employer, savoir
m=o0, m=>4 m=1, m=3; m=~—1, m'= 3;
et
m,= 0, My=—2.

Prenons, comme nous en avons le droit,
f(x) = xsin(xt),

¢ désignant une constante quelconque; et la formule (&) nous donnera
ia valeur de la différence des deux sommes

o o . "
ZE(~ 1787 (2" d" 4 m) sin (2*'d" 4+ m')t

et
2 m, &, (my)sin (m t},
dont la premiere peut étre mise sous la forme
ZZ (— 1™t m” sin (2%'d" t) cosm't
+ 22 (— oyt d"m cos (2%d"t) sinm' t,

en développant le sinus qu'elle contient et en supprimant les termes
qui se détruisent deux & deux a cause des valeurs égales et de signes
contraires que m’ doit prendre. La différence dont il s’agit est géné-
ralement nulle : il n’y a exception que quand m est un carré, et alors

elle est égale a
myJmsin (¢£ym);

mals ce cas ne se présentera jamais si nous supposons m impair et de
la forme 8v + 5. Développons les calculs dans cette hypothése de

Tome IV (22 série). — Mars 1859. 1
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m = 8y + 5, en faisant de plus ¢ = g: nous obtiendrons nn résultat

intéressant.
Nous avons trois sommes a considérer, savoir

. "
22 (— )™ m" sin (2“ d” E) Ccos <m’ E)
2 2
V73 " kid . ’/T\
22(— 1= 3" m/ cos (2“ d"5> sin (m' —) s
2

\

. ki
2 m, &, (m,) sin (m, ;) :

le total des deux premiéres équivaut a la troisiéme.
On n’aura égard, dans

N (=" m” sin (2%'d” Z) cos (m' T,
ZA’-A( > 2 2 ?

. T
qu'aux valeurs paires de m’, vu que pour les autres cos (m’;) = 0.

et

puis

Ainsi on fera successivement m’ = o, m’ = =+ 2y.0y M =% 2, en
désignant par 4p* le plus grand carré pair contenu dans m. A ces
valeurs de m’ répondront les valeurs de m” que voici : m" = m,
m’ = m — f..., m" =m — 4p*. Elles sont toutes impaires, en sorte

que toujours
d"'—1

/
(__ gNmf=1 "o : sl g T - T _ 2,
(—1y"=-'=1, a&"=o, 5111(,4 d ) =sin (d S)=(—1)

Cela étant, posons a I'ordinaire, pour tout nombre impair m = dd,

d—1

(=1 " =p(m);

el nnous trouverons que la somme dount nous nous occupons revient a

mp(m)—2(m—4)p(m—4)+ 2(m—16)p(m —16) +...
= a(m— 4pr)p(m— 4p2).

On la simplifie d’ailleurs, en se rappelant I'équation

plm)—2p(m—4)+ 2p(m—16) —...£ 2p(m— 4p?)=o,

[ 1 N N Y T R RN R v e
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que nous avons donnée dans notre huitiéme article. 1l reste simplement
8p(m —4)—320(m —16) +... 5= 8p?o(m — 4pt).

Dans la somme

R - L n T . b
ZZ (— 1™ 10" i cos (2" d” ;) sin (m’ £> ,

ce sont les valeurs paires de m’ que 'on doit négliger comme donnant

. '
SN (m’;) = 0.

lLes valeurs de m’ a employer sont done m' = =*1, m'= %= 3....,
m' = % o, en désignant par «? le plus grand carré impair contenu
dans m. Comme m est de la forme 8y + 5 et m’? de la forme 8y +- 1.
I'équation

m' =m — m'*

nous montre que m” est ici le quadruple d'un nombre impair 7, en
sorte que

/

i ” . f” /7‘— A ”—
m'=2d"d" = {i, o'=2, cos (2" d’;) =1, (—0""'=—1:

.
H

/

de plus ¢” represente un quelconque des diviseurs de i. Nous voyons

done que
BT AN A
S E (— 1)Y= 0" m’ cos (2"' d”;) sin <m’ 5)

s'exprime finalement par

— 2t <IIIZ[) —}—GC, (m;—9> ol <m—/;25‘) a0l <mzm~')‘

I

Nous ferons passer cette quantité, changée de signe, dans le second
membre de I'équation que nous venons de former, afin de Pajouter a

-y . L f ™
Zmi &, (my)sin kln, 5):
qui dépend des mémes fonctions £,. On doit faire successivement

my==1, m==x3, m==x35.., m=-==%.aqu,

avec
m—m?

m, = ——!

Cr
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Or m, se trouve étre ainsi le double d’un impair { dans notre hypo-
thése de m = 8v + 5). Par suite

cim=5(5) =50, (25)

Zm, §, (my)sin (m, g)

I.a somme

est donc égale a

oz, (") — 185, (7 2) + 3oz, (2 - b, (1)

Cela nous conduit, aprés la suppression du facteur 8 dans les deux
membres, & conclure définitivement que les deux quantités suivantes

o(m—4)—4p(m—16)+gp(m—36)—... = pro(m — 4p?)

et

(57 -3 (27) 30 (45 = (777),

ont la méme valeur, pour tout entier m de la forme 8v + 5. Pour

m = 31, par exemple, on doit avoir
p(33) = Gp(21) +9p (1) =1 (9) — 38 (7) + 55, (3),
chose aisée A vérifier en observant que
p(33)=o0, p(21)=0, plr)=r, §.(9)=13, &i(7)=38, Ci(3)=4:

la valeur commune des deux membres est g.
L’égalité que nous venons d’obtenir entraine des corollaires dont il

est bon de dire un mot.
Posons, de toutes les maniéres possibles,

m= fs*+ s?+ s3,

s étant un entier positif, tandis que s, et 5, sont des entiers indiffé-
remment positifs ou négatifs, ou méme zéro. 1.a somme

2 (— 1)1 s?,

étendue 2 toutes les valeurs de s, dont plusieurs peuvent étre égales

! I A AN EN R b *
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entre clles, s’exprime aisément a 'aide du signe p, des qu'on se rap-
pelle que 4 ¢ (m) est le nombre des représentations de m par une somme
de deux carrés. Dés lors, en effet, on voit que les diverses valeurs pos-
sibles de s qui sont contenues dans la suite 1,2, 3,..., (en continuant
i désigner par 4 .2 le plus grand carré pair infériear A m) répondent aux
représentations de m — 4s* par une somme de deux carrés s7 - 53,
et dés lors chacune d’elles figure dans 'ensemble des équations

m = fs* + 57 -+ s}
un nombre de fois marqué par

4p(mm— 4s%).

Z (_ I)S—' §2

est donce égale a quatre fois celle-ci :

I.a somme

y / __16H — 1 — 2 - 2
o(m—4)—4bpo(m 16) + gp (. — 36) —... = pPp{m— 4u?).
Posons, en second lieu,

m=n®+ 4 n?+ ny+ ni+nj),

n étant un entier positif et impair, tandis que n,, n,, n,, n, sont des
entiers a volonté pairs ou impairs, positifs, nuls ou négatifs. Nous trou-
verons semblablement (dans notre hypothese de m = 8v + 5) que la
somme

est égale a huit fois celle-ci :

m—1 . m—— . ‘m— 25 m o—
ol —— ) =32 (—-«9 + 5 ———)——...‘i:m .(——)
a(t) e () - sn (P ST )
w? étant toujours le plus grand carré impair contenu dans m. 1l suffit

de se rappeler que 8&, (m) est le nombre des représentations de 'en-

tier impair m par une somme de quatre carrés, et d’appliquer ce théo-

. . m—nt . .
reme 4 ——> en donnant & n les valeurs successives 1, 3, 5,..., .
4

Le résultat obtenu plus haut concernant les fonctions p et §, nous
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apprend donc que

2(— 1) " n= 22(——1)5" $2,

ce qui est assez curieux.
Soit, par exemple, 1z = 5. Les équations

P4+ 0% + 1%,

5=4.1* + 1* + 0%, b= 4.1
=41 + 0% 4 (— 1),

b=4.1% + (— 1) + 02,

fl

nous donnent

i (=)= 1=,

tandis que les équations

5::124-4(12—;—02—{—02—}—02'):12+4[(—1)2+02+02+02],
3=1+4(0" + 12 40"+ 0?) = 1% + 4[0® 4 (— 1)? + 0 + o?],
5:12+4(02+02+12+02):12+4[02+o"’+(—l)2—|—02],
b=12+4(0* + 0* + 0 + 1?) =12 + 4[0* + 0® + 0* + (—1)?],

prouvent que

N(=1) " n=8,

ce qui est bien le double de 4.
Au lieu de décomposer m sous la forme

2 2 23\
n® + f(n}+ni + n2 + n),
on aurait pu décomposer ce nombre (m = 8v 4 5) en une somme de
cing carrés a racines impaires et positives, de maniére 4 avoir
— e a2 2 2 2
m=r*+rl+r;+ri4+r:
les entiers ry ry, ry, 1y, ry étant tous positifs impairs, tandis que tout A
I'heure n seul était soumis & cette condition. {1 faudra donc prendre
successivement pour r, comme on le faisait pour n, les valeurs 1, 3,
5,..., », puis décomposer en quatre carrés impairs, a racines positives,
Ventier m — r?, qui est le quadruple du nombre impair

m—r?

%

[ TE I RN R [EEE RN RN
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Pour chaque valeur de r le nombre des décompositions dont il s’agit
est, comme on le sait,
m— r*
gi ( 4 )'

Z(*') "

¢tendue 2 toutes les valeurs de r égales ou inégales dans I’ensemble
des décompositions, s’exprime donc par

(57) =3 () e s (A0) = ()

11 s’ensuit que I'égalité

L.a somme

n—1i

2(— I) 2 = 22(__ 1)5-4‘\,,2

peut étre remplacée par celle-ci:

r—1

Z(—- 1)1 % = 42(— ) 7o

Pour m =5, le premier membre est égal & 4. 1l faut donc qu’on
ait alors

r—r

2(—1) P r=1.

Or cela est vrai; car 5 re peut se décomposer en cing carrés 4 racines
positives impaires que d'une seule maniére, ot r=1:

5=1%4 1% 1212 12,

Pour le nombre 13, qui est aussi de la forme 8y - 5, on trouvera
(quoique le nombre des décompositions soit beaucoup plus grand) les
némes valeurs pour nos sommes, savoir

r—1 n—1

Z(— l)_TI’I I, 2(— 1 s =4, ZQ—-— I)Tn = 8.
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Mais pour m = 21, il vient

r—: n—1

2(—[) P r=—6, Z(—l‘)“"ﬁ:—g/j, Z(——]) P n=— a4.

Toujours on a

n—1 r—1

(=1 n=aBim0 e =8 ¥ (=) " 1.

Revenons a I’équation générale (&) afin d’indiquer au moins la for-
mule importante qu’elle fournit quand on y pose

f ()= cos(xt),

¢ étant une constante quelconque. On voit d’abord que la différence

des deux sommes
Iy (— 16" cos (27'd” + m') t
et
ZC' (m,)cosm,t
est généralement nulle : il n’y a exception que quand m est un carré,
auquel cas elle devient
m cos (Lym).

Mais en développant cos (2"‘"d" + m') t, et en supprimant les termes
égaux et de signes contraires qui naissent du double signe que m’ peut
prendre, on a un résultat plus élégant, savoir

~ " o \ , —
ZZ(_ e 3" cos( 2% d" t) cosm’t — 2 ¢ (my) cosmt =m cos(t «/m), on —= o0,

suivant que in est ou nm'est pas un carré.
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