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DEMONSTRATION

DE
' TRREDUCTIBILITE DE L'EQUATION AUX RACINES PRIMITIVES
DE L’UNITE,

Par M. V.-A. LEBESGUE.

Une racine de 'équation
X" =1

i1 n

est dite primitive quand toutes ses puissauces p, ph s P =T
sont différentes et composent la suite compléte des racines de F'équa-

tion
at=—1

Cela arrive par exemple quand on prend

2% 4 sin 2ﬁ\/ 1
fremant S — sSinn — — .
p = cos — ~

La puissance p“ est encore racine primitive si « esL premier a n, mais
cela n’arrive pas dans le cas contraire, car si @ diviseur de n divisait
aussi z, on aurait alors

o R

El

= 1.

(%)

Si I'on pose
n— pa ([b ’,,c.“’

les nombres p, g, r, etc., étant premiers et différents, et
p(n)=p (p—1)q¢" " (g — 1)

les racines primitives seront en nombre ¢ (), et I'équation aux ra-
cines primitives sera
F(x)=o.
La régle pour former le polynome F(x) a coefficients entiers est
Tome 1V ( 2° série). — Mans 1839. Ill
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bien connue: on peut la voir dans les Exercices de M. Cauchy, an-
née 1829.
L'irréductibilité de P’équation

Flx)=o0
assez facile 4 établir pour

n=p e n=p°

le nombre p étant supposé premier, paraissait 'étre beaucoup moins
pour le cas général. En 1854 M. Kronecker a donné la démonstration
compléte dans le t. XIX du Journal de Mathématiques, en employant,
pour obtenir des théorémes plus généraux, la théorie des nombres
complexes formés avec lcs racines de I'unité. Depuis, M. Arndt (Journal
de Crelle, t. LVI, p. 178) a donné une démonstration plus courte. En
cherchant 4 éclaircir sa Note, dont la seconde parlie est rendue obscure
par une faute d’impression qui ne se découvre pas immédiatement,
Jai complété une démonstration commencée depuis longtemps et que
le Mémoire de M. Kronecker m’avait semblé rendre inutile.

La voici cependant; elle est assez facile 4 suivre. Ce n’est qu’une
modification de la démonstration de M. Arndt.

Prorosition 1. — Soit
F (.Z‘) = 0

I’équation aux racines primitives de U'équation

xt =1,
de plus
n=pgrt., e(n)=p" (p— 1) (g — 1)y

comme il a été dit plus haut, et
n=p'n:
on aura, en posant x' = 1,

p=F(x).G(x'),
et, pour n’ =1,

p="T(),
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la caractéristique G indiquant une fonction de x a coefficients entiers
comme F, et qui se réduit a Uunité pour n=ri.
Quand n renferme plusieurs nombres premiers différents, on a tou-
jours
F(r)=1.

N. B. Cette derniére partie n’étant pas nécessaire pour la démons-
tration de Pirréductibilité, sa démonstration est omise.

Prorosition 1. — Si I’équation

F(x)=o0
est réductible, on aura

F(x) =f, (x) fa(x)... fo(x),
les polynémes irréductibles f;(x) & coefficients entiers étant {ous de
méme degré.

Prorositiox III. — La proposition I montre que la décomposition
supposée dans la proposition 11 est impossible ; de g résulte Uirréduc-
tibilité de I'dquation F () = o, quel que soit U'exposant n.

Voici la démonstration de la proposition I :

On a

_ E p—1 2 p-2 2
(@) = '=(xf’) +(xf’ 2P 4 1= Fx).G ().

n

-l‘]_’——-l

Pour n = p“, on voit, par ce qui précede, que

G (.T) = 1.
Ainsi, pour x =1 0N 4, dans ce cas,
o . p=F(1).
En général, si
n
" =1 ou &=,
il en résulte
n
x'P =1,
et, par conséquent, I'identité (a) donne

p=F(x).G(x).
14..
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La démonstration des propositions II et IIT dépend de théorémes
bien connus. Si de I'équation 4 coefficients entiers

Slx)=x"+ Ax™ "'+ Bam™2? 4. .+ M=o,
ou les racines sont ¢, B,9: .., on passe i I'équation de méme degré
5(.x') — ' —+ A'xlm—l + B‘xmz—z + ... M| =o,
ou les racines sont of, 8%, ¥%,..., k étant un entier positif, les coefficients
A, B, C,,..., M, sont entiers. Cela suffit pour établir la proposition 11 ;
mais pour la proposition III, il faut ajouter que si k£ = p®,le nombre p
étant premier, les coefficients A,, B,, C,,... se changent, en supposant
A, B, C,... entiers, en
A+pA, B+pPB, C+ pC..;

de la, en posant 2*° = «’, on a I'identité
(5) fl@)+ po(a)=5(a)

ou, ce qu’il faut remarquer, ¢ () est aussi bien que J (') une fonc-
tion entiére a coefficients entiers.

Démonstration de la proposition II.

Admettons que l'on ait

Fla) =/ (=) fe(2).. f (2),
les différents facteurs f; (x) étant irréductibles et A coefficients entiers,
Soit

Jilz)=(x—p") (x—¢"). ..

Su(x) = (2 = p*) (x— S
p étant une racine primitive, et «, Bs..., @, f,... des nombres pre-

miers & n. Si le degré de f; () surpasse celui de f; (), en posant

af =hn+ o,

et

et passant de I'équation f;(x) = o a I'équation f,(2/) = o, on chan-
gerait le polynoéme f; (a) en un autre de méme degré ayant le facteur
x—p”, et il Sensuivrait que Ji(e) pourrait se décomposcr, ce qui
est contre Phypothése. If se trouve donc prouvé que les facteurs Si(x)
sont nécessairement de méme degré.

_— ' ' r,\ (RN SRR R RNE] [EEREE AR RN N R AT
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Démonstration de la proposition TII.
Si d’abord on suppose

109

n=p°
F(x) =/ (2)fa(®). .. f.(x),
Jo(@) +py () =7, (x),

d’aprés I'équation (4); or ici

et que l'on ait

on trouvera

x =1,
t
5;(x') devient une puissance de x’ — 1 et s'annule pour &' =1 : ainsi

Si()=—pd(1);
en multipliant membre & membre toutes les équations semblables, on
aura, en posant (— 1) ¢, (1), (r)... §, (1) = ¥ (1), I'équation

F(i)=p"¥ (1)

1=p" 7" ¥(1);

et, par suite,

ce qui est impossible, ¥ (1) étant entier.
Quand on a

a b
ENa » . n= P q ?
Péquation transformée
3"[ (x’) =0
n’a plus toutes ses racines égales a I'unité; mais comme pour avoir
(27 )m=1

il faut prendre m multiple de ' (n = p . n'), 'éqation
Fi(x')=(a' = p)... =0
a pour racines seulement des racines primitives de

4 &
2" =1 ou x"

=1I.

Or Péquation qui donne les racines primitives de 1'équation x'% =
est irréductible; il faut donc que I’équation

5,‘ (x’) =0
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les contienne toutes; ainsi, en représentant I'une d’elles par x’, on aura
nécessairement, en vertu de 1'équation

Ji(a') 4 pii () = § (')
Ji(x')=— pi(2).

La multiplication des v équations analogues donnera

I'équation

Fa')= p¥(2')

mais
: p = F(x).G(x),
de la
p=p ¥ (2).G(x)=pE(z)
ou
(¢) 1=p g ().
Or I'équation en x’ est irréductible et de degré

¢ (g") =4,
donc £ (x’) se rameéne a la forme

,}\——I

Ag+A 2+~ ...+ A x s
de sorte que I'équation (c) devenant
—1 - p"“‘ (AO—I- Ay’ 4. .. +A,\..1x"'—') = o,

le premier membre devrait étre identiquement nul, ce qui est impos-
sible, — 1+ p’ ~'A, ne pouvant I'étre.

Ainsi, Péquation B(x) = o est irréductible pour n = p*g¢".

Si 'on fait maintenant n = p*q¢® r°=p®n’, n'=4*r°, la démons-
tration se donnera précisément dans les mémes termes, parce que I'ir-
réductibilité est prouvée pour 7' = ¢’r°. La démonstration s'établit
donc de proche en proche.

Le lecteur verra facilement, en consultant la Note de M. Arndt, ce
que j’y ai pris, et quelle est la part qui me revient dans la démonstra-
tion précédente.




