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LINTEGRATION DE TEQUATION DIFFERENTIELLE

(Aa® + By + Cp* + Dz + By + F)dx
- (A“x'z - B‘x)f N (;‘)/2 _{_D‘r+ E‘)/' +F‘)df — 0;

Pi.r M. E.-G. BJORLING.

LU A L ACADEMIE DES SCIENCES DE STOCKIOLM LE 12 FEVRIER l855.

Deux especes particuliéres de I'équation différentielle

(Ax2+ij+Cy”+Dx+E]+F)dx
+(A4x’+B,x]+C'j2+D,x—+—F,i_y+F,)d_y=o,

I'une pourtant renfermant Vautre, ont déja été traitées par Euler et
par Jacobi, mais sans égard i leur propriété d’étre des cas particuliers
de I’équation (1).

Euler, dans ses Institutiones Calculi integralis [*], en considérant
I'équation

(2) fd]+dj(a+bx+nx’)_—;]dx(c+nx) [%*]’

a trouvé, par une divination heureuse, que les variables y peuvent
étre séparées a Uaide de la substitution

= yle+ nzx) .
T y4a-+ bx + nx?’

mais il ajoute aussi a la fin cet aveu : Casu autem hic vix previ-

[*] Tome 1, Petropol., 1792, page 26¢ {probl. 55}.
[(**] Ou, ramence & la forme (1) :
() (nxy 4 ey )dx — (nx’ -+ bx 4y + a)dy=o.

Tome (11 (24 série), — Decempre 1858, 53
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dendo evenit, ut heec substitutio ad votum successerit, neque hoc pro-
blema magnopere juvabiz. )
D’un auvtre coté, Jacobi, en traitant [*] 'équation un peu plus gé-
nérale
(3) §(A+A’x+A”y)(.z'df——_7dx)—(B+B’x+B”f)(ij
+(C+Cx+C y)de=o[™],

parvient par une méthode, comme il s'exprime : ab Euleriana
tolo ceelo diversa, i en trouver Pintégrale. Cependant cette méthode,
quelque ingénieuse qu’elle soit, laisse a part, elle aussi, tout égard a
la propriété de I'équation (3) d’étre un cas particulier de I'équation
générale (1); de sorte qu’a la riguear le résultat obtenu par Jacobi,
quoiqu’un peu plus général que celui d’Euler déja mentionné, exige
pourtant encore lui-méme 'aveu dont Euler (voyez la citation plus
haut) se croyait obligé d’accompagner le sien,

C'est précisément cette omission du caractére de I'équation jaco-
bique d’étre un cas particulier de I'équation (1) qui a donué lieu au
présent Mémoire. Non pas que nous nous proposions d’intégrer ici
d’abord I'équation générale (1), pour en déduire ensnite Vintégrale de
Yespéce jacobique (3). En effer, on sait bien que I'équation compléte (1)
n’est pas intégrable dans le sens ordinaire [***]; mais en observant que

[*] Journal de Crelle, tome XXIV (1842).

**] Ou bien, ramenée & la forme (1) :
3 \
zy 4+ A"y — Cz 4 (A — —GCldz
AI A” 1 CI A Al/4 y C l
—[A'2*+ A2y +(A~—B )z —B” — Bldy —o
e Ly ’
ou, plus briévement,
(B) (a@y by’ +co+dy + e)dx — (ar’ 4 bay 42+ d'y 4 &'\ dy = o,

d’ol en effet on voit bien que I'équation d’Euler (2), ou («), se trouve renferweée ,
comme un cas particulier, dans celle de Jacobi (3).

{**] A cet ¢gard il suffira de se rappeler qu'en effet I’éqnation
{7) (A-'l—"—i—C]")d.z:—i—Fﬂlfy':o

se trouve, elle-méme déja, parmi celles de Riceasi que on ne sait pas intégrer a Por.
dinaire.

1 [ R LR SRR AN XA RN OYET] [T o
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(comme on le sait aussi) I'intégrale de Iéquation compléte
(4) (Ax+By+Cldr+(A,x+B, y+C,)dy=o,

comprise elle-méme parmi les especes de I'équation (1), peut étre
obtenue d’une maniére tres-simple et directe, pourvu que 'on ait
d’abord intégré I'équation (sans termes C et C, )

(4" (Ax—l—By)d.’c—g(A,x—{-B,‘y)d_y:o,

il m’a paru tout naturel d’essayer au moins si 'on ne réussirait pas
aussi & trounver, par une méthode tout a fait analogue [*], Vintégrale
de V'epece jacobique. Qu'en effet cet essai vienne d’étre couronné d'un
succés parfait, c’est ce qui se fera voir dans les pages suivantes,
lesquelles au reste donneront peut-étre lieu quelquefois de faire dis-
cuter plus en détail la question de lintégration de Péquation plus
générale (sans termes F et F,)

(Ax*+Bx)y +C)*+Dax+Ey)de

(5
) . + (A, +B,xy + (14]”‘—+—I),x+E,j}d)‘:o,

Effectivement il était naturel, en m’étant proposé d’essayer de faire dé-
river I'intégrale de 'équation jacobigue de V'intégration d'une pareille
équation sans termes F et ¥, de considérer d’abord I'équation gé-
nérale (5), pour passer ensuite a l'espece de celle-ci, représentée par
Péquation de Jacobi sans les termes nommés. A la vérité, je reconnus
bientot que l'intégration de I'équation (5) dans sa généralité est au
moins assujettie 4 des difficultés assez grandes pour ne pas admettre
ici la discussion en détail; mais en méme temps je constatai qu’outre
Pespece particuliere de I'équation (5) dont il vient d’étre question,
et qui se rapporte a celle de Jacobi de méme que V'équation (4) se
rapporte 4 la compléte (4), il existe d’autres especes trés-remar-
quables de cette méme équation dont les intégrales se présentent

{*] Cette idée nr’a eté premiérement suggeérce par mon ami M. Lindman, i Streng-
nas, lorsque, il y a quelque temps, il m’adresse la question si jamais [avais vu faire
Pessai d'intégrer Utquation (U en général, et en me rappelant en méme temps le ca-
ractére de I'¢quation de Jacobi de n'en étre effectivement qu'une espéce particulicre.

53..
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aussi spontanément que celle de I'espéce nommée. Faire remarquer
toutes ensemble ces espéces de I'équation (5), parvenir par 'intégra-
tion de cette derniére & 'intégrale de I équation jacobique complete (3).
de méme que I'on fait dériver I'intégraie de I'équation compléte (4) de
Vintégration de P'équation (4'), et enfin ajouter quelques mots des
especes de I’équation compléte (1) qui se rapportent aux autres cs-
peces quion vient de nommer de 'équation (5), voila donc le sujet
du présent Mémoire.

§L

1. Pour frayer le chemin aux recherches suivantes, considérons
d’abord I'équation

(4 " (Ax+By)dx4-(Ax+ B, y)dy =o.

Comme a la place de celle-ci on peut écrire
‘x T
[A (;) + B]dx + [A. <;} + B,]d]‘ =o,
ou, en mettant z au lieu de ;,

(6) [Az22+(B+A)z+B,Jdy+ y(Az+B)dz=o0
ce qui, si I'on excepte seulement le cas particulier
(7) | o=A=B-+A,=B,

revient 4 P’équation suivante :

(Az+B)dz

d‘7+‘y'Az’+(B+Al)z+B.=O’
ou bien enfin 4 celle-ci :
f‘ (Az—+B)d:
Az'+ (B+A)z+ B,
di ye* £ ) o
N

J"’ (Az--B)ds
o A+ (B+ A)z+B,
ye
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1 s’ensuit u’au moins en exceptant le cas particulier (7), Uintégrale gé-

nérale de I'équation (4') sera

% (Az+Byds
JO A+ (B+ A)za B,
(8) ye = const.,
pourva qu’apres avoir éliminé le signe &’intégrale, I'on ait soin de
T
remplacer z par -
Y

Dans le cas particulier (7) I'intégrale est bien évidemment

z = — == const.

<ig

9. Cela étant, comme évidemment I’équation complete
) (Ax+By +C)dr + (A, x+B, y+C)dy=o0

(& savoir, G et C, n’étant pas = o a la fois) peut étre ramence, en
pOSﬂDt

(9) x=E+u, y=n+p,
a la forme (4'), savoir, a

(AE + Bn)dE + (A &+ B.n)dn = o,

toutes les fois qu'il existe des constantes finies o et 3 qui remplissent
les conditions

. Ac+ B+ C=o,
110

Ae+B,B+C =o,
¢’est-3-dire au moins toutes les fois que I'on n’a pas
{rr) AB, — A,B=o,

il s'ensuit, en vertu de V'article précédent 1, que U'intégrale générale de
I'équation (4) sera :
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1°. Dans le cas particulier (7)

2°. Dans tout autre cas
o (AR
o A8 (B-+4,)¢+B,
(r—2_F£e = const,

pourvu qu’apres Vintégration indiquée I'on ait soin de remplacer &

par E), au moins si 'on excepte le seul cas (11). Eta 'égard de ce der-
q

nier il suffit de remarquer que, sil'un au moins des quatre coefficients
A, B, A, B, n’est pas = o, il sera toujours aisé, comme on le sait bien,
de séparer immédiatement et sans emploi des formules (9) les va-
riables dans ’équation (4) elle-méme [*]; et que, du reste, si tous
les quatre coefficients sont o 4 la fois, alors aussi les variables par cela
méme sont déja séparées.

§ 11.

~

Passons maintenant 4 I’équation (5), savoir,

5 ; (Ax®+ Bxy + G+ Dx + B y)da
(5 + (A2 +Bxy +C ' +Dyx +E,y)dy = o,
ou bien

Ax®+ Baxy + Cy®)dx + (A,x*+ B, xy + C, y*) dy
4 Y %

(r2) + (D + By)dx+ (D + E, ) dy = o

{*] Par exemple, lorsque A n’est pas= o, on pourra mettre, an leu de ar,
A, .
B, = — B, et, par suite
A
1°. B n’étant pas non plus == o,
B, A,

et I'équation (4) se réduira a

{Aa:-{—By)(d.;c—f-—ﬁdy)—i—Cdx—J—-de, =0,

GO e P [ (X
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Comme & la place de celle-ci on peut écrire ,

AL s o) e (2
oo o) oo

- s
ou, en mettant z au lieu de e

; \f%[Aﬁ+%B4—AJfﬁ{C—%BJz+&L]%?+4Az%+Bz4—Cu&%
(13) !
} +[Dz=+(E+n,)z+E,]i’f~Z+(Dz+E)dz:o;

et qu’a la place de cette derniére on peut prendre encore
q I

dy (Az Bz C)dz
2 s o
v{é)\y[AzH-(B—i—Al)z +(C+B.)z+C|]|:f +Az3+(B+A,)z2+(C+B,)z+C,]
{ ‘
{ d:
' +[Dz’+(E+D.)z+El][(—Z+ (Dz + E) dz

:O,
1

y D+ (E+D)z+E

au moins si I'on excepte les cas ou les coefficients de I'équation (5)
remplissent les deux systemes de conditions

(15) 0=A=B+A,=C+B,=(,,
(16) o=D=E+D,=E,

ou bien P'un ou lautre, au moins, d’entre eux [*], il est bou de

ou bien, en posant Az 4 By =&,
(§+GC)dE +[AC, —BC + (kA — BjE]dy = o,

daps laquelle les variables pourront aisément étre séparces; et
2°. B étant == o, et par conséquent aussi B, = o, équation (4) se réduit immédia-
tement & celle-ci :
(Ar + Cldo + (A x + Ci)dy = o.

[*] On concoit bien que ces cas renferment non-seulement celui ob les coefficients
des z?, xy, ¥ sont = o tous ensemhle [partant Péquation (4') déja traitée}, mais
encore celui méme ol les coellicients de & et de J sont — o tous ensemble, c’est-i-
dire, I’équation

{d) (Ax’+ Bry + Cotide + (A x-+ B, xzy + C, riidy == o.



424 ~ JOURNAL 'DE MATHEMATIQUES

considérer d’abord, I'un apres l'autre, ces trois cas particuliers.

(a) Si les deux systémes de conditions (15) et (16) sont remplis a la
fois et que par suite I'équation primitive (5) ait la forme

(5) (Bay + Cy*+ Ey)dx ~ (Ba?+ Cxy + Ex) dy = o,
et I'équation (13) y correspondante la forme

(13) [7(Bz+C)+ E]dz = o;

alors évidemment U'intégrale générale sera

AN % __ .
(17" 2= 7= const.

(b) Si le systeme de conditions (16), mais non pas le (15), est rempir,
et que par suite 'équation (5) ait la forme

(5") Ax*+Bxy+Cy?+Eyjdx +{A 2" +Bxy+C, y* —Ex)dy =o,
alors, comme I'équation (13) se réduit a

(Az’4 Bz + €) s’
Az 4+ {B+A,)a"+ (C+B 2+, |

. . N d
y[AZ?+(B+A,) 77+ (C+ By )z +C, ] [77 -+
+ Edz = o,
ou bien, apres division par Az*+ ..., a

(13) dy 4y (AZEBIF O E ds
VO Y AP (BrA)ZH(CH+B)2+C T AP+(BA)ZH(CH+B)a+C

il s’ensuit que I'intégraie générale sera

o Az'—l—-(B—f»A‘)z—’—f-»...

Z [Az*+-Bz+4-C)de
o o A4 (B-A) 2 Ee
07 e =const. ~ | Sormrae e

‘ fz (As'+Bz+C)d:

et enfin, dans le cas contraire,

(c) Sile systeme de conditions (15), mais non pas le (16, ess
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rempli, et que par suite I’égquation (5) ait la forme

Bxy + Cy*+ Dx + Ey) dx
4 J Y

/! ///\
(5 — (Bx?*+ Caxy —Dyx—E, y)dy =0, [7]

/

comme alors I'équation (13) se réduit a

. . ; -1l 4y (Dz~+E)dz )
J(B"—*_(J)({z+[Dz2+(E+D‘)Z+L‘][7+Dz’+(E+D)‘)z+E,J = o,

ou bien, apreés division par y[Dz*+ (E+D,)z+ E,], a

dy 4! (Dz+E) dz . (Bz +C)dz
y D+ (E+D)z+E D+ (E+D)z+E’

,VQ
o

c’est-a-dire, a celle-ci :

?

Dz+E)ds _ (Bz +C)d
(3 - d(L) =1 (Rer Bl (B C)de
Ve y Da'4-... Dz 4.,

il s’ensuit que 'intégrale générale scra

z

fz (Dz+-E)dz _ ["*(Dz+E)d:
" f i, Bz4+C 7 Dz, ..
(17") -e v° = const., + —0c v

y ’ o DZ"‘-‘}". .- dz.

4. Considérons, en second lieu, le cas général o les systémes (15)

et (16) ne sont remplis, ni I'un ni Pautre, par les coefficients de

I’équation (5). Alors, comme a Féquation (13) on peul toujours sub-
stituer I’équation (t4), ou en posant, pour abréger,

[, Az Bz C
¥ = Ao B+ A)7+(C+Bz+C'
o Dz +4-E

| ¥ T Dz (E+D,)z+E,

(18)

[*] Evidemment I'équation méme de Jacobi (§), dans la Note sous I'Introduction,
mais dépourvue des termes C et C,.

”
Tome HI (2¢ série), — Dicemsre 1838, o4

Pt e
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celle-ci ;

| 1A+ (B 402+ (C 4B+ €] (£ 4 o)

(19) .
? +[Dz2+(E+D,)z—+—E4] (‘-;Z-i— q/dz> = o,

on en conclut immédiatement que dans le cas particulier ot 'on anra

»

(20) ?/:“P/:‘P,_I_”P’

2

ce qui arrive, lorsqu’on aura

BD,—B,D Cb—C D
— 3 I i 2 1 | e O T — n
(AD, A,D)z+{+AE1_A[E}z +| ob —ppfE OB~ G E=o,

et, par suite, dans le cas nouvean
(d) Ou les coefficients de Uéquation (5) remplissent le systéme de

conditions

(ar) 0==AD.-—A,D:{ BD,—B,D| { CD,—C,D

+AE,—AE| ™ | +BE,—B, E} = CE,— G, E

|sans que ni (15) ni (16) ne soient remplis [, Péquation dont il sagit
ici (19) se réduira 4

(19)  [y(AZ+ )+ (Datp )] (%+ ?’%.‘V{{z) =0

5

et, par suite, son intégrale générale a

s
J g g
o)

{22) ye = const. = ye > (pour abréger).
Mais, cn géneral, en posant, pour abréger,
[A] an lieu de Az°+ (B + A,) 22+ (C + B,)z+ C,,
[D] .. .. .. D2+ (E+D,)z+E,,
[y dy du>
oL -l d - =2
L 2 (( ou = 2 ’

12
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on en réduit I'équation (1g) 4

W [A] (”_ + g'dz) +[D] (L + ﬂdz) =o,

22 i 2

ou, en divisant par u,

[A] <n’u —~+ u%dz) — [D][d(i> —1£dz] = o,

[£4 i 2

. . , - D o s .
et, par suite, si 'on désigne le rapport (D] par 72, a celle-ci :

(4]
(23) ; (du+u§'dz> —Z[d(é) _i%’,;z] —o.
Cela étant, si I'on pose encore

(24) 0=

s dol - =
¢

NI &

1 Z
172

d’on

Z

Zd@: d<§’>~£dZ: d<l> — e

I'équation (23) et, par suite, I'équation (19) elle-méme, se réduira a

rh
L du =dv—ua’<—;-> = dv + v%,

(25) dv+v(,zz'+ig>dz:d<§)~;‘<§+%’>d:

. . dZ
<0n a mis Z' au lieu de E) » va qu'en effet,

BD,—B,D CD[--C[D) I
_ \ 3 2 E—CE
‘ gl/ (AD, AiDjz +<+AE1"'AIE)Z +(+BE‘——B' E/ e o
J— == -
(26) ¢ [A][D]
Z  d[D] d[A]
H

25y = e — et

7
(D] [A]

54.
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et, par suite,

: 7
”z' ;T
{27} it [BD—A(E+D) C(E+D,)—BE, )
7 , [BD—A(E-{—D,}]z'_F[ +°(CD~AE1 ] [+ :—D o E) [P C(ED) = BE,
P— _ I _ - 14
= b
‘ [A
Z EP
7
B, D—A,(E+D,) C(E+D,)—BE, -
(28) RD—A P+D.,] +2( CD—AL, +9\c D—AE) ‘C(E+4D,)— BE/
_-—\AD —A,D) _( BD~— D, c1)> — (CE,— G,E;
+ AR, — A.E +BE.
Ta](D]

Maintenant, comme P'équation ( 25) peut s’écrire sous la forme

| P (" (E e
R A R Dl

{29)

- = — ’

z ZV ?V z ZI 'IL’
{ (Z+ ;)dz —./: (’Z——i—{;)dz
e

on voit sans peine qu’il sera aisé de trouver son intégrale, non-seu-
lement dans le cas que 'on vient de considérer (20), et, par suite,
dans le cas particulier (d), ot en effet I'équation (29 )se réduit a

[ (z,zzszb')dzd“)’

dw:e

[ (g5t

W

w designant ve , dont I'intégrale générale est

"z‘ '
<7i-+’+¢)dz gy
4

, Z T
(30) w = const =ve ° =ue

,en effet, la (22) elle-méme, mais encore aussi dans les trois nou-
veaux cas suivants, savoir:

[EEEET] r ' ' r
i
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i°. Lorsque
Z ¥ et —
'Z— -+ ; est = o,

attendu qu’alors I'équation (29) se réduit d’abord a
fz?'— QL’ dz ?-_SL
d\ Levo > alle ”
v
- 3

nzgi_y - =

J 2 & e ?

et que, par suite, intégrale générale sera alors

™

. " b
{307 pret = Ce’ 7.

2°. Lorsque
R
VA

T a

est = o,

attendu que Péquation se réduit alors 4

( 29"’) L> —d (‘) :
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et, enfin, 3° lorsque

(31) z+3
{¢ et p constantes), ou, ce qui revient an méme,

’ZI (P/ Z/ *.b’
)

2

(H#p)ZZZ:—(H%'—p‘P/)v

partant, si I'on excepte le cas déja traité p. = p (cest-a-dire o'=14'), *
lorsque

’ ’
o 4

A o
Z’et_ P
Z T T T
et, par conséquent,
Z b=V z . v [ et
Z 2‘—5L——-P 2 Z 2 p—p 2

, by
k¢ d IE/I.—p 2
d(c’ﬂ p—p 2 3
_ e p=¢ B_y=¢
A

ou bien, si 'on désigne ici par w 'une quelconque des expressions
entre crochets [ |, et que par exemple on fasse

P ¥
w=ype “7F° %
a celle-ci :
ke
_ptpg—y o—4 (?—-";b) r=e . y—¢
” - r—p 2 I 2 . 2 ! 2
(29") dw=e d\ —e = \e di-e ,
ktp '
puis, au moyen du facteur w* ¢ i
p—y

ptp . gHPNATP . g—¢
w TP dw = -e ’ di=e * )

¥
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d’ou il suil que dans ce cas l'intégrale générale, si I'on excepte scule-

. T . .
ment les deux particularités “72F — 4+ | [c’est-a-dire les deux cas
p=rp

précédents (1°) et (2°), savoir, p =0, =o0], se réduira A

2p
1 p ( T\ TP
wh— ¢ we 2
-2 -+ const.,
24 2p0 ’
p—p w—p
c’est-a-dire, &
(J 73

pr—p o =
. —u'i (¢ —) s ol
pjvie #¢ +pvie “T = const.

ou bien
. o #e

(30") H(Vz)#~p+P(‘,2)ﬁ——Ta:Ce(,u,—p)"‘

qui sera ainsi I'intégrale de I’équation (29) ou (25), toutes les fois que

la condition (31) est remplie, au moins s Pon excepte les trois eas
) P

particuliers,

(32) p=0, p=o, p—rp=o;

et dans ces derniers cas l'intégrale est fournie, respectivement, par les
formules (30”), (30’) et (30).

Nota. En mettant dans (30")p — = au lieu de %, on la réduit i
I e I
[£<”2+‘)‘I]("2) ”=C8“(“ ) ;

qui sera, par suile, I'intégrale de 'équation (29) ou (25), lorsque la
condition (31) ou, ce qui revient au méme, la condition

’ ’ ’

—
:

~Q

+

NN
N e
3 Il

2

(¢ et @ constantes), sera remplie, au moins si I'on excepte les trois cas

. R TR
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particuliers,
p—®m=0, p=0, T=0,

Et en posant ici, pour abréger, % au lien de £, 'on voit bien que
o
(33) [X(0?+1)— x]v*“=Ce)'('"—')(?—"b),
sera I'intégrale de 'équation (29) ou (25), lorsque la condition
Zl’ 0‘)’ q{___.4’1

(34) 2 Y=

VA 2 2

() étant une constante), sera remplie , au moins si 'on excepte les deux
cas particuliers,

et dans ces cas enfin lintégrale est fournie, respectivement, par les
formules {30") et (30”).

Cela étant, il importe d’observer que, tout comme 'égalité (20)
renferme le cas (d), de méme les trois égalités (1°), (29, (39, quon
vient de considérer, renferment aussi trois nouveaux cas [autres que
les précédents (a), (b), (¢), (d)] dans lesquels on peut trouver sans
peine Vintégrale de I'é¢quation (19) ou de (5) elle-méme, aucun des
deux systémes de conditions (15) et (16) n'étant rempli [*]. Effective-
ment, si dans les équations (30'), (30”), (33) au lieu de ¢? on remet

uw .oy [A] .
encore = € est-a-dire == ¥, eu égard en outre aux formules (26), (27),

(D]

(28), on obtiendra immédiatement le résultat suivant:

(¢) Dans le cas ou les coefficients de Uéquation (5) remplissent le’

systéme de conditions
. ) B,D—A(E+D,

) 0=BD—A(E+D,)= +2(CD(-—AE.))]
(35) ( C(E+D,)—BE,

= -+—2(C1D—AE.)]:C‘(E—}—D‘)—B‘E’

{*] Et, par suite, aucune des deux quantités [A]et [D] n’étant pas non plus = o.
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son intégrale générale sera
Aly v
Yo®l o’
(D] et =Ce
(£) Lorsque les coefficients sont tellement composés que chacune des
quatre eapressions dans (35) soit = a celle des quatre dans (21) qui a

te méme nombre d’ordre, I'intégrale sera

—n

(36)

36 [D] [LAR]]} p—y
(\ 6 ) [AT)’ € =Ce H
et enfin

(g) Dans le cas plus général ot les quatre expressions dans (35)
sont, non plus égales a, mais proportionnelles a celles de méme
nombre d'ordre parmi les quatre dans (21), ¢’est-a-dire, ou

(37) BD — A (E +D,) soit = A(AD, —A,D),...

(% étant une constante, autre que o ou 1), 'intégrale générale sera

pey [ S ][[BL] = el

Pour A = 0 et 1 = 1 on a bien, respectivement, les formules (36) et
(36") elles-mémes.

Reste a savoir si I'équation (29) ou (25), et, par conséquent,
I'équation (19) ou (14) ou bien '¢quation (5) elle-méme est, ou n’est
pas, intégrable en général (dans le sens ordinaire). Mais c’est bien
dans ce détail-la que, comme nous 'avons dit précédemment, nous ne
pouvons pas entrer ici.

5. Aprés avoir, suivant le plan précédemment indiqué du présent
Mémoire, fait passer en revue les divers cas particuliers, dans lesquels
I'intégrale de I'équation (5) se présente, pour ainsi dire, d’elle-méme,
uous observerons, en passant, que c’est parmi ces especes mémes de
Péquation (5) que se trouve aussi celle de Jacobi précédemment citée
(mais bien sans les termes F et F,), savoir, 'équation (5") elle-méme,
ce que l'on voit sans peine en la comparant a Véquation (§) dans
la note sous l'introduction ci-dessus, et qu'en effet son intégrale

Tome 1 /2% sé¢rie). — DEcEMBRE 1858, 55
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sera donnée toujours par I'équation (17”), excepté seulement lecas trés-
particulier ou ses coefficients remplissent en outre le systéme des con-
ditions (16), dans lequel cas enfin Vintégrale est fournie par la
formule (17'); et nous allons actuellement considérer I’équation com-
plete (1), dans le but qui se trouve indiqué bricvement 4 la fin de
Fintroduction.

§ TMI.

6. Tout comme (voy. § 1) 'équation compléte (4) par la position (g),
je veux dire en posant les équations (g), peut étre ramenée i la
forme (4’) toutes les fois qu’il existe des constantes finies a et {3, propres
a satisfaire aux deux conditions (10), de méme aussi, comme an le voit
aisément, I'équation compléte (1) pourra, par la méme position, étre
délivrée de ses termes F et F,, et ainsi ramenée & la forme (5), savoir,

0=|AE+B&+Cn*+ D |E+ E |g dt
+2Az + Bea
+ Bea + 2Cf
I +{A,52+B,En+(]m2+ D |+ E, |5 )dy.
( -+ 9A, o + B,z
\ -+ B, f +2GC,8 ‘

(38)

seulement, dans les cas ou il existera effectivement des constantes
finies « et 3 propres a satisfaire aux deux conditions suivantes :

. ‘Aa’—l—Ba‘@—FCﬁz—FDﬁ—FE‘B—FF:Uo
(39) A48+ Biafi+ C P+ Dyt BB+ T, —o.

Nota. S'il existait toujours de telles constantes o et £, ot en pour-
rait définitivement conclure qu’il n’y avrait aucun moyen d’intégrer
Véquation (5) en général, attendn qu’il est bien clair que, si toute
équation (5) était intégrable, aussi toute équation (1) pourrait étre
rendue intégrable par ladite transformation (s'il existait bien toujours
des constantes finies « et 3); ce qui est pourtant de toute impossibilité,
comme on le sait. Mais comme, au contraire, il n’existe pas toujours
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des constantes finies o et 8, propres a satisfaire aux conditions (39),
il n’y a pas non plus lieu de décider de cette maniére la question de
intégrabilité de I'équation (5) en général. Au reste, il est bien clair
aussi que, s'il pouvait étre montré que I'équation (1) dans quelqu’un
des cas ou elle n’est pas intégrable se raméne i la forme (5), ladite
question serait aussi par la décidée.

De plus, les coefficients des &2, £y, »* dans I'équation (38), que
I'on obtient par la transformation ci-dessus, étant tout a fait identiques
aux coefficients, respectivement, des x*, xy, y? dans I'équation com-
plete (1), on est par 1a conduit évidemment 2 chercher I'intégrale de
toute équation (1) dont les coefficients A, B, C, A,, B,, C,, rem-
plissent le systéme de conditions (15), c’est-a-dire de I'équation ja-
cobique (3) elle-méme, sur la méme voie, précisément ou I'on par-
vient (voy. § 1) & V'intégrale de I'équation complete (4). Qu’en effet
cette recherche réussisse parfaitement, c’est ce que nous allons mon-
trer a présent.

7. En effet, en considérant 'équation différentielle

( | (Bxy+Cy*+0x+Ey—+ Fde
o) | —(Ba*+ Cay —D,x — E, y —F,)dy = o,

ou voit d’abord que, dans le cas particulier ou les deux termes F, F,
sont = o l'un et Pautre, cette équation se réduit & I'équation (5”) elle-
méme, qu'on vient de traiter ci-dessus dans le cas (¢), et que, par
suite, son intégrale sera donnée alors par la formule (15"), ou bien, si
en méme temps le systéme de conditions (16) est rempli, par la for-
mule (17).

Mais dans tout autre cas elle pourra, au moyen de la position (9),
étre délivrée de ses termes F et F,, et en wéme temps réduite a la
forme (5"), savoir :

0:{BEn+Cw’—t— D|E+ E n)d5+{B52+CEn-— D|E— E |n)dn,
(41) +Bf| + B=

“+2Be| +Ca
-+ 2CB 5

-+ CB

toutes les fois quil existera des constantes finies « et propres a sa-

55..
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tisfaire aux deux conditions

Baf+CR+Da+ Ef+ F =o,

4
(42) Ba* +Caff—D,e —E,f—F,=o0;

etil sera montréici qu’en effet, dans les cas exceptionnels ot il n'existe

point de telles o et 8, les variables dans Uéquation (40) pourront étre

séparées immédiament, ¢’est-a-dire sans Uaide de laditetransformation.
Pour cet effet, considérons en premier lieu le cas ott

1

B r’est pas = o.
En divisant par B, les conditions (42) se réduisent 4 la forme

(43) ef+ef + oo + Cf + § =o,
+ a“—l—eaﬁ—@,a—c,ﬁ—j‘=o,

1°. Lorsque ® est = o, Von pourra satisfaire 4 la premiére, savoir, i
) P

(44) aff= — (ef+ cf + 9),
En premier lieu, par # = o, dans le seul cas § = o,
et alors l'autre, savoir, 2> — ®, & — &, = o fournira toujours une valeur
finie de o;
En second lieu, § n’étant pas = o, par
P +IB+ 3?,
B

a savoir, 8 n’¢tant pas = o, et, du reste, en vertu de I'équation infé-
rieure (43), donnée par

o=

(6= ®,) | + (e +,)

,ﬁ2+5"(95+@')‘8+3’:°’
+ eF — ¢, :

+ &,

_par conséquent toujours finie (autre que zéro), excepté seulement le

cas trés-particulier ou les coefficients ici de 3%, 8%, 8 seraient = o tous
ensemble, c’est-a-dire ot I’on aurait

—®,=2¢, —¢ =g, —F =Cr_¢ef,
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Or dans ces cas 1'équation (4o0), apreés division par B, se réduit a
[(x+&y+ey+Flde —[(x+ P +e(x+8)y —fldy=o,
on, faisant x + ¢ = £, A
(E+2y)(ydE —Edy)+ 5(dE + edy) = o,
et par suite, en‘posanté;‘ + €y =2z, & celle-ci :
z(ydz — zdy) + $dz= o,

dans Jaquelle on peut évidemment séparer les variables. — Ainsi, en
résumé, dans ce dernier cas exceptionnel il n’y aura pas besoin, ni I'on
ne le pourra non plus au moyen de la position (g), de délivrer I'équa-

tion jacobique de ses termes §, ¢, ; elle se réduit alors, apreés division
par B, a 'aide de la position

(45) x+ey+ L=z

4 une équation ou les variables y et z pourront étre séparées aisément.
2°. Lorsque, au contraire, ® n'est pas = o, alors, comme la pre-
miére des équations (43), savoir,

a(f4+®)+ef4+Eef+F=o,
ou j’ai mis 7y au lieu de 8 + ®, se raméne A la formule (44), savoir, a
(44") ay—_—-—[eyz—f—(c—? 280)7 + e®® + ¢,
et en méme temps la derniére (43) 4
o’ +eay —(®,+ @)oo — &7+ B¢, — &, = o,

il est clair que le raisonnement demeurera bien le méme que dans le
cas précédent, pourvu que

Au lieu de 8 on dise ici 7,

» & » & — 200,
» g » F + em?,
» ®, » ®, 4+ @(D,

» 3{, » j‘—@)&l.
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Concevons, cn second lieu, que
B soit = o, mais non pas <.

Comme alors I’équation de Jacobi (40)a la forme
(Cy*+Dx+Ey+F)de — (Cxy —D,x —E, y —F,jdyr=o
(F et F, n’étant pas = o tous deux & la fois), ou, aprés division par C,
(40) (y*+Ox+Cy+Fde—(xy—®,0 — & y—8F)dy =o,

et qu’en méme temps les équations de conditions (42), aprés division
par C, se réduisent a celles-ci :

it Do 4+ + F=o,

(46) o —®a—& L —F =o;

I'on en conclura, 1° lorsque ® n’est pas = o
» P ’

“= — p’+f§+a‘,
Bt (e — @) B2+ (08, — @, 6+ F) B+ @F — @, F =0,

par conséquent toujours des valeurs finies de o et f8; et
2°. Lorsque ® est = o, il est clair que I'on pourra prendre pour ¢
'une quelconque des deux

-2=y/(7-7)

et que par suite, en vertu de la derniere (46), ou
(B—®)e=¢(+4,

I'on aura toujours une valeur finie de & correspondante, au moins si
I'on en excepte le seul cas ou les deux expressions

- (249 =/ (7-7)
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sont = o I'une et I'autre, c’est-a-dire le cas ot 'on a & la fois

By = — g, F==.
Or dans ce cas exceptionnel I'équation (40') se réduit a
()f—f— §>2dx — [(_]’—Fg).x‘—c,f—ﬁ,]dj:o,

< \
5‘:”)&

n(ndx—xdn)+[5,(n—§>+§.]dn=0,

ou bien, par la position y +

daus laquelle on pourra évidemment séparer les variables.
Enfin, pour ce qui concerne le cas

B=o0=¢C,

il suffit de rappeler qu'il est déja traité dans ce qui a été dit (§ 1) de
Féquation différentielle (4).

8. Aprés avoir ainsi montré que et combien pour 'espéce particu-
culiére de l'équation (1) que fournit effectivement Péquation de Ju-
cobi (3), et, par suite, aussi celle d’Euler (2), Vintégration peut s’effec-
tuer d'une maniére tout 4 fait analogue A celle dont on se sert ordinai-
rement pour Péquation (4), il ne nous reste plus, pour leffet qui se
trouve indiqué dans VIntroduction de ce Mémoire, qu’a ajouter enfin
quelques mots des espéces de I'équation compléte (1) qui correspon-
dent aux especes de I'équation (5), dont se constituent les divers cas
particuliers désignés (§ 2) par les lettres (), (d), (e), (£)[*]-

Pour trouver les espéces de I'équation compléte (1) dont il s’agit ici,
il faudrait, 4 la rigueur, chercher quelles sont, parmi les équations
dela forme (1), celles qui, par la position (9), se laissent réduire a des
équations (5) composées comme celles des cas qu’on vient de nommer.
Cependant nous ne pouvons pas avoir ici I'intention de poursuivre cette
recherche en détail ; dans les lignes suivantes nous ne ferons que men-

[*] 1 est bon de remarquer ici, en passant, qu'en effet I'équation de Jacobi est /.
seule des espéces de I'équation (1) qui, A I'aide de la position (), puisse se réduire &
une équation (5) telle que celle dont se constitue le cas {e).
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tionner seulement deux des espéces en question, pour faire juger, au
moins, combien une pareille recherche pourrait offrir d'intéret.

(A) Pour apprendre quelles sont, parmi les équations com-
plétes (1)[*], celles qui au moyen de la position (9) pourront étre trans-
formées en de telles équations (5) dont les coefficients remplissent le
systeme de conditions (16), il suffit d’observer, 1° que par ladite posi-
tion V'on pourra en effet réduire 'équation (1) a la forme (5), savoir
a (38), toutes les fois qu’il existeraldes constantes finies, o et 3, propres
a satisfaire aux conditions (3g); et 2° que, pour la nouvelle équation
ainsi obtenue, le systéme de conditions (16) se réduira évidemment au
suivant :

D+ 2Aa+Bf =o,

& s D, +2A2+B,5 |
(16 ) + E+Ba+ 2Bf =
E,+ B,a +2C,f=o.

En effet, on en peut conclure définitivement qu’il n’y a pas d'au-
tres équations complétes (1) propres a se laisser réduire, au moyen de
la position (g), a la forme en question, que celles dont les coefficients,
et en méme temps des quantités finies « et B, remplissent & la fois et les
conditions (39) et les trois précédentes (16), ou, ce qui revient au
méme, les cinq conditions suivantes[**] :

Ao —C2—Ef—F=o,
: A —C,B+D,a+F,=o,
D+2Ac+Bf =o,

(47) D, +2A,0+B,8
+ L+ Ba+ 2Cf -
E,+Ba+2C, 5 =o;

?

[*] Evidemment nous entendons parler des équations (1) on les termes F et F, ne
ianquent pas tous les deux & la fois.

[**] On voit bien aisément que les deax premiéres d’entre elles ne sont que le résultat
quon obtient en ¢liminant des équations (39) les lettres D et E,, an moyen de la
premicére et de la troisi¢me des formules (167).

' r ' ' 1 [ N R RN A R RERR R RTINS - v
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d’ou1 'on voit aussi en outre qu'il n'y a pas d’autres équations com-
pletes (1), dont les cogfficients Eux-mEmrs satisfassent au systéme de
conditions ( 16), ¢'est-a-dire des équations de la forme

(Ax?+ Baxy +Cy* +Ey + F)dx
+ (A, x* + Byxy +*C.,_y2 + EBEx+F,)dy =0
(F et F, n'étant pas = o tous les deux & la fois), qui soient réduc-
tibles, au moyen de la position (9), ala forme dont il s’agit ici, que

celles dont les coefficients, conjointement avec des quantités finies
o et 3, remplissent les cinq conditions suivantes :

Aa2~Cﬁ2—Eﬁ—F_—_o,
Ao —CF—Ea+T, =0,
2Ae+Bf=o0,
aA,z+ B
+ Bua—+2Cf
B,z+2C, f=o0.

(47"

= 0,

(B) Comme pour l'équation (38) provenant de la position (9), le
systeme de conditions (21) se réduil a

( AD, —A,D+(AB,—A, BB =0,
AE,—AE] | (AB,—A,B)aj
—i—BD,——B,Dg_—%—z(AC,—A,(J)lG;_ ’
BE, —B,E} | 2(AC,—A,Caf_
+CD,—c,D%_}—(Bc,—B,C)ﬁ(“
CE,—C,E— (BC,—B,C)z=o,

3

on en peut conclure, de méme que dans le cas précédent, qu’il n’y a

pas d’autres équations completes (1) réductibles au moyen de la posi-

tion (g) 4 des équations de la forme (5) dont les coefficients remplis-

sent le systéme des conditions (21), que celles dont les coefficients,

et en méme temps des quantités finies o et {3, satisfont aux six condi-

tions (39) et(21"). :
Par exemple. Comme le systéme de conditions (21) étant rempli par

Tome K1 (2¢ série). — DECEMBRE 1858, 56.
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les coefficients de I'équation compléte (1) eux-mémes, le systéme (21')
se réduit &

(217) 0= AB, — A, B=AC, — A,C=BC, — B, C,

quelques valeurs finies qui soient assignées aux o et £ (pourtant pas
zéro i tous les deux 4 la fois), on pent #noncer définitivement qu’il n'y
a pas d'aulres équations complétes (1), dont les coefficients euax-
mémes satisfont au systéme des conditions (21), propres i étre ré-
duites, au moyen de la position (g9), & des équations de la méme es-
pece sans termes ¥ et ¥, que celles ot ces coefficients sont propres
+ remplir en méme temps les conditions (21")[*].

{*] Evidemment il n’en faut pas conclure, réciproquement, que chaque ¢quation
compléte (1) dont les coefficients remplissent 4 la fois les deux systémes (21) ct (217),
se laisserait transformer towjours comme il vient d'étre dit, par la position (g); en
effet, le contraire s’est fait voir déja par I'équation (y), dans la note sous P'Introduc-
tion ci~dessus; la propriété de satisfaire aux conditions (21) et (21”) est bien une con-
dition nécessaire, mais non pas une condition suffisante, en tous cas, pour la possibilité

de Ia transformation citée.
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