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SUR LE CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDEPENDANTE
DANS LES DERIVEES I’UNE FONCTION;

Par M. 0. SCHLOMILCH.

On connait suffisamment la méthode élémentaire 4 I'aide de laquelle
on peut trouver les dérivées

de d*u  du

e s et A
dz dz? dz?

de la fonction & = F (z), dans le cas ou z cesse d’étre la variable indé-

Tomo I (2% série). — Novemese 1858, 49
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pendante et devient fonction d'une autre variable 2. En posant
(1) u=F(z), z=9(x), Flox)]=f(x)

on obtient les équations

du Jeo . f’( )

die o, (=) S (2] —¢"(2)f"(x)

Z?—F lo(= )]-—‘ cp’(x)z

u oy _ (@) (2)— 3¢ (z) ¢" (#)f" (#) + [39" (x) — ¢’ (&) " (x) LF' (=)
a = =F"[3(z)]= ¢ () ?

Comme ces formules deviennent tres-compliquées, on se peut pro-
poser le probléme de les simplifier, en indiquant la loi de leur forma-
tion ; nous ferons voir que cette loi se présente sous une forme assez

S (=)

élégante. Pour cela nous remarquons d’abord que Pexpression "
B g ()

est ce que devient

= (@ e pourp=o;

on a de plus

)/ z)—¢"(2) S (z / r -
L I S

et on en conclura par induction que la formule générale sera

2

) S =FOlp(x)}=D}" T“:,*“)f'x"*’ﬂ 2
(z+p)—o(x

dans laquelle I'indice (o) veut dire que 'on doit prendre ;= o apres
avoir achevé les différentiations par rapport a p.

L.a démonstration de notre formule repose sur une autre formule
que nous allons développer. En posant, pour abréger,

R S
g(z +p)— g (z)
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/

on a identiquement

g | IS I R
E%DZQ—EDPQ-F F=9(x)

Nous multiplions les deux membres de cette équation par Q™+, et

apres cela nous différentions £ fois par rapport & p, en faisant usage
de la formule

D, (pg) = Do -+ AD, " o5

de cette maniére nous parvenons a I’équation

oD} ("' D,Q) + kD" (@D, Q)
— p D@ D,Q) — KD} (2" D, Q)+ D, 0" = ¢' (2} D @™
Dans le cas de p = o, cette équation se réduit &

KD (D0
- /fl.Dz/;_I Qe DP-Q)]@ + [Dlr: Qn](o) =¢'(x) [D:‘Qnﬂ }(0“
ou bien '

% (D47 D00+ 2L [DhQ Jo =g () [ Df ™ 6.

n

En introduisant le facteur

_nlr—1)(n—2)...{(n—k41)
()i = 1.2.3... 4 ’

nous aurons enfin

’

K[#) (n - I)/\‘“ [D];—I DIQ"] + (Tl - l)k [D;‘;Q"](o) = (n)kcpl (x) [D:Q'H-‘](O)‘

Maintenant la formule ( 2) qu’on sait étre exacte pour # =1 peut éire
aisément démontrée pour n quelconque par le raisonnement si connu
ot I'on passe d’une valeur de n 4 la valeur suivante n +-1. On a d’abord

Fr g (x)]={D;7"[2" /(2 + p) ]}
[ f ™ (2) 4 (7 = 1),[D, @ £ ()
+ (B — 1), [D:Q”]myf("‘z’(x) 4.
49..

I
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fa dérivée de cette équation, prise par rapport a x, est

P g (2)].9' ()
=[O0 SV () + {[D: Q"] + (r—1),[D, 0"y § S ()
+{(r—=1),[Du D, 0", + (7 — 1), [ D2 0] | F ()
(1= 1 DEDL @+ (1 — 1), [DEVT, | £ ()

En remplagant [Q"],, par ¢'(x)[Q"**'],, et en faisant usage de la
- formule (4), on trouve P’équation

FE g (2)] = [0 Jo f 0 () 4 (1), [ D, @+ f ()
+ (n), [Dy Q™) FV (x) 4. ..
=D [2™ f7 (2 + p)]o
qui est la méme que si 'on avait éerit 7 + r au lieu de n dans la for-

mule primitive. Nous remarquerons encore que I'on peut la présenter
sous la forme

5) Flp(=)]=f (@), Plpl=Di" {[ 2= o] @)

p (&) ~¢

= )

Nous ferons quelques applications de ce théoréme.
L’équation

x=9(y)

résolue par rapport a y, donnerait une valeur de la forme

r=9¢(x),

et toute fonction de y serait aussi une fonction de x; donc si I'on
consideére la fonction

Fy)=F(x),

on a
n d*Flx .
Lr) — EHED) o () = F g (5],

On voit qu'il suffit d’écrire y au lieu de x dans la formule (59, ce qui
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donne

(6) i‘,{# =D g [mﬁ—iim]nf”“) $(5=f>'

Le cas le plus simple est f (y)=y; la différentiation de la fonction
inverse, déterminée par 1’équation

x=0(y)
se fait donc a P'aide de la formule
d")’ IR s Lt E—y n .
(7) e P 1

La formule (5) peut aussi servir pour trouver immédiatement les
théorémes de Burmann et de Lagrange; en effet cette déduction n’est
qu'une simple transformation du théoréme de Maclaurin que nous
présentons sous la forme

" ®
P i GO T SN i (O
1 1.2 1.2...n

7'+ R,

R,= — nf (2 — ¢ty Fo (¢) de.

En prenant
z=¢(2), F(z)=F[g(x)]=f(x),

on a d’abord

g0 =07 [z [

on en déduit F™ (o) en prenant pour x une racine de I'équation

}@: 5

cp(x) = 0.

Soit a une de ces racines, alors on trouve

e I
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‘et, par conséquent,

(8) f(x)=f(a)+ % g(a) + 2L o2 () .- —2_ o7 () +-R,,

I1.2...12

(9 A= [Z ] F@)

(2=a)

Cest la formule de Burmann présentée a I'Institut l'an 19g6. Quant
au reste R,,, il est

(=)
R, = — f” [0 (2) — £ 9 (2) dt,
[+

1.2...1

ou bien, si Pen fait la substitution ¢ = ¢ (u),

x

1 ’
R, = I.2.. .nf [?(x) - go(u)]" Fte) [(P (u)] ¢ (u)du;

a

mais il faut remarquer que les limites u = a et . = x ne sont justes

que sous la condition que ¢’ (z) ne change pas de signe entre u =a et

u = x, parce que ¢ est une quantité qui croit ou qui décroit det = o

at = o(x). Enfin la formule (2) donne

nt1

{10) Ry= I...nlz[?(w)"?(“)]"‘P'(“)d”D;{[;(_"-LW] f,(u-*_F)}(o)“

1.2 u—+p)—e

Remplacons maintenant & par y et ¢ (x) par —'Z:;; nous aurons

Y (r

alors, en vertu des formules (8) et (g),

(11) f(.?’)=f(a)+—!—+—(—f—)—+...+m(ﬂj'))+R,,,
(12) Am:D}n—‘H‘(f)mf'(f)%(r=a);

a I'aide de la substitutionZ—2 = x, on en déduit immédiatement le

v(r)

théoréme de Lagrange.




