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PURES ET APPLIQUÉES. 3a5 

SUR 

QUELQUES FORMULES GÉNÉRALES QUI PEUVENT ÊTRE UTILES 

DANS LA THÉORIE DES NOMBRES·, 

PAR M. J. LIOUVILLE. 

SIXIÈME ARTICLE. 

Durs les formules que nous avons données jusqu'ici, on ne consi-
dère qu'un seul mode de partition du nombre auquel on rapporte les 
calculs. Ce mode de partition change, il est vrai, d'une formule à une 
autre; mais il est unique pour chacune d'elles. Voici maintenant une 
formule d'un genre nouveau, où l'on aura à s'occuper à la fois de deux 
modes de partition distincts. 

Soit m un nombre impair quelconque. Décomposons d'abord son 
double en une somme de deux entiers impairs, de manière à avoir 

2 m — m' m", 

m' et m'' étant impairs et positifs. Puis, décomposons le nombre m lui-
même dans la somme d'un entier impair et d'un entier pair pour le-
quel nous mettrons en évidence la puissance de 2 qui le divise ; en 
d'autres termes, faisons 

m — m, ·+- %J" ?n2, 

rn, et m
t
 étant deux entiers positifs impairs. Et ces deux modes de par-

tition ainsi établis, décomposons de toutes les manières possibles 
m, m', m", m

t
, m

2
 en deux facteurs, naturellement impairs, en prenant 

m = dd, m' — d'â', m" = d" è", m
l
 = d

t
 σ\, m

2
 = d

2
 o\. 

C'est aux diviseurs ainsi obtenus que s'appliquera notre formule. 
Désignons, en effet, par F(,r) une fonction de χ impaire, ou plutôt 
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telle, que l'on ait 

et, en outre, 
F(o) = o, 

F(-;r)=-F(*), 

pour toutes les valeurs de χ dont on aura à faire usage. La somme 
triple 

Σ|ΣΣ(- ') ' IF('f + + F(rf'- rf")J!· 
étendue à tous les diviseurs ci', d" appartenant aux groupes successifs 
m', m" fournis par l'équation 

■2 m — m' + m", 

sera une des quantités que nous mettrons en oeuvre. Il faudra y joindre 
la somme simple 

2^"*») F 2^')’ 

qui porte sur les diviseurs d du nombre fondamental m, et une somme 
double 

22^"*») Fv2^')’ 

que Ton pourrait écrire, avec plus de netteté peut-être, 

2[p('".)2F(ar/')]: 

on désigne ici par p(m
s

) le nombre des décompositions de 2ni
2
 en une 

somme de deux carrés impairs; ou, autrement dit, l'on fait 

d, —1 

p('«
2

) = 2(- 0 2 ; 

j'ai déjà employé cette notation dans les articles précédents. Pour elfec-
tuer la somme double ijidiquée 

22^"*») Fv2^')’ 
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il faut prendre successivement les divers groupes d'entiers impairs 
m,, m2, pour lesquels 

m — m, + 2K,/na, 

former pour chacun de ces groupes la somme 

2F(arf«)· 

relative aux diviseurs de m,, et faire le total des produits 

f>(m
s
)2F(arf«)· 

Cela posé, je dis que la somme triple dont nous avons parlé d'abord 
est égale à la somme simple augmentée de quatre fois la somme 
double. En d'autres termes, je dis que l'on a 

I Σ ΣΣ (-1) a [F(d'+rf")+F(rf'-d")]j 
(+J j 

( =2
F

(
arf

)
 + 422f(w

2

)F(2^,). 

Soit, par exemple, m — 3. On aura trois décompositions de 2 m sous 
la forme m! + m", savoir 

6=i + 5, 6 = 3+3, 6 = 5+i, 

ce qui donne pour d', d" les valeurs conjuguées suivantes : 

d' = 1, d" = 1 ; d' — 1, d" = 5 ; 

d'=i, d"~ 1; d'= 1, d'— 3; d'= 3, d"= 1; d'— 3, d"= 3; 

d'— 1, d" — 1; d' — 5, d" — 1. 

Comme, par la nature delà fonction F, on a 

F(o) = o, F ( 2) = F (2), F(-4)= —F(4), 

la valeur de la somme triple est ici 

F (6) + 5F(a). 



3aS JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

Or c'est bien ce que nous donne le second membre de la formule (L) ; 
car, d'une part, on a 

^r(W) = F(6) + F(
2

); 

et, d'autre part, 3 n'étant susceptible que d'une seule décomposition 
de la forme 

savoir 
m = m, -t- λ ' m2. 

3=1 + 2.1, 

on ne peut faire que m, = 1, m2 = i, d'où 

= 4F(2); 

la somme est F (6) + 5F (2), comme il le fallait. 
En prenant 

F (χ) — χ, 
la formule (L) nous donne 

ς|ΣΣ(~·') 2 Σ^Ι^Σ^+^ΣΙ/ΜΣ^]' 
ce que l'on peut écrire 

2?. (m') ρ {m") —ζ, (/») + 4 JÇ. {m,)p{m
3
), 

en observant que 
d"—1 

2(-o 2m") 

d'après une convention faite plus haut, et en représentant, suivant 
notre coutume, par ζ, [m) la somme des diviseurs de tout entier m. 

La formule 

V ζ, ( m') ρ (m") = ζ, (m) -4- 4 2 ζ, (m-, ) ρ (m,) 

exprime le théorème que voici : 
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u Soit A le nombre des décompositions de l'octuple d'un nombre 

>-■ impair m sous la forme 

8m = x2 4- y2 -h z
3
 -+- t2

 + 2 (u2
 -+- ν2), 

« χ, y, ζ, ί, u, ν étant des entiers impairs positifs. Dans la même hy» 
» pothèse sur x, y, z, t, u, v, soit Β le nombre des décompositions du 
» quadruple du même nombre sous la forme 

l\m = χ3 -+- y2 -+- ζ2 -I- t2 -h 2* (m2 -t- ca), 

« où l'exposant α est à volonté. On aura 

A = 4Β -H ζ\ (m). » 

Souvenons-nous, en effet, que Ç, (m) est le nombre des décompo-
sitions de en une somme de quatre carrés impairs, comme ρ (m) 
est le nombre des décompositions de 2m en une somme de deux 
carrés impairs. Alors nous conclurons sans peine de l'équation 

que 
8m= t\m' + 2.2 m", 

A=2Ç, (m')f>(n»")î 

de même, à l'aide de l'équation 

f\in = 4m, -+- 4·2κ,/η2 = 4m, -t- 2"'. 2m3, 

nous obtiendrons 

b = 2^ (m<)pw· 

De là resuite immédiatement le théorème que nous venons d énoncer. 
On pourrait arriver encore à d'autres résultats curieux en prenant 

et surtout en posant 
F Ο) = ara/H"S 

F (a?) == sina-ij 

où t désigne une constante arbitraire. Mais je me contente de trans' 
Tome 111 ('2E série). — SEPTEMBRE I858. 42 
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crire l'équation 

2 —ι)
 J

 cosc/"ij 

rn^sinjaufe) + 4 ̂  (-'«s) ̂  sin (a d, ί )J 

à. laquelle cette dernière hypothèse conduit. Nous reviendrons un. 
jour sur ces détails : passons à une autre formule. 

Cette fois encore nous opérerons sur un nombre impair m, et après 
avoir posé, comme tout à l'heure, de toutes les manières possibles 

m = /η,.—ι- ιa'?nat m,.= d, â
t

, m
2
 — d

3 â3, 

d
i}

 â,, d
2

, â2
 étant des entiers positifs impairs, nous ferons 

m = m' m" 4- m"\ 

m', m", m'" étant aussi impairs et positifs, de sorte que le nombre m se 
trouvera décomposé en trois parties, et non plus en deux parties seu-
lement. Nous introduirons d'ailleurs les diviseurs de m, m!, m", m" 
en posant 1 

m — dâ,. m' = d'd", m" — d"â", m" — d"' #" ; 

et c'est dans une fonction F(,r) semblable à celle de la formule (L), 
c'est-à-dire remplissant les conditions 

F(o) = o, F(_^) = -F(^)„ 

que nous allons lés faire entrer. 
Il faut se représenter d'un côté la somme quadruple 

Σ j ΣΣΣ,1"'(ίΓ+ίΓ~Μ'":) + V{d'-<l'—<n-F(d'-hd"-et")-F{d'~d" + d")] !' 

relative aux diviseurs d\ d"
y

d'" des nombres impairs conjugués m 
m", m'" dont la somme est égale ara; d'un autre côté, il. faut prendre 
la somme double 

(/",)* w. 
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où ζ, (m
2

) désigne la somme des diviseurs de m
2

, et qui concerne le 
mode de partition marqué par l'équation 

m — m, + 2 a'/n2. 

Je dis qu'en ajoutant huit fois la somme quadruple, à vingt-quatre 
fois la somme double, on obtiendra un total équivalent à la somme 
simple 

2(^-0F(rf), 

qui ne porte que sur les diviseurs du nombre m. 
En d'autres termes, on a 

( ο ν \ νVν Γ F + d' + d") + F - d" - ά'")Λ I 

|
 —

 0
F

C
f/

) - (
m

a)
F

(^')-

Ainsi, par exemple, en prenant 

F (λ?) = xs, 
on arrive à la formule 

(m")C* («O *+- 242Í3(,n«)?<(,«2) = C5H-?3(w)J 

d'où l'on peut tirer un théorème sur la décomposition des nombres 
en douze carrés, savoir ; « Soient m un entier impair, G le nombre des 
» décompositions de l\m en une somme de douze carrés impairs, et H 
» le nombre des décompositions de 8 m en une somme de huit carrés 
» impairs, formant un total dont le quotient par 8 soit impair, plus le 
» produit d'une somme de quatre carrés impairs par une puissance 
» de 2. On aura 

8G + H = ^[Ç, (m)-?,(/*)]. » 

En prenant 
V(x) — sin .ri, 

où t désigne une constante arbitraire, et en posant pour tout nombre 
42.. 
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impair m — dâ, 
ι 

^sini/i — ψ (m), 

on trouverait 

3a ̂  ψ Ο') Ψ (m") ψ = Σ(ι ~ d2)sin dx + 242Ψ('"<)?« ('"s)· 

Et ainsi de suite. 
Au reste il est aisé de ramener la formule (M) à une autre qui ne 

dépendra plus que d'un seul mode de partition du nombre m, savoir 
du mode indiqué par l'équation 

m — m, -f- 2"'ιη2, 

et en même temps de réduire à une somme triple la somme qua-
druple que cette formule contient. Rien ne nous empêche en effet de 
prendre 

ni" — m,, d" = d,, âm — c?,, 

pourvu que nous prenions aussi 

2*'m2 = ni -H m". 

Cela admis, faisons pour chaque valeur de m,, considérée comme fixe, 

F (x -{- d,) — F (x — d{) = f(x), 
et à cause de 

F (-*) = — F(*·), 
nous aurons 

f{-x)=f{x), 

de sorte que la formule (a) de notre second article sera applicable à 
la fonction f (x). D'après cela, il est aisé de voir que le résultat des 
sommations relatives à d'et d" effectuées sur l'expression 

F ( d' + d·" ■+■ d" ) h- F {d'- d' — d" ) - F {d + d" - d") — F (d' — d" -f- d'"). 

ou plutôt sur l'expression équivalente 

f[d' + d") ~f(d' -d"), 
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est 

2 d2 [^. + 2"d^ + F^' - 2^)- aF(</,)]J, 

de sorte que la somme quadruple de la formule (M) peut être rem-
placée par la somme triple 

ΣίΣΣ
3
"'"'^^.

 + 2
"

d^ + F
^' -

 2^)- aF(</,)]J, 

que l'on peut diviser en deux parties 

Σΐ'ΣΣ
4
"

- 1

^^^
 + +

 2

--v
2

)]j 
et 

2j222",rf-F(''.)j· 

dont la seconde doit être retranchée de la première : celte seconde 
partie peut à son tour s'écrire plus simplement, et sous forme de somme 
double, comme il suit 

w 2& w + a*' - -m2e'rfa)] 

En résumé, la formule (M) peut être changée en celle-ci : 

4 Σ ΣΣ tF w + a*' -E F Ά - 2e'rf
a

)] 
(Ν) 

I = Σ ~οF (rf)+ 8 ΣΣ (*"* - 3) (»».)F w,-
qui n'est plus relative qu'au seul mode de partition 

m — m
t
 -4- ·3.α"ηι2. 

C'est à un mode de partition tout semblable que se rapportent les 
formules de notre troisième article : seulement, au lieu d'indices, on 
a employé là des accents et l'on a posé 

m — m -f- ι m . 

Ainsi, en appliquant notre notation actuelle à la formule (F) de l'ar-
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tide cité, on devra l'écrire 

(η » Σ j ΣΣ f (
rf

· - -/M + »'"■''·)] j
;

= / w-

Comme la fonction f(x) est paire, on peut prendre 

f{œ) = jrFO), 

F (Λ:) étant la même fonction que ci-dessus. La formule (F) nous donne 
alors 

»Σ ΣΣ"· [F (d, -
 2

"'rf
a

) — F [d
t

 H- a"■</,)] j 

- ®2|22
a
"
,rf

»[
F

(
rf

«
+ + FK - **<'.)]) 

=Σ(d- (d, - 2"'rfa) — )F 

ou bien 

4 - *'·
ά

>) - fk + ί-rf,)] j 

[F (d, +*«'άι) + ¥{ά, -i«>d3)] | 

= 2 2 ̂  ~ ^2)F C^)» 
en multipliant par 2 et en remplaçant d$ par m. 

Ajoutons maintenant à l'équation (N) celle que nous venons d'é-
crire, et il nous viendra cette formule nouvelle qu'il était bon d'in-
diquer : 

( 4Σ] ΣΣd> tF M ~ -F W + 2"a^)]} 
(O) < 

j =2(
2OT

~
 1 ~d2)F(d)~l· 8^(2a!-3)?,(m

2
)F(i/,). 

Les deux équations (N) et (O) forment un groupe assez curieux. 
Puisqu'il a été question tout à l'heure du mode de partition marqué 

Dar l'éa nation 
m — m' -l· m" + m'", 

où m est un nombre impair donné qu'on décompose de toutes les ma-
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nières possibles dans la somme de trois nombres impairs, je terminerai 
cet article en donnant encore une formule qui se rapporte à ce mode 
de partition. 

Je continue à poser 

m — dâ, m' = d'ov, m" = d" à", m"' = d"' è'", 

et je désigne par F {χ, y) une fonction telle, que l'on ait 

F (°> 7)= o, F far, o) = o, F ( - x, y)=—-F(x,y) = F (χ, — γ), 

en un mot une fonction impaire. Cela étant, je dis qu'on a entre deux 
sommes quadruples l'égalité suivante 

ί F(d'+d"', ά'+ d" ) -+- Γ ( d'—d'", d'd" )|1 

\ 2d\2dZà2d \_—Y[d'—d",d'+dm) — F[d'—d",d'—d"")\y 

où les sommes sont prises pour tous les diviseurs d', d", d'" apparte-
nant aux groupes conjugués successifs m', m", m'". 

Pour bien comprendre la formule (P), il faut observer qu'en per-
mutant d', d", d'", à volonté, dans un quelconque des deux membres 
qui la composent, on n'en altère pas la valeur, parce que d', d" et d"' 
jouent le même rôle dans l'équation fondamentale 

m = d'<J" + d" ù" 4- tf" (T. 

Aussi n'est-ce point par une telle permutation (qui ne pourrait fournir 
qu'une identité insignifiante) que l'on passe du premier membre au 
second, mais par le changement des valeurs de .x en celles de γ, et 
des valeurs de y en celles de x

t
 dans la fonction F {x, y). 

Si donc on posait 

F (x, y)- F (y, χ) == ψ (x, y), 

la formule (P) pourrait s'écrire plus simplement 

1 Σ|'ΣΣΣ if" [ψ (if + if", if + d") + ψ(ϋ"- d", if + d") j J' 

(Q)Ι·=·Σ|.ΣΣΣίί,"[.Ψ(ί,'+ ίΓ> ά'~(1") + w-
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mais alors la fonction ψ (.r, j) remplirait les conditions suivantes : 

ψ(°>7) —°> ψ(^, o)==o, 

Ψ(—*»·/) = - Ψ(*'y) = ΨΟ' ΨΟτ*) —ψ (■*>.?)■ 

Prenons, dans la formule (Ρ), 

F {χ, y) ±= sina^i sinjfi, 

t et s étant des constantes arbitraires. Il nous viendra 

Σ\ΣΣΣ ci'" sin ci' t cos d'ζ sin d" ζ cos dt j 

=Σ|ΣΣΣ d" sin d'ζ cos d'I sin d" t cos cl" ζ j· 
Cet exemple suffira pour faire comprendre le parti qu'on peut tirer 

de la formule (P). 


