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SUR
QUELQUES FORMULES GENERALES QUI PEUVENT ETRE UTILES
DANS LA THEORIE DES NOMBRES;

Par M. J. LIOUVILLE.

SIXIEME ARTICLE.

Dans les formules que nous avons données jusqu’ici, on ne consi-
dere qu'un seal mode de partition du nombre auquel on rapporte les
calenls. Ce mode de partition change, il est vrai, d’'une formule & une
autre; mais il cst unique pour chacune d’elles. Voici maintenant une
formule d’un genre nouveau, ou 'on aura a s'occuper a la fois de deux
modes de partition distincts.

Soit n un nombre impair quelconque. Décomposons d’abord son
double en une somme de deux entiers impairs, de maniére 4 avoir

am = m 4+ m’
bd

m' et m" étant impairs et positifs. Puis, décomposons le nombre m tni-
wméme dans la somme d’un entier impair et d’un entier pair pour le-
quel nous mettrons en évidence la puissance de 2 qui le divise; en
d’autres termes, faisons

m=—m, - 2% m,,

m, et m, étant deux entiers positifs impairs. Et ces deux modes de par-
tition ainsi établis, décomposons de toutes les manieres possibles
m, m'y, m’, m,, i, en deux facteurs, naturellement impairs, en prenant

N —_ g — N gy —
m=4dd, m=dd, m'=d9d, m=d7d, m,=d,d,.

C’est aux diviseurs ainsi obtenus que s’appliquera notre formule.
Désignons, en effet, par F(x) une fonction de a impaire, ou plutor
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telle, que I'on ait
F(o)=o,
et, en outre,
F{—ax)=—F (x),

pour toutes les valeurs de a dont or aura i faire usage. La somme

triple
P —

SIS (— ) [F(d+ ) + Fld — )],

étendue a tous les diviseurs ', d” appartenant aux groupes successifs
m', m” fournis par I'équation

am=m + m’,

sera une des quantités que nous mettrous en ceuvre. 1l faudray joindre
la somme simple

2F(2u’),

qui porte sur les diviseurs 4 du nombre fondamental m, et une somme
double

ZZ p{ny,) F(2d,),

que l'on pourrait écrire, avec plus de netteté peut-étre,

2[P<’”2)2F(2fl, )} :

on désigne ici par p(m,) le nombre des décompositions de 2m, en une
somme de deux carrés impairs; ou, autrement dit, 'on fait

dy,—1

plm) =X (—1) 7 ;

1'ai déja employé cette notation dans les articles précédents. Pour effec-
tuer la somme double indiquée

LZEF(HI-_,‘] Fad,),

4 Il ' !l‘ L L TR AR IR RN R R R
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il faut prendre successivement les divers groupes d’entiers impairs
m,, m,, pour lesquels

m=m, + 27 m,,

tormer pour chacun de ces groupes la somme

ZF(2d4),

relative aux diviseurs de m,, et faire le total des produits

p(my) ¥ F(ad,).

Cela posé, je dis que la somme triple dont nous avons parlé d’abord
est égale & la somme simple augmentée de quatre fois la somme
double. En d’autres termes, je dis que I’on a

/ a4

Z:EE(- ) 7 [F(dd) T (d = )]
’ :ZF(zd) + 4ZEP (my) F(2d,).

Soit, par exemple, m = 3. On aura trois décompositions de 2m sous
la forme m' + m”, savoir

(L)

6=1+5, 6=3+3, 6=5+41,
ce qui donne pour d’, d” les valeurs conjuguées suivantes :
d=1, d=1; d=1, d'=5;
d=r1, d'=1; d=1, d'=3; d=3, d'=1; d— 3, d'=3;
d=1, d=1; d=5 d'=.
Cowme, par la nature de la fonction F, on a
Flo)=o, F(—2)=—TF(a), F(—4§)=—F(4),
la valeur de la somme triple est ici

F(6) -+ 5F(a).
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Or c’est bien ce que nous donne le second membre de la formule (L);
car, d'une part, on a

M F(2d)=F(6) + F(a);
et, d’autre part, 3 n’étant susceptible que d’une seule décomposition
de la forme v
m=—=m, + 2™ m,,
savoir
d=1+2.1,

on ne peut faire que m, =1, m, =1, d’ou
XN p (ma)F(ad)) = 4p(1)F(2) = 4F (2);

la somme estF (6} + 5F (2), commeil le fallait.
En prenant

la formule (L) nous donne

PN A VIS LR

ce que I'on peut écrire

28(m)p(m) =, (m)+ 4 3& (my) p(my),

en observant que
d"—1

S0 =p0m),

d’aprés une convention faite plus haut, et en représentant, suivant
notre coutume, par £, (m) la somme des diviseurs de tout entier m.
La formule

Nt (m)plm)y =8, (m)+ 4 40 (m,) p(ms)

exprime le théoréme que voici :
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« Soit A le nombre des décompositions de P'octuple d'un nombre
» 1mpair m sous la forme

8m = 2% y® 4 2 + £* + 2 (u* + ¢*),

» Xy ¥y 3, L Uy v étant des entiers impairs positifs. Dans la méme hy-
» pothese sur &, ¥, z, ¢, u, v, soit B le nombre des décompositions du
» quadruple du méme nombre sous la forme

fm= 2?4 y* 4 2 + £ + 2" (u® + v?),
» ou Pexposant « est a volonté. On aura
A= 4B+ g, (m).»

Souvenons-nous, en effet, que ¢, (m) est le nombre des décompo-
sitions de 4m en une somme de quatre carrés impairs, comme g ()
est le nombre des décompositions de 2m en une somme de deux
carrés impairs. Alors nous conclurons sans peine de I’équation

8m=4m + 2.2m",
que

A= Z'g‘ (m')p(m"):
de méme, & 'aide de I'équation
Am = fin, + §.2"my, = fm, + 27 .21n,,
nous obtiendrons

B= > (m)p(ms)

De la resulte immédiatement le théoréme que nous venons d'énoncer.
On pourrait arriver encore a d’autres résultats curieux en prenant

F (.T) = .Z'EIJH_‘,
et surtout en posant
F (x) = sinxt,

ol t désigne une constante arbitraire. Mais je me contente de trans:

Tome Il ( 2¢ série). — SeprEMBRE 1858, [I2
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crire l’équation
d"—
2 Z Z sind’tzl(-— I)T cosd”t;
= Esin (adt) + 4 Z[p (m2)25in(2(/, t )]

a laquelle cette derniére hypothese conduit. Nous reviendrons un:

Jour sur ces détails : passons a une autre formule.

Cette fois encore nous opérerons sur un nombre impair m, et aprés.
avoir posé, comme tout & I’heure, de toutes les. manieres possibles

m=m,+ 2"m,, m =d,3d,, m,=d;d,,

d,, d,, d,, &, étant des entiers positifs impairs, nons ferons
12 i 2 2 H

—_— / "o 1
m=m 4+ m’ 4 m",

m', m", m" étant aussi impairs et positifs, de sorte que le nombre m se:
trouvera décomposé en trois parties, et non plus en deux parties seu-
lement. Nous introduirons. d’ailleurs. les diviseurs de m, m’, m”, m"

S

en posant

m=dd, m'=dd, m=d"d, m'=d 9",

et c’est dans une fonction ¥ (x) semblable a celle de la formule (L),
c’est-a-dire remplissant les conditions

F(o)=o0, F(—x)=-—F(a),

que nous allons les faire entrer..
1l faut se représenter d’un ¢oté la somme quadruple

Z XZZE [F (d"——{- d”—{-d’”) + F((l/-—— & — d”’) —F (d/+dﬂ__ d’”)— F(d'-— d”—}-d”’)] !

relative aux diviseurs d’, d”, d” des nombres impairs conjugués m’,
m’, m” dont la somme est égale &-m ; d’un autre c6té, il faut prendre

ZZ_{, (m,)F (d,)

1a somme donhle

) [N IR EEE [ERNRE RN NERERERRS I
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‘ot {, (m,) désigne la somme des diviseurs de m,, et qui concerne le
mode de partition marqué par Iéquation

m = m, + 2%m,.

Je dis qu’en ajoutant huit fois la somme quadruple, 4 vingt-quatre
fois la somme double, on obtiendra un total équivalent & la somme
simple '

3 (d2— ) F(d),

qui ne porte qué sur les diviseurs du nombre m.
En d’autres termes, on a

F(d +d"+d") +F(d —d" — d”’)] §

8 2% ZZZ[ —F(d +d —d")—F(d —d +d")
=¥ (d*— OF(d) — 24 X35, (m,) F(d,).

Ainsi, par exemple, en prenant

on arrive a la formule
192 Zg, (m')g, (m") T, (m") + 242(3 (my )8y (my) =8 (m) — Gy (m),

d’ou 'on peut tirer un théoréme sur la décomposition des nombres
en douze carrés, savoir : « Soient m un entier impair, G le nombre des
» décompositions de 4m en une somme de douze carrés impairs, et H
» le nombre des décompositions de 8 m en une somme de huit carrés
» impairs, formant un total dont le quotient par 8 soit impair, plus le
» produit d'une somme de quatre carrés impairs par une puissance
» de 2. On aura

8G -~ H = [¢:(m) — &5 (m)]. »
En prenant
F(x) = sinxt,

ou ¢ désigne une constante arbitraire, et en posant pour tout nombre

42..
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impair m = dd,
3

Zsindt = ¢ (m),

on trouverait

3224}(1}2’)@{; (m")§(m") = Z (1t —d*)sindx + 2424}(1114)§, (my).

Et ainsi de suite.

Au reste il est aisé de ramener la formule (M) 4 une autre qui ne
dépendra plus que d’un seul mode de partition du nombre m, savoir
du mode indiqué par I'équation

m=m, + 2“2 m,,

el en méme temps de réduire a une somme triple la somme qua-
druple que cette formule contient. Rien ne nous empéche en effet de
prendre

"o N A\ U
m'=m, d'=d, & =2,

. pOllI‘Vll que nous prenions aussi

2% m,=m' + m".

Cela admis, faisons pour chaque valeur de m,, considérée comme fixe,
F(x +d,)—F(x—d)=/(x)

et a cause de

nous aurons

de sorte que la formule {a) de notre second article sera applicable a
la fonction f (). D’apres cela, il est aisé de voir que le résultat des
sommations relatives a d' et d” effectuées sur I'expression

Fld+d"+d")V+Fld—d —d")—F(d +d' —d") — F(ld— d'+ (/”’j,
ou plutot sur P'expression équivalente

Sld'+d") - f(d—d),

L L e e s s
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est

227 dy [F(d, + 2%dy) + F (d, — 2™ds) — 2T (d, )],

de sorte que la somme quadruple de la formule (M) peut étre rem-
placée par la somme triple

{EVZ«—' [F(d, + 2%d) + F(d, —2”‘“(1)—21?((1)];

que I'on peut diviser en deux parties

Z{ZV 2%, [F(d, + 2™dy) + F (d, — 2%)]}

et
2{222%4121?((/,)},
dont la seconde doit étre retranchée de la premiere : celte seconde

partie peut & son tour s’écrire plus simplement, et sous forme de somme
double, comme il suit
H

22 2§, (my) F(d,).
Ln résumé, la formule (M) peut étre changée en celle-ci :
s/ 42’222”[1 [F{d, +2%d,) +F(d, — 2 “d,)]
:
f= 3 (d— ¥y d) + 83 F (2™ — 3)¢, (m,) F (d,),.
qui n'est plus relative qu’au seul mode de partition
m=m; -+ 27 m,.

Cest a un mode de partition tout semblable que se rapportent les
formules de notre troisieme article : seulement, au lieu d’ indices, on
a employé la des accents et I'on a posé

m=m 4+ 2" m’.

Ainsi, en appliquant notre notation actuelle a la formule (F) de I'ar-
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ticle cité, on devra I'écrire

(F) zz{EZf(d, —a%dy)— fdy+ 2d,)] }:2(0“__@/(‘1).
Comme la fonction f (o) est paire, on peut prendre
S (x) = xF(x),

F (x) étant la méme fonction que ci-dessus. La formule (F) nous donne

alors
2 2{22‘14 [F.(d, — 2%d,) — F(d4 - 2“’(12)]%
— 2 B B 2" da [F(d, + 2%dy) + F(d, — 2d,)] |
= X (dd — d*)F(d),
ou bien

4 I SX [ (d, — 2%dy) = F(d, + 2%d,)]
_4 2{222%512[1?(61, 4 a®dy) + F(d, — 2% g]%

= a Z(gn»— d*)F (d),

en multipliant par 2 et en remplagant d¢" par m.

- Ajoutons maintenant a I'équation (N) celle que nous venons d’é-
crire, et il nous viendra cette formule nouvelle qu’il était bon d’in-
diquer :

¢

( 423 SN, [F(d, — 2"dy) — F(d, + 2%d,)]
= 2(2171. —1—d*)F(d) + 822(2“’—3)§, (my)F(d,).

(0)

Ies deux équations ( N) et (O) forment un groupe assez curieux.
Puisqu’il a été question tout & I’heure du mode de partition marqué

par I'équation .
m=m -+ m’ + m",

ou m est un nombre impair donné qu’on décompose de toutes les ma-
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nieres possibles dans la somme de trois nombres impairs, je terminerai

cet article en donnant encore une formule qui se rapporte a4 ce mode
de partition.
Je continue A poser

m=dd, m=dd, m=d73¢, m=d" 0",
et je désigne par F (@, ) une fonction telle, que I’on ait
F (o, y)=o, F(x,0)=o, F(_w’f)‘_—_ F(x3.7>:F(-r’ -

en un mot une fonction impaire. Cela étant, je dis qu’on a entre deux
sommes quadruples I'égalité suivante

( qgr [ Fl+d" &4 a") +-F (d'—a”, d'+ a"y
Zz ZEZ —— E‘(dl_‘_ dl//, dl_ d”) — F(d(_ (Z”” (l/__ (l//) }
I N A O
- —F ((l’— (l”, [ZI+ dw) —F (d/_ d//’ d — dy/) 4
ou les sommes sont prises pour tous les diviseurs ', d”, d” apparte-
nant aux groupes conjugués successifs m', m”, m".
Pour bien comprendre la formule ( P), il faut observer qu’en er-
P ’ q P
mutant d', d”, d”, 4 volonté, dans un quelconque des deux membres

qui la composent, on n'en altére pas la valeur, parce que d’, d” et d”
jouent le méme role dans Péquation fondamentale

m = d/ d\/ -+ dr/ dw_*_ d///d\m
Aussi n’est-ce point par une telle permutation (qui ne pourrait fournir
quune identité insignifiante) que l'on passe du premier membre aun
second, mais par le changement des valeurs de x en celles de 7y, et

des valeurs de y en celles de x, dans la fonction F (x, 7).
Si donc on posait

Flx, y)—TF(y, x) = ¢ (=, y),

la formule (P) pourrait s’écrire plus simplement
SIZINA [ (d'+ d', d' d') + §(d'—d", d' 4 )| ;
(Q) '
(:- 2{222 A’ (d'+d", d'—d") + s(d'— d', d' —d’)] %:
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mais alors la fonction ¢ (&, y) remplirait les conditions suivantes :
$(0, y)=0, ¢(=x,0)=0,
b(—xy)=—(x, ) =d(x, —r), $(r x)=~4(x, »)
Prenons, dans la formule (P),
F(x, y)=sinxtsinyz,

t et z étant des constantes arbitraires. Ll nous viendra
2% 222 d” sin d,t COS d' Z sIN (‘[”z, cos d”’ ¢ %
:Z{ 222 d"sind’ zcosd tsind” ¢ cosd” z }

Cet exemple suffira pour faire comprendre le parti-qu’on peut tirer
de la formule (P).



