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AWLAAN VA’ ARN

AMAARMAA AN AAASARA AAS AN

SUR LES FRACTIONS CONTINUES;
Par M. TCHEBICHEF [*].

TrapuiT DU RUssE PAR M. 1.-J. BiewAvyME.

PRESENTL LE 12 JANVIER 1855 A L’ACADEMIE IMPERIALE DES SCIENCES DE SAINT-PETERSBOURG.

——

Au mois d’octobre de Tannée derniére, jai eu ’honneur de présen-
ter 4 I’Académie des Sciences un des résultats de mes recherches sur
Iinterpolation : ¢’était une formule qui représente approximativement
une fonction cherchée, d’apres plusieurs de ses valeurs particulieres,
et dont les coefficients sont déterminés par les conditions de la M¢-
thode des moindres carrés. Cette formule, connne on le voit par mon
écrit inséré dans le Bulletin de I dcadémie (t. XIH, n° 13) sous le
titre de Note sur une_formule d’Analyse, s’obtient a 'aide du déve-
loppement d’une certaine fonction en fraction continue. Ajournant ce
qui touche aux conséquences de cette formule relatives & U'interpola-

[*] M. Tchebichef a considcré le Mémoire dont nous donnons la traduction comme
se rattachant aux fractions continues. Mais on verra que ce Mémoire traite réellement
d’un procédé d’interpolation par la méthode des moindres carrés. Le probléme de
Pauteur ne differe en effet que par I'énoneé de ceux que se sont posés, d'nne part
Legendre ou Gauss, en demandant que la somme des carrés des premiers membres
d’un systéme d'équations fic réduite au minimum: de Pantre Laplace, en cherchant
le minimum des errenrs dont se trouvent affectées les solutions de ce systéme , obte-
nues & laide de multiplicateurs linéaires.

On peut voir p. 306-307 du XVII® volume de ce journal (ou bien Comptes rendus
des séances de 1’ dcadémie des Sciences, séance du 4 juillet 1853) qu’il est toujours
possible d’interpoler une série quelconque par la méthode des moindres carrés. On
trouve, en résolvant les ¢quations, les fonctions que Gauss a distinguées le premier,
et qui se présentaient si naturellement dans la théorie des équations du premier degre.
Lorsqu'au lieu de donner un certain nombre de valeurs de la fonction i interpoler,
on la regarde comme continue entre deux limites données, les fonctions signalées par
Gauss (et qui sont celles que M. Cauchy a désignées par A dans le IT° volume de ce
Journal), ces fonctions deviennent aussi continues, zn moins entre ces limites. Flles

Tome 1T (2¢ série). — Aocy 1858. 37
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tion, jusqu’a la fin de mes recherches sur ce sujet, je vais la considé-
rer ici dans ses rapports avec les fractions continues, comme expri-
mant une propriété particuliere de ces fractions.

Je commencerai par la déduction de la formule que j’avais présentée
sans démonstration dans I'écrit cité tout 2 I'heure. Ensuite je ferai voir
ce qu’on peut en tirer relativement aux propriétés des fractions con-
vergentes qu’on obtient en développant de certaines fonctions en frac-
tions continues.

§ 1.

Nous commencerons nos recherches par la solution de la question

suivante :

On connait des valeurs de la fonction F () pour (n -+ 1) valeurs
de la variable, @y, x,, x,, ..., x,, et l'on suppose que la_fonction puisse
étre représentce par la formule

@+ bx + cx®+ ... - gx™' o ha™,

Uexposant m ne surpassant pas n. Il s'agit de trouver les cocfficients
de la formule en les assujettissant & ne laisser aux erreurs des valewrs
B{x,), Fx,), F(x,), ..., Fla,), que la moindre influence possible
sur une valeur quelconque F (X).

satisfont alors & des équations aux différentielles partielles du second ordre, et ce sont
les fonctions mémes qui ont été discutées par MM. Sturm et Liouville dans plusieurs
beaux Mémoires (voir notamment les deux premiers volumes de ce Journal). Toutes les
fonctions que MM. Sturm et Liouville ont indiquées par la lettre V, satistont anx con-
ditions de la méthode des woindres carrés , et fournissent autant de procédés d’inter-
polation, jouissant d'un minimum d’erreurs ; de méme que la formule trigonométrique
de Fourier, qui a été employée par Bessel, Réciproquement les coefficients que déter-
mine la méthode des moindres carrés jouissent des propri¢tés qui apparticonent aux
fonctions V. Cest 1a ce qui rattache cette méthode & I'ensemble des théories analytiques
dont elle paraitrait isolée par son origine, due au calcul des probabilités. Le travail de
M. Tchebichef, en reliant aux fractions continues une classe au moins des fonctions
ou des coefficicnts mis en évidence par Gauss dans la Meéthode des moindres carres,
répand une clarté nouvelle sur les liens cachés qui réunissent les diverses parties de
Panalyse des scries ou de Uinterpo'ation. Ce sont ces considérations qui nous ont porté
a traduire ce morceau, intéressant d’aillewrs & d’autres égards. 1.-J. BieNaymy,

L T T G e o
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On obtient immédiatement cette suite d’équations

Flag)==a+ bxy+ cx? 4+ ...+ gam=t + hy,
Flx,))=a + bx, + el 4 gy 4 hat,

E{x,)

J

=a-+bhx,+cx?+ ..+ gy

L

Fla,)=a+ bue,+ cx? + ...+ gayt o o,

Pour exprimer la valeur de F (X) a T'aide de ces équations, nous les
multiplierons par des facteurs indéterminés 205 My Agyerns hyy € NOUS
en prendrons la somme

R (20) 4+ 3 F(a)) + 1, F () + .. 3, Tla,
A(Xo+ 2y + dg+ ...+ I
b(dodo+ 2,2, + dy 2y + ... + dox,)

N

¢ (hoxl+ PR D O o I S A, k)

f

gl ( ’{')l%‘ —+ )‘-t xr;l—‘ -+ ).2 Jﬁ";-‘ -+ ...+ )'n‘szl_x}
A

R
hoX
o Xy + 2™ 4= ), R AT

ot ob o+

Si, maintenant, nous comparons cette somme i lexpression de

F (X)), qui doit étre
F(X)=a+ bX « X .., + gX™t 4 X
nous trouverons que pour assurer la relation
F(X)=3,F(x,) + 2, Flx) + 0, Fla,j+ ...+, Flx,,

il suffit que les facteurs Xos iy Ay, ..oy b, satisfassent aux équations

[ S » .
e N N =,
hoTo 4 Ay | - dg Xy = o . .. +h,x, =X,
p ho &'l - haxi+dyxl+. .. .. +hy ol = X2,
(1)
hoX g7 R T DAy e L e, 2t = X

ho Xy 4 2T ha Xy - L L e a” = X,

n
3~

/
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Lorsque m = n, ces équations déterminent complétement les fac-
teurs Xy, Ay s Azy -ovy 2ny puisque le nombre des unes et des autres est le
méme. Dans ce cas le systéme de facteurs ainsi calculé est le seul qui
puisse former les coefficients de ’expression générale

F(x) =2 F(2,) + 0 F(2,) + W F (0,) + .o + 1, F ().

Si, au contraire, i < 1z, ces équations pourront étre satisfaites d’une
infinité de maniéres, et chaque systéme de valeurs assignées aux fac-
SUrS Ao, gy Agy «--y Ay, dans la formule

F () =2 F (2) + N F () + 1 F(@a) + oo + X F(20),

fournira une expression différente de F (X). Mais, d'aprés la derniere
condition du probleme, il faut choisir, parmi toutes les expressions
de F (X), celle dans laquelle les erreurs des valeurs F(x,), F(x)),
F (), ..., F (x,) ont le minimum d’influence sur la grandeur cher-
chée F(x). Or on sait, par la théorie des probabilités, qu’on par-
viendra & ce but, en assujettissant les facteurs do, Ayy Agy -5 As de F{X
4 réduire au minimmn la somme

K202 4 K202 4+ A2AZ o+ A2DZ,

dans laquelle A2, k2, &2, ..., k? désignent des quantités proportion-
nelles aux moyennes des carrés des erreurs des valeurs F (&), F (x,),
F(a,), ..., F(x,). On voit que, pour plus de généralité, nous suppo-
sons différentes les unes des autres les lois des erreurs de ces (7 -+ 1)
quantités. Si la loi de probabilité est la méme pour toutes, on a dans

ce ¢cas

S R R

et 'on peut réduire ces multiplicateurs & Punité.
La solution de la question se trouve ramenée par ce qui précede a
exprimer F (X) par la formule

F(X) = hF (20) + M F () + LF (@) + oo + L F ()5

en déterminant les facteurs A par les équations (1), et par la condition

1 [ N RSN R E AN o
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du minimum de la somme

s

K22 4 k202 4+ K302 4 ..+ K2D2

Remarquons, en passant, que cette condition peut étre étendue au
cas méme, dans lequel m = n. Car les facteurs A sont alors compléte-
ment déterminés par les équations (1), et la condition du minimum de
la somme des carrés n’exige plus rien; ce qui s’accorde avec ce qui a
déja été dit de ce cas particulier.

Arrivant au calcul des facteurs gy A¢s Agy -+ -y Agy SUpposons que G (x)
soit une fonction entiére de &, qui pour les valeurs &y, Xy, Xa, .5 Xn

I 1

. 1 1
de x en spectivement les valeurs —» —» =909 -
s prenne respec eme aleurs A‘o’ /rl’ ha 'z

n

. La somme
E222 4 K203 + K202+ .+ KA
s’écrira sous la forme

I " S - A2 - Ay
0 (=) 6 () 02 (1)

Pour déterminer, par la condition du minimum de cette somme, les
quantités o, iy Agy +oo) ), libes entre elles par les équations (1), nous
en prendrons la différentielle, et, suivant le procédé ordinaire des mi-
nima et maxima, nous I'égalerons i la somme des différentielles des
équations (1), multipliées chacune par des arbitraires pLo, fyy oo -« P
respectivement. Egalant ensuite les termes qui auront pour facteurs
ddo, ddyy ddgy ...y d}y, nOUS trouvons les (n + 1) équations

2% -
97'(3:7) = o+ Iy Lo+ Pa Xy e U X,

2)‘ 1 v 2 m
(2) Gq(rl):pﬂﬂ— P 4 = Mg X e P X
{
2‘)‘11 o
] = Mo T B En T P T o e AT

Réunies aux équations (1), les équations (2) déterminent compléte-
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ment les (7 + 1) inconnues 1, , 3, Azs ..ey dyy et les (m + 1) arbitraires

Fo s Feas hay eeny P
Ainsi toute la difficulté est ramendée a la solution de ces équations.

Yoici le procédé particulier que nous emploierons pour y parvenir.

§ IL.

R e ol T e SIS SR oL
En posant ¢ (o) = 27 % ) ~*—> nous transformons les

équations (2) en celles-ci :

=9 (‘T0)>

8 () 02 {x,)

\

et nous en tirons

\

(3) D=6 (xa)p(a0), Ny = 62(2) 0 (2,), oy by = 6% () g (a2,

Transportant ces valeurs dans les équations (1), elles prendront la

forme

e olace) + 6, oy, 4., + 0 @) g lan) =1,
‘7'092<1‘0)§0(-70)+“r1 62(x4)§9(-r|>+ ...+xn62(x,,)gof\‘2:,,) =X,
38 @)l o)+ 236 (@) () + . 226 @) p(wa) = X

. N . . - . . . . - a . . . . . . . . >

X3 w(mo)+x';‘“162(x,)qp(x|)+...—!— ay 9 (&) ¢lax,) = X",

i

2502 (ao) 9 (x00) + 2T 62 (2, )0 2 +.... +ay @ (x,)0(x,) = X"

Il n’est pas difficile de remarquer, sous cette forme, que les pre-

1 I 1)

. . I
miers membres sont les coefficients de Pt TR dans la

zn i
série qu'on obtient en développant, suivant les puissances décrois-
santes de &, la fonction

0 (z) o ()} 0 (z)e(x 6 (x, o )
{x0) ¢ ( 0y 94 Jef '>—f—...+ ( )‘P(-’-’)_

Z — X -z, r —x,

Les seconds membres sont de méme les coefficients du développe-

U T e
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ment de

I
& -~ X

Par conséquent ces équations peuvent étre 1'emp]acées par la condition
nposée a la différence des deux fonctions

97(""0)?(1'0)_'__?_"(‘,'_)iﬁ(i)_,_“__{_e: (#n) ¢ (2a) ol ',
€r—x,; r — x, X xr — x, r— X

de ne point renfermer dans son déve]oppement suivant les puissances

I 1 1 1 1 .
descendantes de x, les termes en -, =251y — 9 ——. Si donc on met
bi x ozt oz am L

o . , . M , , .
cette différence sous la forme d’une fraction X’ le degré du dénomi-
nateur N surpassera le degré du numérateur an moins de (m+ 2.

Les équations précédentes se réduiront donc i
q ]

9’(%)?(%)_‘_9’(%)?(@)_’_”_+9’(rn)a°(xn)_ I M

x — x, x —x, £ — x, r—X N
D’un autre ¢6té en posant, pour abréger,
(X — o) (X — a0, ) (& — 2cy) ... (@ — x,) = flax),
et désignant par U la fonction entiere, contenue dans Ia fraciion

9 (x) g (x) f' (=)

) » on sait, par la théorie de Ia décomposition des frac-

tions rationnelles en fractions simples, que

S () g P sln) | Ple)sin) | @)
S(x) - r—z, z— z e z — e,

L’équation formée tout i ’heure prendra donc Ia forme

9 (x)o(x)f (z) M
T f(.r)"‘“U_x—-x“N?

ou bien, I'équivalente

=X

(z—X) S (x)02{r) U(x— X)+1

£z R
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En appuyant sur cette relalion, il n’est pas difficile de trouver l'ex-
pression de la fonction ¢ (x).
(z—X)M

Remarquons, en effet, que la fraction AN est d'un degré in-
9
férieur au degré de e Car ¢ {x) représente la quantité
q) . 1
ot E - pa & . A pa 2T
M

2 .

et, par suite, ne peut étre d'un degré supérieur 3 m. En méme temps
le degré de N surpasse au moins de (m + 2) le degré de M; ainsi la
zr— XM 1
9 (%)

De la, nous concluons que dans la relation ci-dessus la fraction

fraction {

est d'un degré inférieur & celui de

U{x—X I . . (x — X)) f’ 6

U{= )1 reproduit exactement la fonction = LS ()€ () au
(=) f(z)

woins jusqu’au terme du degré de —' inclusivement, c’est-a-dire

¢ () .
jusqu’au terme dont le degre sera celui de I'unité divisée par le carré
de son dénominateur. Mais, on le sait, ce degré d’exactitude appar-
tient exclusivement aux fractions convergentes obtenues par la réduc-

: —X)f (20 (@) e : ,
tion de (= }sz() )9 (#) on fraction continue. En outre, dans la suite
. A U(x —X) 41
de ces fractions convergentes, celle qui suivra %)

cessairement un dénominateur d'un degré supérieur a m. Car, sans
cela, la différence

aura ne-

(z—X)f (x) 0 (x) U(z—X)+1

f(x) g (x)

. ;. ;. N I
ne serait pas d’un degré inférieur i ——— , commne le suppose notre
i (D(x) ’

relation
(2 —X)F (=)0 (%) U(z—X)+1_ (z—X)M

i ?

S (x) ¢ (z) T e(x)N
(.1' -—X)l\l

N

ou, on I’a vu, la fraction ne peut étre d’un degré supérieur

a(—m—1)
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U(x—X)+41
9(x)
convergentes dont on formera la suite, par le développement de

(# = X)f (=) 6 ()

=) en fraction continue; et dans cette suite la fraction

Ainsi, la fraction se trouvera au nombre des fractions

convergente, qui viendra immédiatement aprés, aura un dénominateur
U(x—X)+1
g (=)
dénominateur est d’un degré qui n’excéde pas mn, est nécessairement la
derniére fraction convergente de dénominateur d’un degré qui w'ex-
céde pas m, dans la suite des fractions convergentes résultant du dé-
(z—X) [ (=) (=)
f(z)
Cherchant donc cette fraction convergente, si nous la représentons

9°(x)

par z) nous aurons I'¢quation
0

de degré supérieur a m; de sorte que la fraction » dontle

veloppement de I'expression en fraction continue.

U(z‘-—X}—{—I . tg“(x).
9 (x) 9o ()’

d’ou

U(x—X)-i-I:?n(x}?—(-x—)-

Cette équation suppose que le produit $° (x) ¢ (x) est divisible par
o (2); et comme les propriétés des fractious convergentes exigent que
¢° (x) et g, () soient premiers entre eux, g, (2) ne saurait diviser le
produit sans diviser ¢ (a). Représentant par q le quotient de cette
division, nous aurons

9 (2) = g0 (x),
et cette valeur portée dans I'équation qui précede, donne
U(x —X)+1= (1?0 (.x‘)

Pour tirer de la une expression de ¢ (), nous remarquons que ¢ ()
ne peut éire d’'un degré supérieur & m. Si donc le facteur o, ()
est du degré m, le facteur g se réduit 4 une constante. Il est facile de
la calculer, car en posant =X dans la derniere équation, il en
résulte

I:qqu(X) et q=- )

Tome [1I { 2% série). — SEprEMRRE 1838. 38
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puis enfin,

—~—

_ (=

? (x) 9 (X)

Telle est la valeur de la fonction ¢ (), quand g, () est du degré m
précisément. Dans tout autre cas, le degré de g, (x) étant moindre
que m, le facteur g de 'expression

¢ (%) = q¢o(x)

peut recevoir pour valeur une fonction entiére quelconque de x,
pourvu que le degré du produit q %o (x) ne surpasse pas m. Ainsi, dans
ce cas, il y aura une infinité de valeurs de la fonction cherchée o (x).
Mais si I'on convient de prendre parmi ces valeurs celle dont le degré
est le moins élevé, on sera de nouveau obligé de prendre pour ¢ une
constante, et I'on trouvera, comme précédemment, pour ¢ () la valeur

P (x)
SO(.‘Z‘) _?o(x)

D’apres les équations (3), la fonction ainsi déterminée donne
ho =0%(xo)0(25), X =6%(2,) 9 (), ..., }y = 62 (a) @ (xn),
et ces valeurs sont les coefficients de la formule
F(X) = h F (@) + X F(,) + ... 4+ 0 F (ix),

par laquelle F (X) est exprimée au moyen des valeurs particulieres-
F<'ro)v F<xq>7 F (x2>7 cery F<xn)'
Donc on aura finalement pour F (X) Pexpression

(&) g0 (2 0 (x ) g {2, / 0% ()90,
F(X):%—)F(JCO)—;— —%F\x,)%.,ﬁu—(ﬁg)ﬂx,ﬂ.

Quant aux quantités g, (), ¢° (), on a vu qu’il suffisait, pour les
déterminer, de réduire en fraction continue la fonction

(2 = X) f" (=)0 (x)
Sf(x)

et de prendre, dans la série des fractions convergentes, la derniére de

H
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celles dont le degré du dénominateur ne surpasse pas m. Le numéra-
teur de cette derniére fraction est ¢° () et le dénominateur g, (x').

La question que nous nous étions proposée au commencement du
premier paragraphe, est ainsi résolue.

§ TII.

En examinant la formule que nous venons de trouver, nous ne
pouvons manquer de nous convaincre qu’elle doit présenter d’impor-
tantes simplifications. Effectivement, d’aprés la nature de la question,
la fonction cherchée F (X)) doit étre représentée par une fonction en-
tiere de X, tandis que la formule trouvée par nous contient le déno-
minateur ¢°(X), et offre une composition telle, qu’on n’apergoit pas
comment X disparaitra de ce dénominateur. Cela résulte de ce que les
fonctions ¢° (&), 9, (x), déterminées par le développement de I'ex-

(2 —=X)f"(=) (=)

pression @) en fraction continue, renferment X dans

leurs coefficients.

Afin d’amener notre valeur de F (a) 4 une forme qui en laisse voir
clairement la composition, nous allons montrer de quelle maniére on

. . (2) 02 {x -
passe des fractions convergentes de I'expression S )}-Q, aux frac

S(2)
tions con\:rfentes du produit (== X;{x()'r) d (x); et, par suite, a la
P ‘.’L‘

fraction I—2.
% ()

Pour plus de simplicité, nous admettrons que la fraction continue

I
g, +

q: +

I
q:+ .

S (=)0 (=)

résultant du développement de——ﬂ?{)“_ » ne contient que des déno-

winateurs ¢y, ¢,, ... du premier degré en x; et que, par suite, les
fractions convergentes

9o Go g1 TG Qg+ qo
9 9
1 qa g1 g+ 1

ont pour dénominateurs des fonctions des degrés o, 1, 2, .... Nous re-

38..
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présenterons ces fractions convergentes respectivement par

m () ™ () m, ()

W(2) Blz) Tle)
S (x) ()

Il convient de faire observer encore que dans la fonction —F)

le degré du numérateur peut étre moindre, mais d’une unité seule-
ment, que le degré du dénominateur; ce qui exclut certains cas spé-
ciaux, dépendant de conditions particuliéres entre les coefficients des
fonctions @ (x) et f(a), et donnant au développement en fraction
continue une forme telle que plusieurs des dénominateurs ¢, qa, ..
pourraient étre du deuxiéme, du troisieme degré, ou de degrés supé-
rieurs. De plus, il est aisé de se convaincre que cette exception ne
saurait exister dans la fraction

1
40 -+

1
ql+Q2+ . B

pour aucun des cas de U'interpolation ordinaire, ot &g, &y 23, ..., Xy,
racines de I'équation f () = o, ont des valeurs réelles toutes diffé-
rentes les unes des autres, et ou la fonction § (&) ne renfermant ancun
coefficient imagiuaire, prend pour x = &y, Xy, &Ly, ..., L, les valeurs
7:;’ ki[, Zl;’ P /:—n Dans cette hypothése, on a effectivement, en se
servant de la notation de M. Cauchy (Journalde I'Ecole Polytechnique,

25° Cahier),
(5=

—_—

finies

—+w

f’(x)ez(_x)»’

‘apres édé qui adé iner la val J
et,d’apresle procédéquiserta déterminer eurde =)

il est visible que pour fx de degré (n —+ 1), elle reste toujours infé-
ricare & (7 + 1), si dans la fraction .
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() 0 (=)
Sx)

minateurs ¢,, ¢, q;, ... est d’un degré supérieur au premier.

_ Convaincus par ces considérations que les limitations que nous

avons apportées a la forme de la fraction continue déduite de la fone-

S (=)0 (x)
S(=x)

aborder & présent la détermination de

résultant du développement de

> un quelconque des déno-

tion » n'ont point d'importance particuliére, nous pouvons

9 (*)

~ 9 ()

ni¢re des fractions convergentes fournies par le développement de

(z —X)f" (x) 0*(x)
J(=)

degré plus élevé que m. Nous démontrerons que cette fraction est

exprimée par la formule

» c'est-a-dire de la der-

I'expression » dont les dénominateurs n’ont pas un

¢m{x 7r,,,+|\_z:) 'q"m+1 (}S.\ 1'(,,,( )
z.ixl“”M( )\!‘m-»—l( 2y — Y () Ymaet { ):I

v

(”) T+ (-7')

dans laquelle = e ()
g

désignent les fractions convergentes de

¥ (
Pexpression L= z (=), dont les dénominateurs sont des degrés m et

z)
m-—-1.

En effet, la composition de cette formule montre avec évidence que
son dénominateur se réduit 4 une fonction entiére d’un degré qui ne
surpasse pas m. D’un autre coté, si nous prenons la différence entre
(z—X)f (z)8 (=)

S (=)

AR o e

H’m( ) asr (@) = Y (2) Yot (X }]

» nous trouvons

cette méme formule et 'expression

I ——
et cette différence ne peut étre d'un degré supérieur a celui de

1 1

™ 1

xr—X

{{J’"(X}‘{‘”H' il‘) - ‘L (‘T)Ym—m\x 1 i
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Car, d’apres les propriétés des fractions convergentes, les deux termes
ST (z) (%)  mnei (2) . f(z)0(z) 7m () :
[Z5a - e [ L 7o} a2

PR L) . : 1 . 1
sont d'an degré moindre que el et, par suite, que —

Ainsi, la fraction

P (X) 7oy (2) — Yy (X) 7 (2)

z—X [ (X) Yot () — Y (2) Y (=)1

qui a un dénominateur dont le degré n’excéde pas m, donnera exac-
tement les termes de la fonction

(#—X) f'{z) 0*(2)
S() ’

jusqu’au terme dont le degré est le méme que celui de I'expression
1 1

% (40 (X) s (2) = $i () s (X))

x™ 1

xr —

Mais cette fonction ne peut étre représentée avec cette exactitude
que par les fractions convergentes que donne son développement en
fraction continue, et seulement par celles qui sont suivies d’autres
fractions convergentes dont les dénominateurs ont un degré supérieur
4 m. Par conséquent, notre fraction est au nombre de ces fractions
convergentes, et comme le degré de son dénominateur ne surpasse
pas m, elle est la derniére qui posséde un dénominateur de cette espeéce,
(=)
9o ()

Cette conclusion nous permet de remplacer, dans la formule du pa-
ragraphe précédent,

et que nous avons de’signée par

- 0*(0) 90 () 0@ e () 6 () 90 () .
F(X)= ——(;;(‘;(—()-If(.xo)-i——ﬁl?(x,) ST —(:T(%)ii)f (),
les expressions

%o (Tu) Fo (-7’3| ) Qo (-Z'n)
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par celles-ci respectivement :

s () b () = s (X) ()]
Y (X) e (X) — i (X) 7 (X

o

1

g [n(X) dmes (2) — fma (X) dm (1)
Y (X) Tma { X) =~ Yt (X)7m (X))

’

5% Ln (%) s (2] — Y (X) Yinl))
Ym (X) wng (X Y Y (X) 7 (X)

Mais le dénominateur commun de toutes ces expressions se réduit &
(— 1)™ d’apres la théorie des fractions continues. De sorte que la for--
mule qui donne F (X) se raméne 2 la forme

T (X) — (__ l)m Y (X) b ("';)o: ;!J{mw (X) dm () \6’2 (.I'O)F (xo)

-+ (___ I)mw}*m(X) ’Pm+1(1’1)‘—§m+l(x) Ym () g2 (x.)F(a:.)

Ly —

+ (B el = e 8422 g2 2, B ().

On peut P’écrire sous cette forme abrégée :

i=n

F(X)=(—1)" 2 P (X) b (x-aj‘: i’imw(x) Y (i) 62 (x;) F (x;.

[==0

Voild.donc une nouvelle formule propre 4 la détermination de F (X)
au moyen des valeurs F(x,), F(ax,), F (x2), ..., F{x,). Elle se con-
struit & Paide des fonctions ¢, (x) et Y (), qui sont les dénomi--
nateurs de deux des fractions convergentes obtenues par le déve-

. . , . Sf{x) 02 (x)
loppement en fraction continue de Pexpression =/ "/, De |3
Sf(=)
composition méme de cette nouvelle forme, on conclut sur-le-champ:
que c’est bien une fonction entiere de X.
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§ IV.

Nous allons maintenant faire voir comment la série dont nous avons
parlé dans la Note présentée Vannée derniére & I’Académie, se dé-
duit de cette formule; et elle nous servira aussi a I'exposé de quel-
ques propriétés des fonctions o (), ¢, (x), ¢3(x), ..., déterminées

. e) 0 (zx . .
par le développement de [——(f%r(-——) en {raction continue.
La formule que nous venons de trouver donne F (X) dans I’hypo-

these de 1a forme

Flx)=a+bx +cx*+ ... + gx™ ' + hx™.

Nous représenterons cette valeur de F (X) par Y, et par Y,,_, la va-
leur de F (&), qui serait déduite de Phypothése ot F (&) serait exprimée

par
F(x)=a+ bx + cx*+ ... +gx™".

La formule nouvelle fournira les deux valeurs suivantes :

i=n

b (X ) Vgt (25) — Y X)) (x; A
Y, :(__I>m ZY( )Y (le_i (X) dm( )92(.1})1‘(1‘,'),
(4) =
b (X3 hm( i) — Y (X)) Y (1) 4
Ym_‘____(_l)m—-|2Y ( ;Y { ‘2‘_;}‘(( )\!’ { )52(-1’,)]:‘1(1‘,)
\ =0

Prenant la différence de ces valeurs, on trouve

i=n

Ym_me‘ —_ (__ ‘)mz Pm(X) H’m—o—l (J‘:) — m—i (-r,-)]—%(l‘i) [\!‘m+l(x)_“'\|¥m-—| (X )] 6’(.7,~)F(.r,-).

z,— X

i==0

Les propriétés des fonctions Y.y (&), $m (), Yy (a), permettent
de simplifier notablement cette différence. Ces fonctions sont, en effet,
les dénominateurs de fractions convergentes résultant du développe-
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: : () 6 () . )
ment de I'expression ~-~]'(x) ~ en une fraction continue

Got —
g -+

1

g, =+ .
. 1
-+

1
Im+

Tt o

?

dans laquelle les dénominateurs ¢y, ¢4, . . ., Gm, Gmrrs - - - dOivent étre,

par hypothése, des fonctions linéaires de la variable . On a donc
conséquemment '

9. =A,x+B,
q: = A,x + B,

qns1 == Apy x4+ By

Par suite, la regle générale pour la formation des fractions convergentes
donne

‘-!"m+| (-T) = Qi+ ‘-‘Hm(x) ~+ d:’m—-i (.Z‘)

, = (Am-H x —+ Bm+| ) q)m (.Z‘) -+ q)m—-l (l’);
et de 1a

Y (x) — Yy (x) = (Am-H x -+ Bm+4) Ym (.Z‘)
Changeant x en x; et en X, il en résulte

q’m+| (1‘,) - ‘<Pm—| (xz) = (Am+d ;1',- -+ Bm+i ) LPm(xi) 9
llJm+| (X) - q)m-: (X) = (Am+| X + BmHWm(X)v

Si 'on transporte ces valeurs dans celle de la différence Y,, —Y,,_,,
on obtient
Ym - Ym—l
i=n

D e )

i=0

Tome TIL (2¢ série ). — SEpTEMBRE 1855. 39
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ou, en réduisant,

i=n

Yoo =Yoot = (= 1)" At Y (X) X 4 (20) 62 (2) F (23).

i=o0

Posons dans cette relation m =1, 2, 3,..., (m— 1), m successive-
ment, Nous aurons

Y, —Yo= — A4, (X Zq» (2:)0% (x;) F(xy),

i==0

i=n

Yo =Yoo= Aaga(X) X ¢a(s) 0% (o) F 1),

Ym—i - Ym—n = ("‘ I>m—| Am ‘-Pm—l (X>2 LPm—l (xz) 62 (.Z") F (xi)y
Yo = Yoy = (= 1 Ay 4 (X) X (1) 67 () F (1)

et la somme de ces équations donnera

Ym""YO:—Azq) zq’l xl l ( z)

i=o0

i=n

+A ‘Pz 2‘!}2 xl - (x¢>

...................

+ (—1)" A, Y- (X) 2 Yo (2:) 6% (25) F(x:),

-+ (—— I m+1 ‘-Pm Z"P"Z 9’(.1' )F )

i=0
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Y,. aura donc pour valeur

Y,.,=Y,— A, kp, (X) 2‘% (.’I‘,) 6* (.Z',) F('xl)

I=o

+ A, (X 2% ) 6 (x ) F (o) + oo

+ (= 1) Ay U (X Zqzm ;) 0% (x;) F ().

1==0

Pour déterminer la quantité Y,, faisons m = o dans la formule (4,
nous trouvons

0“}2«0 x, X)) g2 () F () 5

Yo (2), Ya (x) désignent les dénominateurs des deux premieres frac-
I3
tions convergentes de l’expressxonjl) (= ), dont le développement

S(=)

en fraction continue a recu les formes :

1 1
go A =q+ 1
g4 — Ar+B 44—

7+ Ar B+ .

1l en résulte
Yo () =1, by () =A,x+B,;

et la fonction Y, devient

i=n i—n
, Az B, —AX—B X \
Y, = 2 ! x;__x' '92(xi)F(.ri):A,29’ () F ),
i—=0 i==0

qu’on peut écrire
Y, = A, (X 2%(1' F(x)),

pourvu qu’on se rappelle que g, (x) = 1.
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An moyen de cette valeur, I'expression précédente de Y,,, ou de la
valeur de F (X), dans I'hypothése

F(x):a—|—’bx+cx"‘+...+g)c’"“‘+iz.7c’”,

prend la forme symétrique

i=n i=n

Y= Ay o {X) X 0o (2,)6% (o) F () — Ay ¢, (X) D4, ()62 (xi) Flax,+ ...

.

i=n

—+ (_ l)m m+1 (‘pm Z“p’" -Z', 62 ) ( )

Dans cette expression, les fonctions o (x), ¢, (x), ¢y(x),..., et les
constantes A,, A,, A,,..., se déterminent, par le développement de la

Nz
fonction 22 (=) o1y une fraction continue de la forme

Si{x)
1
G
Yot —
7s —+
7s +-

1

Les fonctions ¢, (), ¢,(x), ¢y(xr),... sont les dénominateurs des
fractions convergentes que I'on déduit de cette fraction continue; et
les constantes A, A,, A,,... sont les coefficients de x dans les déno-
minateurs q,, gz, Ja,....

Dauns le cas particulier pour lequel la loi des erreurs est la
méme pour toutes les quantités T (x,), F(x,), F(x,),..., on peut,
conformément au § 1, prendre toutes les valeurs ky, £,, 4,,...
égales & 1, el par suite la fonction §(x) déterminée par les équa-
tions

0 (xo) =7 0(x,) =0 Blax,)=

1
#, P P

se réduit elle-méme a 'unité. La formule trouvée ci-dessus prend donc

l ' " [ N RN AR Crtron b .
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alors la forme

i=n

Ym: Au ‘-Po(X) 24’0 (xi)F('Ti> - Az L’{| (X)Z ‘-Pa ('Ti)F(‘Ti) +o
+ (= 1) A LP,H<X)21.IJ,,,(.T‘,')F(.T[).

(=0
Iei §o(x), by (x), golx),..., A, Ay, A,,... se déterminent par la
. winn S (T) s o~ )
fraction continue qne donne la fonction o) C’est de cette série que

nous avons parlé dans la Note déja mentionnée [ *]. Mais a présent nous
ne nous bornerons pas a cette hypothése particuliére, qui réduit la
fonction §(x) 4 l'unité, et nous considérerons la série dans sa forme
générale. Nous serons ainsi conduit 4 des propositions curieuses sar les
fouctions ¢, (x), ¢, (x), Y5 (x),....

§V.
Il n’est pas difficile de voir que si les quantités
F(x,), F(x,), F(x,),...,F ()
sont déterminées exactement par la formule
F(z)=a+ bx + cx® ... + ga"' 4 ha™,

notre série donnera expression exacte de cette fonction, quelle que
puisse étre la fonction §(x). Clest ce qui devient évident, si Pon
remarque que la série résulte de la formule

F(2) =2 F(ae) + & Fa,) ...+, F (),

{*] LaNote de M. Tchebichefl, en date du 20 octobre (1** novembre 1854), ne con-
tient effectivement que cette formule particulicre. Les deux pages de cette Note se
trouvent ainsi reproduites ici lout entiéres, a I'exception du corollaire que voiei :

T 7 n—2 n— 4 -—n
« Dans le cas particulier de x, = -5 2, = y o, = —
(]

yreey Iy = ——, et de
" n n n

» n nfiniment grand, cette formule fournit le déveleppement de F (=) sutvant les va-
» leurs de certaines fonctions que Legendre a désignées par X ( Exere., part. V. §

1o

. . . A . . Z -+ 1 )

» et qui sont déterminces par la réduction de I'expression log —~*-~ en fraction con-
T —1

» tinue. »

. . [N R
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et que d’apres I'une des conditions qui fixent les valeurs des facteurs
hos Aiy Asy-.. Ay, les équations suivantes doivent étre satisfaites :

AO "")\‘ +)\2 +...+)\” :I,

ho o= My, Ay ...+ 2y, = X,
Aol + A X+ dyxl AL+ d o = X3,

...................

ho Xl Mt A+ hy X hy an = X,

Or en vertu de ces équations, l2 somme
2o F(xe) + A, Flx,) +0,F(x,)+ ... +3F(x,),

quand on y remplace les quantités F (x,), F (x,), F (5),..., F(2,), par
leurs valeurs tirées de 1’équation

Flae)=a+bx + cx*+ ...+ gx™* + ha™,
se réduit a

a—+ bX + cX® + ...+ gX" ! 4 AX™,
expression exacte de F(X), d’aprés ’hypothése méme
Flxy=a+ bx +cx*+ ...+ gx™ ' + hx™.

Lors donc qu’il §’agit d’une fonction entiére F (), la formule du
paragraphe précédent permet de la représenter ainsi :

F(X)=A, §(X Z% (2)6%(x 24» ;) 6% () F(20) +

1:]1

A (= )" A G (X) 3, o (200) 6 (2) F (axz).

i=o0

Si nous faisons
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nous trouverons

U (X)=A 140 X)ZQP 2:) Y (1) — Ap §(X) BpL0) 62 (a0} U 0) +
(= 1" Ay i (X) 24‘ x;)6% (i) 5

ou bien, en mettant tous les termes dans un seul membre,

Ao (X)Ztldo(xi) 0% (z:) g (xi)— A2 Y, (X)Z‘{h» ()62 () b (21)+

+ Ym (X) [ (—1) m+424‘,n i)—l]y:o.

Mais comme les fonctions ¢, (x), ¥, (x), ¢2(2x),..., sont respective-
ment des degrés o, 1, 2, 3,..., I'identité précédente suppose que chacun
de ses termes s’évanouit séparément. On a donc, de toute nécessité,

i=n

' - ] m+| ZLPnz(xl en(x 0,

i—o

Amz‘-l)m—l (‘ri) qlm (xz) 92 (‘rt> = 0,

=0

Ao 2y (@) Y (1) 62 (20) = 0,

i—=n

A, 2% ) Um () 6% () = 0.

La premiére de ces relations nous donne

(_ I)m
Z Vi) 8 () =

Anq.l
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et, en observant que les coefficients A,,,..., Ay, A,, différent tous de
zéro, les autres relations font conclure que
Z ‘-Pm—-l (xt) Ll)m (.Z‘,) ¢ (xl) =0,
(5) ' ‘ . 6% () =
kal(xz) L[J,,,(-T,) (‘rt, "—'07
2 4o (1) i (2)6* () = 0.

4 i=0

Il est par la manifeste que, pour m' différent de m, la somme

i=n
Zq)m(.x'i) Yo () 6% (;) est égale & zéro. Si an contraire m’ = m, cette
=0
somme est égale a (A—m I‘)mz comme on I'a vu tout & heure. On a donc
pour le coefficient A,,,:, Ia valear
, W (— 1)
m-+4 i—n
PR ACRIEN

i=0

On en déduit pour tous les autres coefficients A

A,:-_"-_—a

PRHEINIES
A, = _ —I y
pRHCNEN

Am—{»l " i==n (— ])m
PR HACILIED)
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Si 'on introduit ces valeurs dans la formule

i=n i—=n

PO = Ao (X) 3 4 (987 (@) F (@) — Ant (X) D 0 (0 62 B .

i=o i=o

f—n

+ (= 1) Ay G (X) 2 G () 6% (22, ) F (),

elle prend la forme
{’ i=n i=n
Z%(x, (#:) F (x pr ;) x;)
F(X)_‘j_":n ¢O(X)+‘:i°=n G (X) +...
Z\P:(xi)ez(f«') Zmﬁ(m)e’(xf)

i—=n

3 ) 8 () F ()
i=o

+ i=n LP’"(X\)

2 x"m I‘ ‘

i=o

e

La composition de cette formule fait voir qu’elle ne change pas de
valeur, quand on introduit des facteurs constants arbitraires dans
les fonctions ¢, (x), ¢, (x), ¢, (), etc. Il sera donc possible de

S (z) 6 ()

prendre pour déterminer ces fonctions le développement de~— >/~ =/

S(=)
en une fraction continue de la forme
T
90 -+ Lﬂ
q.+
q: -+ .

2

quelles que puissent étre les constantes I/, L”, etc. On sait effective-

ment que les termes des fractions convergentes déduites d’une expres-

sion quelconque par le développement de cette expression en fraction
Tome III ( 2° série). — SEPTEMBRE 1858. 4o
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continue de 'une des deux formes

1
G+ L” G+ —_._.______l

g+ — g+
G+ 72+'

3 k]

ne différent que par des factenrs constants.

De la méme maniére, précisément, les équations (5 ) resteront com-
plétement exactes pour les fonctions ¢, (), ¢, (x), ¢, (x), etc., déter-

o . "(z) 6 . .
minees par le développement de %ﬁﬂf en une fraction continue de

Jx
la forme
LV
G+
g+

7+

i

?

car elles ne seront point altérées par Vintroduction de facteurs con-
stants quelconques dans les fonctions ¢, (), ¢, (@), ¢, (x), etc. Ainsi
en procédant actuellement aux applications de la formule (6) et des
équations (5), nous ne serons point arrétés par la supposition faite
d'abord dans les paragraphes précédents, et d’apres laquelle les nume-
rateurs L', 1", etc., devaient étre égaux & I'unité dans la fraction con-
tinue

qui servait a coustruire les fonctions ¢, (x), ¢, (x), ¢, (&), etc.

En vertu de ces équations (5), il existe encore des relations remar-
quables entre les fonctions ¢, (x), ¢, (), ¢, (x), etc., et on y par-
vient sans peine a Vaide de la formule (6), en la comparant pour
m == n, avec la formule d’interpolation de Lagrange.

Pour m = n, en effet, la formule (6) donne a I'expression d’une
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fonction du n¥me degré, par les valeurs qu’elle regoit des valeurs de la
variable & = &, x,, ZX4,,.., &, la forme que voici :

Z%x. &) F (2) ?muz z) F ()
]“(‘l')—'l—lo_n $o(X) ”*‘IAIO:,I Py (X) A+ -
pRAEIIES 34 ) 0 ()
D () 0 (2)F (1)
+ == ¥a (X)
Db () 0 (1)

~ La formule de Lagrange exprime la méme fonction par la forwe

"X — ) (X — ) (X — 2) (X — 20d).
Z(xi—.rl)(mi——xz). o (wi— ) (X — 2 ). -

F(a;).

i=—=0

I.identité de ces deux expressions, quelles que puissent étre les valeurs
de F(x,), F (x,), F (xy),..., F(x,), exige que les termes qui ont ces
fonctions pour facteurs, soient les mémes dans 'une et dans 'autre.
Si douc on compare les termes qui multiplient I'(x;), on aura la re-
lation

(X ) (X ). (X o)X — )

(i — &) (2= 2) oo (=2 ) (2 — ain )
= ln) )y x)+ ,:(—U e
Z-@Z(xi Yo (=) Zv x) 0° (@)
+ Ijn( t‘) ( ) q}” (\X)
Z v (@) 67 (=)

4o..
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Si I'on fait X = x,, pourvu que y ne soit pas égal 4 7, on obtient

0=E£EMQEL¢N%Q+E%EQHQL¢A%)+”,
D) o) i) ()
+ ii’:z(xi) ¥ (=) $n ().
D) 0 ()

I . 0 .. .
Par I'introduction dun facteur eéi’)) on peutl ecrire cette expression de

la maniére suivante :

0 — Yo (&) 0 (2:) 4o (%) () + a,b‘(x,-)G(-z‘[)t]n (%) 8 ()

i=n i—=n +o.
prz(x.-) 0 () 2 ¥ (@) 0 (:)

"I‘n("" _9(.1‘,)1{1 Zy) 67(z, )
2 () 0t ()

Faisant au contraire X — X;, NOUS aUrons

I_.l_n(""‘z)ez( zi) _f_l:ipj () 0 (@) #«...—lki___:’bf('ri)e: (z:)
2 VO (x) P () 0 () D il ()
§ VI.

Ces équations, réunies aux équations (5),

établissent une proprieté
remarquable des fonctions déterminées par |

a formule

Ym ()0 (x)

i=n

pRTACALIEN

i=o
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Désignons ces fonctions par @,.(x), les équations construites tout a
I’heure nous donneront

2(1),,, () @ (2, ) = 0,
m=o

tant que y differe de i; et

P MCHL MERETS
m=0

pour y =ti. D’apres la forme de la fonction ®,, () et les équations (5
il est aisé de remarquer que

Vs
)

i=n

Zq)m (w;) (I)m’(x,') =0 ou =1,

i==0

selon que m’ différera de m, ou sera égal a m. Car la somme dont il
s’agit devient, par la substitution des valeurs de O (), P (20)

2 bn (2 Y (2:) 8 ()
ZH=) (@) g [ N diled ()

Or, d’apres les équations (5), le numérateur s’'annule si m’ n’est pas
égal & m;etsi m' = m, il devient égal au dénominateur, ce qui ré-
duit la fonction i 'unité

Ces propriétés conduisent 4 une autre que posséde encore la fone-
tion

(Dm(x): Yn(x) 6 (2)

i=n

PRACHTIES
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composée avec les fonctions Y, (), ¢, (x), ¢, (x), etc., qui servent
de dénominateurs aux fractions convergentes déduites du développe-

S (z)9 (=)

ment de la fonction @ en une fraction continue de la forme
) L’
(l“ -+ Lr/
q - —
Ve

Si de toutes les valeurs de la fonction ®, (x), obtenues en faisant
M= 0, 1,2,..., 8 €6 X == Ty Xy, Lyy..., L, 00 compose lo carré

0)7 (‘DO ('r1)5 (DO (x“l)’"' v q)O (xn)’

(I), (xl)y (Dl (x2)7' 9 (1)1 (xn)a
2 (Xo)y Dy (), Pu(Xy)ye vy Po(a),

...................................

®

la somme des carrés des termes d’une rangée quelconque, horizoniale ou

verticale, sera égale a L'unité: la somme des produits des termes corres-
> 5

pondants de deux rangées horizontales ou wverticales sera égale a

Z€ro. _

La construction de carrés de cette espece fait le sujet d’un Mémoire
d’Euler intitulé : Problema algebraicum ob affectiones prorsus singu-
lares memorabile (N. Comm., t. XV).

§ VII.

Les équations (5) démontrent encore facilement une propriété parti-
culiére aux fonctions
¥ (x)7 Wy (), by (2)5eees

comparées a toutes les fonctions de méme degré et de méme coel-
cient de la plus haute puissance de a : pour ces fonctions les
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sommes
i=n i=1n i=n
> i) 0* (), 3 i) 0 (2)), PRI Cry
{== 0 i=0 [==}

ont la plus petite valeur possible.
En elfet, comme les fonctions ¢, (), &4, (x), 4y (@),e.., bn{ax) sont

respectivement des degrés o, 1, 2,..., m, toute fonction entiere V du

.
?

degré m peut étre exprimée ainsi :
V=Ay,(x) + By, (@) + Cdp(x) +...+ Hy, (x).

Mais ici il faut prendre H = 1, puisqu’on suppose que le coefficient
de 2™ est le méme dans V et dans §,(x). On aura dans cette hypo-
these

V=AY (x)+ B, (x) + Cd,(x) +...4 Yn(x).

1l s’agit de trouver les valeurs des coefficients A, B, , etc., qui rendent
un minimum la somme

EV 0 (@) = D LAY () 4 B () A Cu () - S ()10 L)
i— oo i==0

Le procédé connu du calcul différentiel nous donne les équations sui-
vantes :

2 X [Ad () + B (2] 4 Chalar) oo b () 1 (20) 8 (@) = o,
i= o0
2 W (A (@) A+ B (2:) 4+ Ca (@) 4o+ Ym(2)]4 (@) 8 (2.) = o,

2 3 (A4 (2) + By (o) - G (i) o ()] 2) 68 () = o
i=0

......................................
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Les équations ( 5) les réduisent 4 un seul terme

i=n

24 343 () 0 (21) = o,

2qua 00 (x;) =

‘2 C 2 q)g (‘rz) g* (x,) = 0

d'ott Yon tire T
Ainsi les conditions du minimum de la somme ¥ V26 (x;), quand
V est de la forme i=o
V= Ay, (x) + By, (@) + Cy () +...+ m(x)

sont
A=o0, B=o, C=o,...,

V=4dn ().

On démontre encore sans difficulté que si Pon emploie la for-
mule (6)

et, par suite,

2% )0 (2,)F () D i) 6 (@) F ()
Hzio—_:n q")(x)_‘-i:ﬁo:n Gy (X) .o
N i) o (<) Db (@) 6 (=)
Dbal2) 08 (2) F ()
+ l:LOfn q)m (X)’

21{4 NHED

i=o
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a déterminer par approximation une fonction quelconque T (X},
on obtiendra pour I'exprimer une fonction entiére du degré m telle,
que la somme des carrés des différences entre les valeurs de cette
fonction enti¢re et les valeurs carrespondantes de F(«) pour x = o,
Ty, Tgy..., T, multipliés chacun par 67 (&,), 62 (x,), 8% (@), etc., res-
pectivement, sera un minimum.

Représentons effectivement la fonction cherchée sous la forme

Ao (X) + By, (X) -+ Cy (X) +o ..+ Hipu(X),

et cherchons les valeurs des coefficients A, B, C,..., H pour lesquelles
la somme

iz==n

2 [F () — Adg (@) — B, (2) — Cy () — ... — Hipm(e,)]* 67 (23)

i=o0

sera un minimum. Nous trouverons les équations

2 3 [F () = Ao () = By (21) — €4: () —vo— B ()] 4o (20) 0" () =,
2 3 [F () — Adu() = B (2:) — Ca () = B ()] bu (20) 9 (2) = o,

i—=n

2 B IF () = A (2) — By (2) — Ca (1) — o= Hbn ()] 4 (5) @ (=)= 0,

2 2 [F (xi) — A, (-T:) — B, ("-'i) - Cs (x,) —-—H\ldm(l‘.)] “’"‘(xi) 9’(.1‘,-) =o.

En vertu des relations (5), ces équations se réduisent & la forme

32F(x,-) $o (y) 02 () — 2A prg(x‘-] 9% (x;) = o,

Tome 111 (2¢ série). — Seerempas 1853 41
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2 L F () 4o (2) 6 (@) — B 343 (2) 0* () = o,
“_2 F () ¢a (:)0% (or:) — 2C ¥ 3 (2,) 62 (x) = o,
22 F(x:) Ym(x,) 62 (x:) — QHZ $I(x;) 6% (x)) = o,

d’on

D% () 0 (2) F (=)

i==n

2 () 0 (2) F (=)

C—:l:O y

i=n

D i) 0 (=)

i=o

D (@) 0 (=) F{ )
H = l:iozn ’
PRZENIEH

i=op
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En reportant ces valeurs dans I'expression
Ao (X) + B (X) + C¢u (X) + ... + Hy, (X),

nous trouvons, conformément a4 ce qui a été avancé, que la formule
cherchée pour F (X) est précisément

2 do(=)0 (2) F (a) Db () 6 () F (2
S 9o (X) + == ¢ (X)
PRHEINAED PRHESLAEN
Db (2) 0 (2:) F () D b () 07 (2) F ()
+ 172 $a(X) o+ 10 U (X).
4 () 0 (=) D b ()8 (x)

Extrait du tome III des Outchenia Zapiski ( Mémoires savanis) de 1'Académie
impériale des Sciences, pour la 1™ et la 3 classe.




