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PURES ET APPLIQUEES. 289 

SUR LES FRACTIONS CONTINUES-, 

PAU M. TCHEBICHEF [*]. 

TRADUIT DU RUSSE PAR M. L.-J. BIENAYMÉ. 

PRÊSEN'TB LE 12 JANVIER 1855 A L'ACADÉMIE IMPÉRIALE DES SCIENCES DE SAINT—PÉTERSBOBBC.· 

A11 mois d'octobre de l'année dernière, j'ai eu l'honneur de présen-
ter à l'Académie des Sciences un des résultats de mes recherches sur 
l'interpolation : c'était une formule qui représente approximativement 
une fonction cherchée, d'après plusieurs de ses valeurs particulières, 
et dont les coefficients sont déterminés par les conditions de la Mé-
thode des moindres carrés. Cette formule, comme on le voit par mon 
écrit inséré dans le Bulletin de VAcadémie (t. XIII, n° i3) sous le 
titre de Note sur une formule d'Analyse, s'obtient à l'aide du déve-
loppement d'une certaine fonction en fraction continue. Ajournant ce 
qui touche aux conséquences de cette formule relatives à l'interpola-

[*} M. Tchebichef a considéré le Mémoire donl nous donnons la traduction comme 
se rattachant aux fractions continues. Mais on verra que ce Mémoire traite réellement 
d'un procédé d'interpolation par la méthode des moindres carrés. Le problème de 
l'auteur ne diffère en effet que par l'énoncé de ceux que se sont posés, d'une part 
Legend re ou Gauss, en demandant que la somme des carrés des premiers membres 
d'un système d'équations fût réduite au minimum: de l'autre Laplace, en cherchant 
le minimum des erreurs dont se trouvent affectées les solutions de ce système, obte-

nues à l'aide de multiplicateurs linéaires. 
On peut voir p. 3o6-3o^ du XVIIIe volume de ce journal (ou bien Compi.es tendus 

des séances de l 'Académie des Sciences, séance du !\ juillet i853) qu'il est toujours 
possible d'interpoler une série quelconque par la méthode des moindres carrés. On 
trouve, en résolvant les équations, les fonctions que Gaussa distinguées le premier, 
et qui se présentaient si naturellement dans la théorie des équations du premier degré. 
Lorsqu'au lieu de donner un certain nombre de valeurs de la fonction à interpoler, 
on la regarde comme continue entre deux limites données, les (onctions signalées par 
Gauss (et qui sont celles que M. Cauchy a désignées par Δ dans le IIe volume de ce 
Journal), ces fonctions deviennent aussi continues, au moins entre ces limites. Jilles 

Tome ΠΙ (2e série). — Aoi:r ;S58. ^7 
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lion, jusqu'à la fin de mes recherches sur ce sujet, je vais la considé-
rer ici dans ses rapports avec les fractions continues, comme expri-
mant une propriété particulière de ces fractions. 

Je commencerai par la déduction de la formule que j'avais présentée 
sans démonstration dans l'écrit cité tout à l'heure. Ensuite je ferai voir 
ce qu'on peut en tirer relativement aux propriétés des fractions con-
vergentes qu'on obtient en développant de certaines fonctions en frac-
tions continues. 

§ ι-

Nous commencerons nos recherches par la solution de la question 
suivante : 

On connaît des valeurs de la jonction F(ar) pour [τι-h i) valeurs 
de la variable, x

0
, x,, x

t
, ..., x

n
, et Γ on suppose que la fonction puisse 

être représentée par la formule 

a -t- bx 4- exs 4- ... ■+■ gxm~l 4- hxm, 

Γexposant m ne surpassant pas η. Il s'agit de trouver les coefficients 
de la formule en les assujettissant à ne laisser aux erreurs des valeurs 
F(.r

0
), F (04), F (,r

2
), ..., F que la moindre influence possible 

sur une valeur quelconque F (X). 

satisfont alors à des équations aux différentielles partielles du second ordre, et ce sont 
les fonctions mêmes qui ont été discutées par MM. Sturm et Liouville dans plusieurs 
beaux Mémoires (voir notamment les deux premiers volumes de ce Journal). Toutes les 
fonctions que JIM. Sturm et Liouville ont indiquées par la lettre V, satisfont aux con-
ditions de la méthode des moindres carrés , et fournissent autant de procédés d'inter-
polation, jouissant d'un minimum d'erreurs; de même que la formule trigonométrique 
de Fourier, qui a été employée par Bessel. Réciproquement les coefficients que déter-
mine la méthode des moindres carrés jouissent des propriétés qui appartiennent aux 
fonctions V. C'est là ce qui rattache cette méthode à l'ensemble des théories analytiques 
dont elle paraîtiait isolée par son origine, due au calcul des probabilités. Le travail de 
M. Tchebichef, en reliant aux fractions continues une classe au moins des fonctions 
ou des coefficients mis en évidence par Gauss dans la Méthode des moindres carrés, 
répand une clarté nouvelle sur les liens cachés qui réunissent les diverses parties de 
l'analyse des séries ou de l'mterpo'ation. Ce sont ces considérations qui nous ont porté 
à traduire ce morceau, intéressant d'ailleurs à d'autres égards. I.-J. BIF-NAYMÉ. 
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On obtient immédiatement cette suite d'équations 

F {x
0

) = a 4- bx
0
 4- cxl 4-- ... 4- ijx;"

1

 4- hx'l, 

F (χ,) = a -+- bx, 4- cx"
t 4- ... 4- gx"l~l

 4- fix' 
F(x

2
) — a ■+■ bx

2
 + + ... + gx'j'-+- hx'l, 

.............................. 
Fix

n
) — a 4- bx

n
 4- cxl -4- ... h- gx™'"1

 ·+-' hx'",· 

Pour exprimer la valeur de F(X) à l'aide de ces équations, nous les 
multiplierons par des facteurs indéterminés λ

0
, λ,, λ

2
,..., λ„. et nous 

en prendrons la somme 

λ
0
 F (λ·

0
) -+- λ, F (Λ·,) 4- λ

2
 F (x

2
) 4- ... 4- F (x„ 

= a (λ0 4- λ| -+- λ
2
 -4- ... -4- λ„) 

4- b (λ
0
 χ

0
 -)- λ) χ

 t
 4~ }·2 χϊ -+- ... 4- λ„ χ

η
 ' 

-t- c ^λ
0
 χ^ 4- y. ι χ ΐ 4~ λ

2
 χ ί 4- ... λ

η
 χI j 

-t-

4- g (λ
0
ΧΟ~' 4- λ, Χ'"-' 4- λ

2
 JCj~l 4- ... 4- λ

η
χ;Γ! ) 

4- h 4- λ, Χ'Ι 4- λ
2

Χ'1 4- ... 4- λ„ Χ"'). 

Si, maintenant, nous comparons cette somme à l'expression tie 
F (X), qui doit être 

F(X) = a 4- bX 4- cX2 + ... 4- g\m~l
 4- hX'", 

nous trouverons que pour assurer la relation 

F (X) = λ
0
 F (x

0
) 4- λ, F (χ, ) 4- λ„ F\x

2
 ) 4- ... 4- λ

Λ
 F (x„ h 

il suffit que les facteurs λ
0

, λ,, λ
3

, ..., λ„ satisfassent aux équations 

Ι ΐ·ο λ, 4- λ
2
 4- 4- — ι. 

1 λ
0
 a"o 4- λ, Χ ι 4- λ

3
 χ·> 4- 4- χ„ ~ Χ, 

, . | λ
0
 a;'y 4- λ< χ\ 4- λ

2
Λ'ο 4- 4- λ„ xl — Χ". 

...................... 

I λο·*·"- 1 4- λ, ar'p
1
 + b

2
 χ'

2
~~1 4- . . 4- λ„ χ'!Γ' = Χ'"'

1
 ■ 

. ; 4- λ, < 4- λ2 Χ™ 4- .... 4- λ„^ = Χ'". 

37-
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Lorsque m = n, ces équations déterminent complètement les fac-
teurs λ0, λ,, λ3, ..., λ„, puisque le nombre des unes et des autres est le 
même. Dans ce cas le système de facteurs ainsi calculé est le seul qui 
puisse former les coefficients de l'expression générale 

f (x) ■— λ
0
 F (x0) -t-λ, Ρ(χ,)-4-λ

3
Ρ(χ

3
)4- ... λ„ F (χ

Λ
). 

Si, au contraire, m < n, ces équations pourront être satisfaites d'une 
infinité de manières, et chaque système de valeurs assignées aux fac-
teurs λ0, λ,, λ3, ..., λ„, dans la formule 

F (a:) — λ
0
 F (x0) + Β (xQ -+- ).3 F (x"a) ... -4- λ« F (x„), 

fournira une expression différente de F (X). Mais, d'après la dernière 
condition du problème, il faut choisir, parmi toutes les expressions 
de F (X), celle dans laquelle les erreurs des valeurs F (x0)> F (χ()> 
F (x

3
), .... F (x„) ont le minimum d'influence sur la grandeur cher-

chée F (x). Or on sait, par la théorie des probabilités, qu'on par-
viendra à ce but, en assujettissant les facteurs λ

0
, λ,, λ

3
, ..., λ„ de F (Χ) 

à réduire au minimum la somme 

kl -H k\ λ, + AjXj -+- ··· H- kl ~kl, 

dans laquelle k%,kk\, ..., k?
t
 désignent des quantités proportion-

nelles aux moyennes des carrés des erreurs des valeurs F (x
0
), F (x

t
), 

F (x,), F(x„). On voit que, pour plus de généralité, nous suppo-
sons différentes les unes des autres les lois des erreurs de ces(« -t- 1) 
quantités. Si la loi de probabilité est la même pour toutes, on a dans 
ce cas 

k ο — k 4 — k 2 ■— ... — k
n

 j 

et l'on peut réduire ces multiplicateurs à l'unité. 
La solution de la question se trouve ramenée par ce qui précède à 

exprimer F (X) par la formule 

F(X) = ),0F(x0) ~t~ ^|F(X|) -t- λ
3
F(x

2
) + ... ■+■ λ

η
 F (x„) ; 

en déterminant les facteurs λ par les équations (i), et par la condition 
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du minimum de la somme 

A® λ* + k] λ» + kill + ... + k* H 

Remarquons, en passant, que cette condition peut être étendue au 
cas même, dans lequel m = n. Car les facteurs λ sont alors complète-
ment déterminés par les équations (i), et la condition du minimum de 
la somme des carrés n'exige plus rien; ce qui s'accorde avec ce qui a 
déjà été dit de ce cas particulier. 

Arrivant au calcul des facteurs λ„, λ,, λ
2

, ..., λ„, supposons que θ (χ) 
soit une fonction entière de χ, qui pour les valeurs x

0
 , x

t
, x

3
, ..., x

n 

de x, prenne respectivement les valeurs j > ···» É. La somme 

kl il + k\i\ + k\i\ + ... + kl 

s'écrira sous la forme 

G2(.r0) δ3 (.?·,) 03(λ7,) δ2(.ΐ„) 

Pour déterminer, par la condition du minimum de cette somme, les 
quantités λ

0
, λ,, λ

2
, ..., λ„, liées entre elles par les équations (i), nous 

en prendrons la différentielle, et, suivant le procédé ordinaire des mi-
nima et maxima, nous l'égalerons à la somme des différentielles des 
équations (1), multipliées chacune par des arbitraires μ

0
, μ,, μ

3
, ...,μ,„ 

respectivement. Égalant ensuite les termes qui auront pour facteurs 
c/λο, ί/λ,, r/).

2
,..., ο/λ„, nous trouvons les (η + ι) équations 

(») 

I ¥'{XL) — PO + ,"·) + ■ · · + P-M ̂ Ο' 

! WJïlj " P'° p., λ , + p
2
 u:

 t
 + ... + μ,

η

 χ
l
, 

i = μ° + μ
'
 X

"
 + M'2 *a + ■ · ■ + Λ

"η· 

Réunies aux équations (ι), les équations (a) déterminent complote-



294 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

ment les (η + i) inconnues λ0, λ,, λ2, ..., λ„, et les (m -+- ι) arbitraires 
Ρ-ο ι pi ; ι · · · 1 f-m· 

Ainsi toute la difficulté est ramenée à la solution de ces équations. 
Voici le procédé particulier que nous emploierons pour y parvenir. 

§ II. 

En posant <f{x) = ~'+ x + + ' ' ' "tliîfL·, nous transformons les 

équations (2) en celles-ci : 

θ'(χ
0

) ?('ro)> g
2

 (^) — φ {x, }, ■■·,
 ô3

(^) — φ {x
n

); 

et nous en tirons 

(3) ),
ο
 = β2(.τ

0
)φ(χ

0
), λ, = θ2(χ

{
)φ(χ,), ..., λ

Λ
 = Q2 (χ

Ν
) φ (χ

η
). 

Transportant ces valeurs dans les équations (1), elles prendront la 
forme 

5s(x
0
'iç(x

0
) θ*(χ, )ψ{χ, ) -h 4-(j?„) 9 (,r„) = r, 

Xo^(x
0
)?(Xo) )φ(χ,) + . . . + x

n
62(x„)cp[x„) =Χ, 

·ζ'ο^2(:Γο)φ(·το) + χ!^(χ,)ψ(χ,) "Ε ...~hx,ï â-(x„)cp(jr„) = Χ2, 
...................... 

χ% 1
5

2
(.r0)œ(a"0) +

 <Χ

Τ
 1

5
2
(x()?(^0+···"+--

χ
« ' ^ (·

χ
«) ?(**) = 

χ102(χ
0
)ψ{χ

0
) -t-^52(x,)çp^

(
) + +Λ·'

π
"52(^„)©(Λ:

λ
) = Χ'". 

Il n'est pas difficile de remarquer, sous cette forme, que les pre-

miers membres sont les coefficients de -1 -,· —>···>—> , dans la 
χ χ2 χ- χ'" ' 

série qu'on obtient en développant, suivant les puissances décrois-
santes de X, la fonction 

e-(x„) γ (x
0

) _ θ" (χ,) ψ (Χι) _ , θ! (·*„) <p (x„) 
X —— x

D
 χ — .r, .r — x

n 

Les seconds membres sont de même les coefficients du développe-



PURES ET APPLIQUÉES 295 
ment de 

χ — X* 

Par conséquent ces équations peuvent être remplacées par la condition 
imposée à la différence des deux fonctions 

<f(x») , 9'(■*')? (■*>) , , 95 (.r„) Ç (ΛΓλ) I 
X X, X Xj , X X

n
 X A 

de ne point renfermer dans son développement suivant les puissances 

descendantes de x, les termes en -, — » -h,···, — , -h-· Si donc on met 

cette différence sous la forme d'une fraction —, le degré du dénomi-

nateur Ν surpassera le degré du numérateur au moins de [m -4- 2 ,1. 
Les équations précédentes se réduiront donc à 

Q: (,r
D

) a (J·,) ^ 6; (.y,) ψ (x, ) ^ ^ ι M 
x — x0 x — x] x — χη χ — Χ Ν 

D'un autre coté en posant, pour abréger, 

(x — x
0

) (x — x,) (,r — x
2

) ... (x — x„) = f [x), 

et désignant par U la fonction entière, contenue dans la fraction 

/(^)— ' on sr|'1' Pai' 'a théorie de la décomposition des frac-
tions rationnelles en fractions simples, que 

B'(x)<f(x)/'(x) _ JJ + Q'(^e) <e (x„) + 01 f.r,)
 ?

(.r,) 8' (x„) a (j„) 
f\x) ' Χ— Χ, X — Xt x — x„ 

L'équation formée tout à l'heure prendra donc la forme 

9'f.r) <p (x)fJ (x) _ -rτ _ 1 __ M _ 
f(x) x — X N; 

ou bien, l'équivalente 

[χ — X)/' (x) 0- {x) TJ (χ — X) -f- 1 (.r — X) M . 
f \ Χ I ο Χ) υ [ χ j Ν 
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En s'appuyant sur cette relation, il n'est pas difficile de trouver l'ex-
pression de la fonction φ (jc). 

Remarquons, en effet, que la fraction y ~
 est d'un degré in-

férieur au degré de Car φ (Λ:) représente la quantité 

p-ΰ ~h ^ ~~h < * · -f- f-rtï , 
2 · 

et, par suite, ne peut être d'un degré supérieur à m. En même temps 
le degré de Ν surpasse au inoins de (m + 2) le degré de M; ainsi la 

fraction ——M est d'un degré inférieur à celui de ——--Ν ° ç(χ) 
De là, nous concluons que dans la relation ci-dessus la fraction 

~~r reproduit exactement la fonction ——^ au 

moins jusqu'au terme du degré de inclusivement, c'est-à-dire 

jusqu'au terme dont le degré sera celui de l'unité divisée par le carré 
de son dénominateur. Mais, on le sait, ce degré d'exactitude appar-
tient exclusivement aux fractions convergentes obtenues par la réduc-

tion de — —^ en fraction continue. En outre, dans la suite 

de ces fractions convergentes, celle qui suivra ^ ̂  ô(^)
 +

 '
 aura n

^-
cessairement un dénominateur d'un degré supérieur à m. Car, sans 

cela, la différence 

(x~X)f (χ) UQ — X) + 1 

f{x) <t(x) 

ne serait pas d'un degré inférieur à , comme le suppose notre 

relation 
(x — X)/' (x)y(x) __ U(.r — X) -T- I _ (x — X) M 

y (χ) f(x) o>(.r)N ' 

où, 011 l'a vu, la fraction ——^ M ne peut être d'un degré supérieur 

à ( — m — 1). 
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Ainsi, la fraction Ηίί:—4 1 se trouvera au nombre des fractions 

convergentes dont on formera la suite, par le développement de 

' , \ ·—— en traction continue ; et dans cette suite la traction 

convergente, qui viendra immédiatement après, aura un dénominateur 

de degré supérieur à m ·, de sorte que la fraction U ̂  ' ' dont le 

dénominateur est d'un degré qui n'excède pas m, est nécessairement la 
dernière fraction convergente de dénominateur d'un degré qui n'ex-
cède pas m, dans la suite des fractions convergentes résultant du dé-

veloppement de l'expression f{x) ——
 en

 ^
rac

^
on continue. 

Cherchant donc cette fraction convergente, si nous la représentons 

pari-)—; nous aurons 1 equation 

d'où 

U(x — X)+ Γ _ ç°(x) _ 

f W ~ ?» M ' 

U (* - X) H- 1 = 

Cette équation suppose que le produit φ° (χ) φ (ar) est divisible par 
w

0 (a?); et comme les propriétés des fractions convergentes exigent que 
ψ° (jc) et φ

0
 (χ) soient premiers entre eux, φ

0
 (χ) ne saurait diviser le 

produit sans diviser φ (a?). Représentant par q le quotient de cette 
division, nous aurons 

ψ (a?) = q<p
0

{x), 

et cette valeur portée dans l'équation qui précède, donne 

U (χ — X) -+- 1 = q ψ° (a:). 

Pour tirer de là une expression de ψ (a?), nous remarquons que φ (,x) 
ne peut être d'un degré supérieur à m. Si donc le facteur œ

0
 (a?) 

est du degré m, le facteur q se réduit à une constante. U est facile de 
la calculer, car en posant x = X dans la dernière équation, il en 
résulte 

t
=

n
°(X) et 7 = ̂ ,' 

Tome III (2e série). —SEPTEMBRE 18I8. 38 
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puis enfin, 

{xs _ *Jf). 

Telle est la valeur de la fonction ψ [x), quand <p
0
 (χ) est du degré m 

précisément. Dans tout autre cas, le degré de φ0 (#) étant moindre 
que /τι, le facteur q de l'expression 

<p(x) = q<p
0
(x) 

peut recevoir pour valeur une fonction entière quelconque de χ, 
pourvu que le degré du produit q φ

0
 (λ?) ne surpasse pas m. Ainsi, dans 

ce cas, il y aura une infinité de valeurs de la fonction cherchée ψ [χ). 
Mais si l'on convient de prendre parmi ces valeurs celle dont le degré 
est le moins élevé, on sera de nouveau obligé de prendre pour q une 
constante, et l'on trouvera, cpmme précédemment, pour tp (x) la valeur 

8* (*) = ïdîh1 ?°(Xj 

D'après les équations (3), la fonction ainsi déterminée donne 

λ
β
 = Q2 (.*V) φ (x

0
), λ, = (.r, ) φ (x, ), ..., λ„ = θ2 (χ

η
) ψ {x

n
)
y 

et ces valeurs sont les coefficients de la formule 

F (X) = λ
0
 F (x

0
) + λ, F (x, ) + ... + λ„ F (x

n
), 

par laquelle F (X) est exprimée au moyen des valeurs particulières 
F(-r

0
), F (■*·«)» F (·*»), ···» F(a?„). 

Donc on aura finalement pour F (X) l'expression 

1 If" (Χ) 1 ^ + φ" (Χ) )+···+ ço(X) F(J»)· 

Quant aux quantités f
0
[x), <p° (ar), on a vu qu'il suffisait, pour les 

déterminer, de réduire en fraction continue la fonction 

(*-Χ)/'(*)β'(χ) 
/(*> 

et de prendre, dans la série des fractions convergentes, la dernière de 
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celles dont le degré du dénominateur ne surpasse pas m. Le numéra-
teur de cette dernière fraction est φ° (.χ) et le dénominateur φ

0
 (Λ ). 

La question que nous nous étions proposée au commencement du 
premier paragraphe, est ainsi résolue. 

§111. 

En examinant la formule que nous venons de trouver, nous ne 
pouvons manquer de nous convaincre qu'elle doit présenter d'impor-
tantes simplifications. Effectivement, d'après la nature de la question, 
la fonction cherchée F (X) doit être représentée par une fonction en-
tière de X, tandis que la formule trouvée par nous contient le déno-
minateur φ° (X), et offre une composition telle, qu'on n'aperçoit pas 
comment X disparaîtra de ce dénominateur. Cela résulte de ce que les 
fonctions <p° (;r), <p

0
(.r), déterminées par le développement de l'ex-

pression —— en fraction continue, renferment X dans 

leurs coefficients. 
Afin d'amener notre valeur de F (JC) à une forme qui en laisse voir 

clairement la composition, nous allons montrer de quelle manière on 

passe des fractions convergentes de l'expression aux frac* 

tions convergentes du produit v

 /(g)" — '
 et

' P
ar suite, a la 

fraction - ; · 
Pour plus de simplicité, nous admettrons que la fraction continue 

I Ça H 
4 

Çz . 

résultant du développement de—'
 ne contient que des déno-

minateurs q
t
, q3, ... du premier degré en at; et que, par suite, les 

fractions convergentes 

Ço Ça Ç\ 4" I Ça Çi Çz *4* Çi 4- ç$ —, , , J . . . 
« Çi ÇiÇi-l· ι 

ont pour dénominateurs des fonctions des degrés o, 1,2, Nous re-
38.. 
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présenterons ces fractions convergentes respectivement par 

π„(χ) πι (χ) π, (χ) 
Ψ»(χ)' ψι(^)' ψ»(·*)' 

Il convient de faire observer encore que dans la fonction 
le degré du numérateur peut être moindre, mais d'une unité seule-
ment, que le degré du dénominateur; ce qui exclut certains cas spé-
ciaux, dépendant de conditions particulières entre les coefficients des 
fonctions θ (χ) et f(x), et donnant au développement en fraction 
continue une forme telle que plusieurs des dénominateurs q,,qif ... 
pourraient être du deuxième, du troisième degré, ou de degrés supé-
rieurs. De plus, il est aisé de se convaincre que cette exception ne 
saurait exister dans la fraction 

, 

q
a
 H j 

?ι H ; 

pour aucun des cas de l'interpolation ordinaire, où x
0

, a?,, a?
2

, ..., x„, 
racines de l'équation f ' (χ) = o, ont des valeurs réelles toutes diffé-
rentes les unes des autres, et où la fonction d (x) ne renfermant aucun 
coefficient imaginaire, prend pour χ = x

0
, x

t
, j?

2
, .x„ les valeurs 

finies τ'Γ' Γ'' Γ Dans cette hypothèse, on a effectivement, en se 

servant de la notation deM. Cauchy (Journalde VEcole Polytechnique, 
a5e Cahier), 

rJ (B^)) — co — /2 + I , 
-h CO 

et, d'après le procédé qui sert à déterminer la valeur de J 
— CO 

il est visible que pour j χ de degré (n ■+■ i), elle reste toujours infé-
rieure à (n 4- i), si dans la fraction 

M y, -f- 11 
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résultant du développement de '
 un quelconque des déno-

minateurs q
t
, q

2
, q

3
, ... est d'un degré supérieur au premier. 

Convaincus par ces considérations que les limitations que nous 
avons apportées à la forme de la fraction continue déduite de la fonc-

-lion— ' λ η ont point d importance particulière, nous pouvons 

abordera présent la détermination de ■ ? c'est-à-dire de la der-

nière des fractions convergentes fournies par le développement de 

l'expression ' ^
 5

 dont les dénominateurs n'ont pas un 

degré plus élevé que m. Nous démontrerons que cette fraction est 
exprimée par la formule 

ψ m ( X ^ πΠΜ-1 ( ) ψ/7Μ-ι (X) ftin ( ^ ) 

dans laquelle ^°>+1 M désignent les fractions convergentes de 

l'expression dont les dénominateurs sont des degrés m et 

m ■+■ ι. 

En effet, la composition de cette formule montre avec évidence que 
son dénominateur se réduit à une fonction entière d'un degré qui ne 
surpasse pas m. D'un autre côté, si nous prenons la différence entre 

cette même formule et l'expression ί-rA—— > nous trouvons 

\ f ·;χ)ν>{χ) f ^ ^ ( , 

γ L Ψ"1 ( Χ J Ι"''*' ) Ψ™ (
 Χ

 ) Ψ «Η- -(Χ)] 

et cette différence ne peut être d'un degré supérieur à celui de 

I 1 

g_x [ψ-(X) ·{-■+:(*) — ψ» (*)ψ»«.· (χ>,3 
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Car, d'après les propriétés des fractions convergentes, les deux termes 

L /(*) Ψ«..(*ΥΨΒΗ·<Ι Λ L Α») > 

sont d'un degré moindre que -p--, et, par suite, que -^· 
Ainsi, la fraction 

4*m (X-) 1 ^ m-f-i 

^Γχ ί+-(χ)Ψ m+i (■*) — ψ«(*) 

qui a un dénominateur dont le degré n'excède pas m, donnera exac-
tement les termes de la fonction 

(*-Χ)/'(*)*(*) 

A") 

jusqu'au terme dont le degré est le même que celui de l'expression 

I I 

x
 -y [ψ™ (Χ) ψι»+1 ί·27) Ψ"1 (Χ) ψ)η+1 (Χ)] 

Mais cette fonction ne peut être représentée avec cette exactitude 
que par les fractions convergentes que donne son développement en 
fraction continue, et seulement par celles qui sont suivies d'autres 
fractions convergentes dont les dénominateurs ont un degré supérieur 
à m. Par conséquent, notre fraction est au nombre de ces fractions 
convergentes, et comme le degré de son dénominateur ne surpasse 
pas m, elle est la dernière qui possède un dénominateur de cette espèce, 

et que nous avons designee par * 

Cette conclusion nous permet de remplacer, dans la formule du pa-
ragraphe précédent, 

F (X) = F (x
0

) + F (*,)+...+ F
 (

Xm)j 

les expressions 
Çoi-^o) iXl ) Çl) Ι» Λ-ιι ) 
7(X)' 7[5T)' ^7T) 
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par celles-ci respectivement : 

—L_ [ψ«(Χ)ψ.
+1

(*.) - 4„,+, (Χ)ψ„(*,)] 

4* W (X) — 4«h-> (Χ) *. (Χ) ' 

— ■[Ψ«(Χ)Ψ·Η-. (*,) - 4»m+,(X) 4m (*.)] 

Ψ-(Χ) ^ΙΠ+Ι (Χ) ψ/η-Η (Χ)·"·οι (Χ ) 
........................... 

^ΓΖχ L4m(X) Ψ„+, (*„) - 4m+, (Χ) 

4m(Χ) iw, (Χ )- 4m
+1

 (Χ) *. (Χ) 

Mais le dénominateur commun de toutes ces expressions se réduit à 
( — i)m d'après la théorie des fractions continues. De sorte que la for-
mule qui donne F (X) se ramène à la forme 

F (X) = (— i)" 'MX) 4m 
+ l

 (■*.) 4m
+l

(X)4m(.y»j Q2 ̂
 p
 ̂  

4- (- !)m
 *

m ̂  *"+' (*l)~ (X)

 ) θ
2 (Λ

1,) F (Λ
1

,) 

........................... 

J / 4m(X) 4m+' i^n) Ψ»Η-Ι (X) 4m {jVn} Q2 r^. \ JF 'J 

On peut l'écrire sous cette forme abrégée : 

i — η 
F (X) = (- i)m

 2 *■"-» ̂  ~ *-»'(x) (fi) q* ρ (λ:
(
·\ 

i = 0 

Voilà donc une nouvelle formule propre à la détermination de F (X) 
au moyen des valeurs F(.r

0
), F(.r,), F(ar

2
), ...,F(.r

n
). Elle se con-

struit à l'aide des fonctions ψ
Μ

(;τ) et ψ
(Β+ι

 (λ·), qui sont les dénomi-
nateurs de deux des fractions convergentes obtenues par le déve-

loppement en fraction continue de l'expression la 
composition même de cette nouvelle forme, on conclut sur-le-champ 
que c'est bien une fonction entière de X. 
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§ IV. 

Nous allons maintenant faire voir comment la série dont nous avons 
parlé dans la Note présentée l'année dernière à l'Académie, se dé-
duit de cette formule; et elle nous servira aussi à l'exposé de quel-
ques propriétés des fonctions ψ

0
 [χ), ψ,(^), (α1), déterminées 

par le développement de -—f^xj
 en fraction continue. 

La formule que nous venons de trouver donne F (X) dans l'hypo-
thèse de la forme 

F (.r) z=z a-\- bx + ex2 + ... gx'n~4 -f- hxm. 

Nous représenterons cette valeur de F (X) par Y
m

, et par Y
m

_i la va-
leur de F (x), qui serait déduite de l'hypothèse où F (x) serait exprimée 
par 

F (χ) — a -+- bx -+- ex2 gxm 1. 

La formule nouvelle fournira les deux valeurs suivantes : 

Y,N = ( - I Y» V Ψ,(Χ)Ψ^-.(Χ|) φ ^ F 

(4) ( 

I Y<ll_t = (— i),n~' χ 

Prenant la différence de ces valeurs, on trouve 

l =« 

γ γ / J\m V* Ψ"(Χ)Β''''-Η (·*■'·) Ψ«—l {·
τ

ί 'ΐ\ Ί1»· (·*'/) [Ψμ+ι (X) I'm— I ( Χ ) J Q1 ̂  ^
 F(jC . 

i— 0 

Les propriétés des fonctions (χ), ψ„,(.τ), ψ
;
„_, (χ), permettent 

de simplifier notablement cette différence. Ces fonctions sont, en effet, 
les dénominateurs de fractions convergentes résultant du développe-
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meut de l'expression —-y en une fraction continue 

1 ο H 
<J I -f 

<?/ + . 
I 

-j 
I <7 m 

<]m-t-ι + · 

dans laquelle les dénominateurs ç,, q2,..., qm, qm+t, ■ · · doivent être, 
par hypothèse, des fonctions linéaires de la variable x. On a donc 
conséquemment 

q, — A, χ + B,, 

q2 = A
2
œ + B

2
, 

.......................... 

qm+1 — A
m+I

 X + B,n+) ■ 

Par suite, la règle générale pour la formation des fractions convergentes 
donne 

ψ/η+ι (-^) — qm+t ψ/η (^) ψ/π—I (^) 
— (Â

m
-M & "Ρ Ρ/Π+) ) ψ/η (·3?) + ψ m—I (^-) 5 

et de là 
ψ/η+1 ("Ό ψ/η-t — (Ά-m+i ̂  ®/n+() ψ/η (^)· 

Changeant χ en xt et en X, il en résulte 

ψ/η+) (^i) ψ/η—t — (J^-/n+( &i "f- B
m+)

 ) ψ^Λ1,·) , 

ψ/η+Ι (Χ) — ψ/η-1 (Χ) = (Α,η-Μ Χ + Β,
π+(

)ψ,„(Χ). 

Si l'on transporte ces valeurs dans celle de la différence Y,„ — 
on obtient 

x m x m— \ 
i=n 

^ I (•^οι+ΐ·3:ί~ί~·β|π-ΐ-ι) ψπ(^ι') ψ/π (Χ·) (Aflj+i X-4-B
m+

|) Q2 ^ 
2—Ο 

Tome III (2E série). - SEPTEMBRE I858. 39 
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ou, en réduisant, 

i—n 

Yff! — Y/n-l = (— O™ A,„+
(
 ψ,„(Χ)2;ψ

ί
«(^)^(^·)Γ'(^)· 

ί=ο 

Posons dans cette relation m = r, 2, 3,. .(m— 1), m successive-
ment, nous aurons 

i=n 

Y.·- Yo= - A
a
 ψ, (X)^ (Xi)®2 (^Ό Ρ 

2 = 0 

i'=rt 

Y2 - Y. = A
3
 ψ

2
 (X) 2 ψ«(*ί) ̂  (*ί) F(^)r 

1=0 

...................... 

i—n 

Υβι-, - Y
m

-» = (~ ι)'"-1 Α
ΙΒ

ψ„_, (X)2 ψ™-. (ar() e*(je
f
)F(jc

f
), 

2=0 

i'—Π 

Y
m

 — Y,»-! = (— i)'"A
m+l

 ψ,„ (Χ) 2 ψ,« [xi) (^i) F (^;) ; 
1=0 

et la somme de ces équations donnera 

i—n 

Y- Yo = - A, ψ
4
 (X) 2 ψ< {xt) Θ* (Xi) F (ΛΤί) 

2=0 

2=·« 
H- A

a
 ψ

2
 (Χ) ̂  Ψ2 Ο/) (^i) F (Χ;) 

ί—0 
.......................... 

i—n 

Η- (— ι Α,„ ψ,„_, ( Χ) ψ,„_
(
 (χ.) 9' (Λ-,·) F (χ,·) 

2=0 

2=72 

+ (— ι)"1 Α,
η+Ι ψ« (Χ) (·*",·)· 

2 = 0 
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Y,„ aura donc pour valeur 
i=n 

Y m = Yo - A
2
 ψ, (X) 2 ψ< (■*"*) (^i) F (Χί) 

i—0 
i—n 

-4- A
3
 ψ

2
(Χ) ̂ ψ

2
 (χ,·) Ô2 (Λ*,·) F(Xi) -t- ... 

i=0 
i=n 

+ (— i)m A,
n+t

 ψ,„ (X) 2 ψ™ (
χ

'·)
 02

 (^i)
Γ

 (*«■)■ 

Pour déterminer la quantité Y
0

, faisons m — ο dans la formule (4), 
nous trouvons 

t=n 

γ
0
 = V Μ^Η'(*·)-ΜΧ)Ψ.(*.·)

 F
 ̂ . 

ΐ=0 

ψ
0

(Λ?), ψ
4
 (jc) désignent les dénominateurs des deux premieres frac-

tions convergentes de l'expression '·> d°nt développement 

en fraction continue a reçu les formes 

1 I 
?o + — ?oH 

7ι H Α,χΗ-Β,-h— 

Il en résulte 
ψο ("3* ) — ' Î ψι ("^1) — Yj Έ Bf ? 

et la fonction Y
0
 devient 

Y0 = 2 xlX — <52 (*f) F (xt) ^At%6'(xi}F {χ.}} 

i=0 i=0 

qu'on peut écrire 
i=rt 

Υ
υ
 = A, ψ

0
 (X) 2 ψο (·*«) ôs (jp,·) F (ar<), 

i—O 

pourvu qu'on se rappelle que ψ
0
(#) = ι. 

39·· 
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An moyen de cette valeur, l'expression précédente de Y,„, ou de la 
valeur de F (X), dans l'hypothèse 

F (a?) = a + bx -+- ex2 gxm~* ■+■ hxm, 

prend la forme symétrique 

i—n i=n 

Y
m
= A, ψ

0
(Χ)ΣΨο(^)02fc) F(α^-Α,ψ, (Χ)2Ψ< (*;)Ô2(χ

έ
)¥{χ·+... 

1=0 /=0 

i~n 

+ (- i),BA
f
„

+1
 ψ„(Χ)2'Μ*«·)β*(^)Ε(*<). 

i=ο 

Dans cette expression, les fonctions ψ
0

(·^)? ψ) (χ), ψ
2

(Α*),..., et les 
constantes A,, A

2
, A

s
,..., se déterminent, par le développement de la 

fonction ' , > en une fraction continue de la forme 

I 
f/u -4 

{, _j 
1 \ 

7,-4--
73 H~ -

Les fonctions ψ0 (>#)> ψιί^), ψί^)?··· sont 'es dénominateurs des 
fractions convergentes que l'on déduit de cette fraction continue; et 
les constantes A,, A2, A3,... sont les coefficients de χ dans les déno-
minateurs q

{
, q

2
, 7a,.... 

Dans le cas particulier pour lequel la loi des erreurs est la 
même pour toutes les quantités F(a:

0
), F(a,

i
), F(x

2
),..., on peut, 

conformément au § I, prendre toutes les valeurs k
0
, A,, A2,... 

égales à ι, et par suite la fonction 6 (.r) déterminée par les équa-
tions 

V Q{X*)=T* 0(tfa)= £»■·■> 

se réduit elle-même à l'unité. La formule trouvée ci-dessus prend donc 
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alors la forme 

i—n . i'=n 
Y,

B
 = A, ψ

0
 (X) 2 Ψο (·*·;) F (Λ·,·) — A, ψ, (X) J ψ, (Λ·,) F (Λ·,·) + . . 

ί=0 |=0 

•4- (— <)'" A
m+

, ψ„,(Χ)2ψ/
η
 (·*■/) F(jr«). 

ί=0 

Ici ψο(χ), ψ
(
(3?), ψ

2
(;τ),..., Α,, Α

2
, Α

5
,... se déterminent par la 

fraction continue que donne la fonction yj~y C'est de cette série que 
nous avons parlé dans la Note déjà mentionnée [*]. Mais à présent nous 
ne nous bornerons pas à cette hypothèse particulière, qui réduit la 
fonction θ (λ·) à l'unité, et nous considérerons la série dans sa forme 
générale. Nous serons ainsi conduit à des propositions curieuses sur les 
fonctions ψ0(Λ"), ψ, (x), ψ2

 (éc), 

§ v. 

11 n'est pas difficile de voir que si les quantités 

F(J?
0
), F(jt

(
), F(a-

s
),...,F(ae

e
) 

sont déterminées exactement par la formule 

F (.r) = a -+- boc + ex2 -+- . .. + gx'"-1 -+- fix'", 

notre série donnera l'expression exacte de cette fonction, quelle que 
puisse être la fonction θ [χ). C'est ce qui devient évident, si l'on 
remarque que la série résulte de la formule 

F {χ) = λ
0
 F (x

0
) + λ

(
 F (acq) -h ... + λ,/FLx„), 

[*] La Note de M. Tcliebichef, en date du 20 octobre (1e1' novembre i854), ne con-
tient effectivement que cette formule particulière. Les deux pages de cette Note se 
trouvent ainsi reproduites ici tout entières, à l'exception du corollaire que voici : 

« Dans le cas particulier de χ, = -1 x, — ■> .r, = - ?■■·> xn = , et de 
» n infiniment grand, cette formule fournit le développement de F (x) suivant les va-
» leurs de certaines fonctions que Legendre a désignées par Xm (Excrc., part. V, § 1 ο) ; 

:> et qui sont déterminées par la réduction de l'expression log en fraction cou 

» tinue. » 
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et que d'après l'une des conditions qui fixent les valeurs des facteurs 
λ

0
, λ,, λ

2
,...λ„, les équations suivantes doivent être satisfaites : 

λ0
 4- λ

(
 -+- λ

2
 4" ·.·"+" λ

η
 — ι, 

λο λ, .'C( -+- λ2 Χ2 + · · · + Χ«
 χη — Ν, 

λ0 xl 4- λ4
 Χ\ 4- λ2 Χ2

 -+-. . . 4- \
η

Χ'ι

η
 = Χ», 

................................. 

\§Χ'α 4- λ ι Χ "ι —f- λ2 Χ'" 4" . . . 4- Χ
η
 Χ"ι — Χ'". 

Or en vertu de ces équations, la somme 

XoF(a\>) + 4- λ
2
 ί (Λ*

2
 ) 4- . . . +X

rt
F(j^

n
), 

quand on y remplace les quantités F (x
0

), F (x,), F (.r
2
),..., F (x„), par 

leurs valeurs tirées de l'équation 

F (χ) = a 4- bx 4- ex2 4- ... 4- gxm~' + hxm, 

se réduit à 

a 4- bX + cX2 4- .. . + gX"-' 4- AXm, 

expression exacte de F (X), d'après l'hypothèse même 

F(χ) = a 4- bx 4· ex2 4- ... 4- gxm~* 4- hxm. 

Lors donc qu'il s'agit d'une fonction entière F (Λ·), la formule du 
paragraphe précédent permet de la représenter ainsi : 

i=η i=n 

F(X)=A, ψ
0
(Χ)^;ψο(^)62(^)Ρ(^)~Α

2
ψ,(Χ)2ψ,(xt)^F^) -κ.. 

ι=ο i—o 

i—n 

4- (— i)m A
m+1

 ψ,„(Χ)^ψ,„(^·)ό2(^)Ρ(χ
ί
·). 

i—Ο 

Si nous faisons 
F(yr) = û>

m
(x), 
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nous trouverons 
t=n i—n 

' (X)=A, ψ
0
(Χ)2ψ

0
(α·

(
·) Q2 {Xi) {Xi) - A

 2
 ψ, (Χ)2ψ, Or.) θ2(χι) tyjxi) -+-... 

/—Ο Ι—Ο 

ί=?ι 

-Μ-1)"1 A
m+1

 ψ^χ^ψ™^.·)^**); 
1=0 

ou bien, en mettant tous les termes dans un seul membre, 

i=n t=τι 

A, ψ
0 (Χ)2ψβ(Λί) θ2 Α

2
 ψ, (Χ)2Ψ. (<*<)

02
 Ο;) Ψ» (*«)+ · · ■ 

1=0 ι=ο 
i—n 

Η-ψ„(Χ) |j — ιΓΑ^^ψ™^.-)^ (·*·«■) -
 Ι

] =
 υ

· 
1=0 

Mais comme les fonctions ψ0(·£')> ψ( (x), ψ2(#)>···> sont respective-
ment des degrés ο, ι, 2, 3,..l'identité précédente suppose que chacun 
de ses termes s'évanouit séparément. On a donc, de toute nécessité, 

i—n 

(— 1Τ — 1 — o, 
1=0 

i—n 

iXi) ψ»η(^«) 02 Of) = °» 
1 = 0 

..................................... 
1 = 11 

A2 2ιψ' ("*■*·) 52 (■*"<·) = °> 
1=0 
i—n 

A , 2,ψβ iXi) ψη» (Xi) Q2 (Xi) — ° 
1 = 0 

La première de ces relations nous donne 

1= n 

2 <&(*«■)-*(■*«) = !"r~^ * Λ m 1 
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et, en observant qne les coefficients A,„,A2, A,, diffèrent tous de 
zéro, les autres relations font conclure que 

(5) 

i—ri 

2 ψ/«-ι (·*;) ψ™ [Xi) S2 {Xi) — o, 
1=0 

........................................ 
i—n 

2 M Ψ» (*/) (*"<) = °> 
i=o 

i=n 

2ψο(-»ί) ψ,«(^·) P {Xi) — ο. 
t=0 

Il est par là manifeste que, pour m' différent de m, la somme 
i=n 

^ψίη^ί) ψ/Β'ί^ι) 62{χί) est égale à zéro. Si au contraire rn' = m, cette 
/=0 
somme est égale à — ? comme on l'a vu tout à d'heure. On a donc 
pour le coefficient A,„

+)
 la valeùr 

A - (~ ')" 

2 ψ» (*o «'(*.■) 
ι'=0 

On en déduit pour tous les autres coefficients A 

Α. = ΤΞΓ—1 ' 
2+2 (xi)P{xi) 
i—0 

A2 = 5 

2+· (^·) 
1 = 0 

................................. 

Λ (-1)" 

2+2 (xi)P{xi) 
' ι—Ό 
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Si Ton introduit ces valeurs dans la formule 

i — η i = « 

F(X) = A, ψ0 2 ψ0 (
x

t) (■*.) F(■*·;) — Α2ψ, (Χ) ̂  ψ, (a^Ô^a^F^r,·)-)-. 
1=0 i=ο 

f := Γ2 
+ (— ι)'" A

m+I
 ψ,„ (Χ) ̂  ψ™ ( ■*■;) 0* («i ) F («,·)> 

ί = 0 
elle prend la forme 

J i = η i — η 

2ψ„(χ,·) S !(jr,) F (a:,·) ^ ψι (g.) S'(■*'') Fi
37

') 
F (X) = £^_

 ψο
 (X) + Lfl<L_

 ψ|
 (X) +.. 

2ψ„(χ,·) S !(jr,) F (a:,·) ^ ψι (g.) S'(■*'') Fi37') 
6 ) / 

^ i — η 

I Σ $"·(*') 9'(-r'-)F(a.-|) 

+ 1Ξ^_
 ψ4Χ)

. 

9M*-) 
v / = ο 

[ja composition de cette formule fait voir qu'elle ne change pas de 
valeur, quand on introduit des facteurs constants arbitraires dans 
les fonctions ψ

0
 (ar), ψ, (a?), ψ2 (.χ?), etc. Il sera donc possible de 

prendre pour déterminer ces fonctions le développement de^-~^-

en une fraction continue de la forme 

17 
9
°

H L" y, H 
<?2 Η" 

9 

quelles que puissent être les constantes I/, L", etc. On sait effective-
ment que les termes des fractions convergentes déduites d'une expres-
sion quelconque par le développement de cette expression en fraction 

Tome III (2E série), — SEPTEMBRE I858. 4 ο 
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continue de l'une des deux formes 

V ι 
<h + _

b φ> + __ 
q. -j rjx 

q , + 

, ? 

ne diffèrent que par des facteurs constants. 
De la même manière, précisément, les équations (5) resteront com-

plètement exactes pour les fonctions ψ0 (χ), ψ, (χ), ψ2 {χ)ι etc·» déter-

minées par le développement de ̂  ^ 9 x en une fraction continue de 

la forme 
V qa+ 

7. H 
qi + _ 

car elles ne seront point altérées par l'introduction de facteurs con-
stants quelconques dans les fonctions ψ

0
 (χ), ψ, (Λ*), ψ

2
 (χ), etc. Ainsi 

en procédant actuellement aux applications de la formule (6) et des 
équations (5), nous ne serons point arrêtés par la supposition faite 
d'abord dans les paragraphes précédents, et d'après laquelle les numé-
rateurs L', L", etc., devaient être égaux à l'unité dans la fraction con-
tinue 

V 
+ L" 

-4-
']2 "t-_ 

qui servait à construire les fonctions ψ
0
 (χ), ψ, (χ), ψ

2 (χ), etc. 
En vertu de ces équations (5), il existe encore des relations remar-

quables entre les fonctions ψ
0
 (λ1), ψ, (.r), ψ

2
 (a:), etc., et on y par-

vient sans peine à l'aide de la formule (6), en la comparant pour 
m — η, avec la formule d'interpolation de Lagrange. 

Pour m — ti, en effet, la formule (6) donne à l'expression d'une 
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fonction du nieme degré, par les valeurs qu'elle reçoit des valeurs de la 
variable χ = xQ, χjc2,,.., xn

, la forme que voici : 

i = η ι = η 

2 ψο (■*■.·) (·*<') F ix') Σ l
-
Xi

^
 F (*') 

F (Λ) = ψ
0

(Χ) + ̂ iL_
 ψ|

 (X) + .. . 

(·"·') ρ(χ<1 Σ1^ 
/ = Ο 1 = 0 

i = η 
Σ Ψ" (■*<·)02 (■*■') 

+ i=X__
 ψ-(χ)

. 

Σ1^ (*■'' θ1(χ') 
t — Ο 

La formule de Lagrange exprime la même fonction par la forme 

Σ ( Χ ι) (Χ χ·,)... ( X Xj—\) (X Xj+,)■ · · ρ / \ 

i = Ο 

L'identité de ces deux expressions, quelles que puissent être les valeurs 
de F(.r

0
),F {xt)·, F (r

s
),..., F (x

n
), exige que les termes qui ont ces 

fonctions pour facteurs, soient les mêmes dans l'une et dans l'autre. 
Si doue on compare les termes qui multiplient F (a-,), on aura la re-
lation 

(X-*,)(X —*,)■■ . (X —*,·_,) (x-.r,
+1

). . ■ 
(Xi — X,) (xi — x·,). . . (xi — Xi-,) (Xi — xi+l). ■ . 

■ψ0 (.r, ) Θ2 (a·,·) ( ψ, (χ,) 8- [x/) 

Σ ·κ (·*· )φ (χ 1 ) Σ ̂  )φ (Χι ■' 
i = ο i = ο 

+ 7ΞΤί^^_Ψ«(Χ)· 

Σ ·κ (·*· )φ (χ 1 ) 

4ο., 
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Si l'on fait X = x
y

, pourvu que jr ne soit pas égal à i, on obtient 

o =
 j..

W8
·^;

 tl(
^) + ... 

2Ψό(*<·}®*(*.·) 2
,{

''^
02
^ 

i ·= Ο i = Ο 

+ I M") !■■(") 

2Ψό(*<·}(*.·) 
i = Ο 

Par l'introduction du facteur on peut écrire cette expression de 
la manière suivante ; 

ψο(-»ί) 9(^i) ψο (^ô-) 9(a=>) , ψι (*<')θ (■*<·) Ψ> (■*>) ®(Λ>) , 

2+¡(**-í 
i = Ο i — Ο 

ψ» (χ,-) 9 (a:,) ψ» {·*>) 9'(·*>) 

2 Ψ«(*ί)θ,(*ί) 
< = Ο 

Faisant au contraire Χ = χέ, nous aurons 

Ψοί·17'·)Θ'(·*.) . ΥΛχ')Ρ{χί) , , Yn(-Xi) 61 (ar/) 

2 (■*')01 (Xf) 2 e?•;ì 
i — ο i — ο i — υ 

§ "Vl-

Ces équations, réunies aux équations (5), établissent une propriété 
remarquable des fonctions déterminées par la formule 

ψ„(χ)9(χ) 

i/ 2 ψ>2»(χ;)δ1(^) 
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Désignons ces fonctions par Φ,„ (a?), les équations construites tout à 

l'heure nous donneront 

m = η 
2Φ/»(®,·)Φ,κ(#,.) = ο, 

m — ο 

tant que y diffère de i ; et 

m = η 

20
m

(ir
f
^m(av) = D 

m ~ ο 

pour y — i. D'après la forme de la fonction Φ,„ (χ) et les équations ( 5)
r 

il est aisé de remarquer que 

i = η 

Φη,'(ίΚ,·) = ο ou —I, 
1 = 0 

selon que m' différera de m, ou sera égal à m. Car la somme dont il 
s'agit devient, par la substitution des valeurs de Φ„, (χ), Φ„,·(χ), 

i = η 

"y. Ψ"· (*i) ψ»·' (Xi ) (χί) 
i — ο 

ι / 2+»(^·)β'(^·)ΐ / 2+«'(*.·) β·fx,) 
V i — ο y i ~ ο 

Or, d'après les équations (5), le numérateur s'annule si m' n'est pas 
égal à m ; et si m' = m, il devient égal au dénominateur, ce qui ré-
duit la fonction à l'unité 

Ces propriétés conduisent à une autre que possède encore la fonc-
tion 

y/ £ ψ,>„(*,■) 9M*.·) 
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composée avec les fonctions ψ
0
 (χ), ψ, (χ), ψ

2
 (χ), etc., qui servent 

de dénominateurs aux fractions convergentes déduites du développe-

ment de la fonction 9 en une fraction continue de la forme 

L' 
L" 

<?' -I 

{h 

Si de toutes les valeurs de la jonction Φ,„ (x j, obtenues en faisant 
m = ο, i, a,..., η et χ = x

0
, x

(
, x2,..., x„, on compose le carré 

ΦοΜ» Φ
0
 (*·«)> Φ

0
(^).·'··» Φ

0
(^«)» 

Φι (^o)? Φί )5 Φ) (^a)j ■ · · ) Φι {3-η)ι 

Φί («»)» Φ2 (**·η)' Φ, · · · ι Φ2 
........................... 

Φ«(^ο), Φ« (··»'.), Φ„(Χ
2
),..·, Φ „(Λ·„), 

la somme des carrés des termes d'une rangée quelconque, horizontale ou 
verticale, sera égale à l 'unité: la somme des produits des termes corres-
pondants de deux rangées horizontales ou verticales sera égale à 
zéro. 

La construction de carrés de cette espèce fait le sujet d'un Mémoire 
d'Euler intitidé : Problema algebraicum ob affectiones prorsus singu-
lares memorabile (N. Comm., t. XV). 

§ VIL 

Les équations (5) démontrent encore facilement une propriété parti-
culière aux fonctions 

ψ. (x), ψ2 ()? ψ3 ()>··■> 

comparées à toutes les fonctions de même degré et de même coei-
cient de la plus haute puissance de χ : pour ces fonctions les 
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sommes 

i =. η ι ~ η i = η 

Σ'¥Λχ')^{χί)ι , . ., 
i Ο ί — Ο i — Ο 

ont la plus petite valeur possible. 
En effet, comme les fonctions ψ

(
,(-«), ψ, (χ), ψ

2
(.τ),..., ψ,»(ί£·) sont 

respectivement des degrés ο, ι, 2,..., m, toute fonction entière Y du 
degré m peut être exprimée ainsi : 

V = Αψ0 (χ) -+■ Β ψ, (a;) -4- €ψ2 (χ) +...+ Η ψ,„(χ). 

Mais ici il faut prendre H = 1, puisqu'on suppose que le coefficient 
de x'" est le même dans V et dans <\>

m
(x). On aura dans cette hypo-

thèse 
V — A ψ

0
 (a?) -4- Β ψ, (a;) -l- C ψ

2
 (a? ) + ...-4- ψ„ι (a?). 

Il s'agit de trouver les valeurs des coefficients A, B, (i, etc., qui rendent 
un minimum la somme 

t — η i = n 

2V' θ*(χί) = 2 t A'É (x'·) + ('rd + C ψ, (./:,) -4- . . · -t- Vm (*/)]'0= {Xi). 
i — Ο t — ο 

Le procédé connu du calcul différentiel nous donne les équations sui-
vantes : 

ί — M 

2 2 [A ψ
#
 (#,■) -h Β ψ, [χ ή -h G ψο (^v) -4- ■ * · -h Ψβι (&i) ] ψο (#/) (χή = ο, 

ί = ο 

ι = η 

2 2 (χ«·) + Βψι (*;)-+- Οψ,(χ<) -Κ h Ψ» (*.·)]ψι («/) β'(χί) = °, 
ί = ο 
i = η 

2 {'Χ' ) Ή Βψΐ [■''/} + C ψ·. (#/) -H . . . Η- ψ Λ, ( Xi) ] ψ a ( Χ;) ôJ (Λ*,·) = ο , 
t = ο 
.................................... 
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Les équations ( 5) les réduisent à un seul terme 

i = η 

2 A 2 ψ* (·*'·) β2{χί) — °· 
i = ο 

i z= η 

2 B 2 ψ* (·*'·) β2{χί) — °· 
i = ο 

i = η 

2 c 2 ψ* (·*'·) β2{χί) — °· 
i = ο 

.................................. 
d'où l'on tire 

A = ο, Β = ο, G = ο, 
i = η 

Ainsi les conditions du minimum de la somme ̂ V^2^,·), quand 
i = 0 

V est de la forme 

sont 
Y = Αψ0

 (a?) + Β ψ, (χ) + Ct|/
2

(a?) ψ™ (a?) 

A — ο, Β = ο, C = ο,..., 
et, par suite, 

V = ψ™ («). 

On démontre encore sans difficulté que si l'on emploie la for-
mule (6) 

i—η i=n 

2 ψ» (*■■)02 (■*<)F 2 ^82 ̂ F 

—■ Ψο(Χ) + ^—_ψι(χ)+... 

2 (■*·■) 2+?^)®'^ 
i= ο i = o 

i = η 

2
1
W

,r

<') e!(^,)F \Xi) 

+ ̂  Ψ„(Χ), 

2 ψ.« (a·.·) Θ2 i*·) 

i = ο 
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a déterminer par approximation une fonction quelconque F (X), 
on obtiendra pour l'exprimer une fonction entière du degré m telle, 
que la somme des carrés des différences entre les valeurs de cette 
fonction entière et les valeurs correspondantes de F {x) pour χ = ο, 
χ,, x

3
,..., x

n
, multipliés chacun par (#

0
), 0a(ir,), 61 (λ?9), etc., res-

pectivement, sera un minimum. 
Représentons effectivement la fonction cherchée sous la forme 

Αψ
0
 (X) -f- Βψ, (X) Οψ,(Χ) +... + Ηψ„(Χ), 

et cherchons les valeurs des coefficients A, B, C,..., H pour lesquelles 
la somme 

is=zn 

2 tF to) ~ A ψο to«) ~ B ψι (,r,·) - C ψ
2

 (.τ,) -... - Ηψ„(χ
ί

·)]2 Ρ (χ
(

) 

i = Ο 

sera un minimum. Nous trouverons les équations 

i — η 

2 Σ ~ Αψ.(*<) - Βψ, (*0 - H+„(*i)] ψ. (*,-) 55 (*
(
) = ο, 

i = ο 

{ = π 

2 2 [F (χ,·) — Α-ψ, (χ.·) — Βψ, (χ,) — —...— Ηψ„,(χ,·)] ψ, (xi)S1 (χ,·) = ο, 

ί= 0 
ί = η 

[F(
Xi

) „ Α ψ, (χ,·) -Βψ,(χ,) - C+,(jPi)Η ψ. (*.■)]+» (χΟβ'(*,) = ο, 
i = t> 

.............................. 

i = 71 

2 2 — A ψ, (χ,-) — Β ψ, (χ,·) — Οψ, (χ,·) —...— Ηψ
Μ

(χί)]ψβι(χ,·) 61(χ,·) = ο. 
ι ο 

En vertu des relations (5), ces équations se réduisent à la forme 

i~n i=n 

F to) Ψ° to) ̂  to) ~2 A Έ* to)03 to) = °> 
< £35 Ο 1 = 0 

Tome III (ae iéric). — September i858 4ι 
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i — η i — n 

a 2 F (x<) ψι (*i) Ô1 (^«) - »B 2 ΨΪ (■**) S* (*<) = o, 
» — Û i— Ο 

ι = η *' = η 

a 2 F (■*<) Ψ» (xO(**) —aC 2 Ψ" (x«)ô* (*<) — 
ι = 0 i — Ο 

............................... 
i = n i es η 

»Η2ψ®(Λ:,·)0» (a:.-)= Ο, 
ί = 0 1=0 

d ou 
i = π 

2^(j:i)9,(;ci)F(a"i' 
a _ 

2+;(") 
i = ο 

ζ = η 

^ ψ, (jr.-je^j-^Ffx,·) 

Β = 1^2 -, 
ι — η 

2)ψ^·γ·')9'(·ι?.·) 
ζ = Ο 

i = η 

2 ψ»(*<·)9ί (·*<■) f(*V) 
c= ΪΞ» , 

ι — π 

2) (■*'·) 
i = ο 

........................ 
ι = η 

2 ψ»(*<·)9ί (·*<■) f(*V) 

Η==ίΞϋ 
ι = Π 

2) (■*'·) 
fsss & 
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En reportant ces valeurs dans l'expression 

Αψο(Χ) + Βψ,(Χ) + Οψ,(Χ) + ... -+- Ηψ„(Χ), 

nous trouvons, conformément à ce qui a été avancé, que la formule 
cherchée pour F(X) est précisément 

ζ = π i s=î tt 

Ψι (χ,) 6' (x
t
) F (a·,· ) 21Ψ' i

x
i)

 0!
 (

x

0
 F

 (
x

i ) 

^ Ψο (X) + Ψ. (Χ) 

2)ψ;(*.·)β'(*.·) 
ι—Ο i — Ο 

ι — η i — η 

Σ (*·■>01 (*<)F (^) Σ
 02

 (*·■)
F

 (*«■) 

■+· ' „ Ψ* (Χ) -f ... 4- ψ,„ (Χ). 

2)ψ;(*.·)β' ψ(*.·) 
i = ο * ϊ = ο 

Extrait du tome III des Outchenia Zapiski (Mémoires savants) de l'Académie 
impériale des Sciences, pour la irr et la 3* classe. 
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