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NOTE SUR LA FORMULE DE TAYLOR,
vPAR M. Evouarp ROCHE.

Le terme complémentaire de la série de Taylor est donné par les
auteurs sous deux formes différentes dont Pune, due & Cauchy, se
déduit assez facilement de Vautre. Mais ces deux formes peuvent étre
considérées comme des cas particuliers d’une expression plus générale
du reste. Si Uon arréte le développement de S (x4 ) au terme en A~
le terme complémentaire est égal a

Jpnts (l - g)n—p

(1) R=1.2...n.(p+x)

Jl‘n+l (.T - ek)’
p €tant un nombre pris arbitrairement entre o et n, et § un nombre
convenablement choisi entre o et 1.

En y faisant p = n, on reproduit la premiére forme du reste. Si au
contraire on fait p = o, on a la seconde forme, celle de Cauchy. Quand
n = o, ces diverses expressions du reste se réduisent i une seule qui
est hf (o + GR). :

Pour obtenir la formule (1), la méthode la plus simple consiste dans
I'emploi du calcul intégral. On observe que

S e+ h) —j'(x):fhf’(x + h— ) de;

et par une suite d’intégrations par parties, on est amené i représenter
le terme complémentaire par

I

h
1.2‘..,,‘[0‘ e+ h— b de.

Cela suppose que la fonction f () et ses 7 + 1 dérivées restent finies et
continues entre les limites x et & + %, c’est-a-dire pour les valeurs de
¢ comprises entre o et A.

Décomposons maintenant la différentielle en

At P fror (e 4 b — 1),
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et remplacons le second factenur par une quantité constante intermé-
diaire entre la plus grande et la plus petite des valeurs qu’il prend lors-
qne ¢ passede 04 k. Cette fonction est continue danslintervalle, puisque
la dérivée a été supposée finie et continue, et que £ I'est également
si l'on attribue & p une valeur au plus égale a n. La moyenne dont
nous parlons s'obtiendra donc en donnant 4 ¢ une certaine valeur
comprise entre o et & que nous appellerons £ (1 — §). Cette valeur
moyenne sera par conséquent

PP (1 — Q)P o (x4 Qh).

Quant a V'autre facteur, il ne devient pas infini si p est positif, et

Vona
h hptt
f Pt = —.
0 p+1
Donc enfin

I ket

1.2...0p+1

R= (1 — Gy frt(x +6h),
comme il fallait I’établir.

1) ne serait pas difficile de démontrer la formule (1) par les méthodes
qui servent ordinairement a calculer le terme complémentaire, et qui
reviennent toujours & une intégration par parties déguisée : car c’est
du calcul intégral que déepend essentiellement la formule de Taylor. Si,
par exemple, on veut snivre la démonstration donnée dans le Cours
d’ Analyse de Sturm, il suffira d’y remplacer l'identité (p. 88), que
Vauteur retranche de son équation (3), par l'identité suivante

d. (z—ax)t . (z —x) C,

dz 1.2..n(p4+1)  1.2...n

p étant un nombre positif au plus égal a n. On arrivera, sans autre chan-
gement, 2 la formule (1).

L'emploi de cette expression du terme complémentaire peut étre
quelquefois avantageux, parce qu’il dispense de considérer successi-
vement les deux formes ordinaires du reste, comme on le fait pour
établir le développement de (1-+ x)™ ou de log (1 + x).

1 L e e e ) .



