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JOURNAL
DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

DEVELOPPEMENTS

SUR

UN CHAPITRE DE LA MECANIQUE DE POISSON;
Pan M. J. LIOUVILLE [*].

Cette Note a été écrite & une époque déja bien ancienne, et (comme
on pourra le voir) peu de temps aprés la mort de Poisson. Appelé &
succéder A Villustre géometre au Bureau des Tongitudes, je remplis-
sais un pieux devoir en développant une idée dont Poisson m’avait
parlé plusieurs fois, et a laquelle il attachait de Pimportaunce. Le
temps a mauqué, meme a ce travailleur infatigable. 11 s’agissait d’é-
tendre 4 un systeme quelconque de points matériels, ou le principe des
aires ait lieu, certaines transformations analytiques, que les équations
fournies par ce principe admettent toujours, et que Poisson a données
dans sa Mdcanique pour le seul cas d'un systeme de forme invariable.
Le calcul n’offrait rien de difficile. En Peffectuant dans la Note ci-apres,
Jai ajouté un exemple de l'utilité des formules obtenues. Plus tard,
J’ai communiqué au Bureau d’autres applications. Elles viendront a
leur tour. Aujourd’hui je me borne a marquer le point de départ.
Jaurais peut-etre pu apporter quelques simplifications de détail a2 ma
rédaction primitive. J'ai préféré n’y rien changer. Moins je m’écarte du
texte méme de Poisson, mieux, ce me semble, atteins mon but.

[ ¥] Cetarticle a deja paru, Vannée derniére, dans les ddditions & la Connaissance des
Temps pour 1859.

Ton.e I {2® série .. — Janvier 1858, 1
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I.

On connait les méthodes que les géométres ont imaginées pour
déterminer le mouvement de rotation d’un systéme de forme inva-
riable. D’Alembert a ouvert la voie par son ouvrage sur la Précession
des équinoxes [*], et jamais on n’a déployé une plus grande force
d’invention : malheureusement I'élégance manque partout dans les
formules et dans les détails du calcul; ,défaut singulier ou négligence
qui se retrouve souvent dans les ceuvres purement mathématiques de
cet écrivain si distingué. Mais peut-on n’étre pas saisi d’admiration
pour son génie, quand on se reporte a I'époque ou il composait son
travail. On n’avait pas méme alors les six équations générales de
I’équilibre des systémes libres. On connaissait les trois premiéres, qui
expriment que la somme des composantes des forces parallélement i
une droite quelconque est nulle, mais non les trois autres, celles dites
des moments, les senles qui restent quand on introduit un point fixe
dans le systéme. Celles-la, d’Alembert les a données pour la premiere
fois dans 'ouvrage méme dont nous parlons; elles en forment la base
essentielle. De 13 d’Alembert a passé par son principe[**]aux équations
du mouvement ; de sorte que tout lui appartient daus la mise en équa-
tion du probléme. 1i a fallu ensuite procéder aux approximations,
intégrer, discuter au milieu des difficultés qu’offrait une analyse nais-
sante et peu assurée dans sa marche. Enfin nous arrivons, et nous voila
maitres d’un probléme qui avait bravé tous les efforts de Newton lui-
méme; et en méme temps que nous obtenons les lois de |a precession
des équinoxes, nous trouvons aussi la cause et Pexplication mathéma-
tique du phénoméne non moins curieux de la nutation, dont un astro-
nome immorte!, Bradley, venait de constater |existence par une série
d’observations précises [***].

Aprés d’Alembert, Euler, et avec lni I’élégance. Cest Euler qui a
présenté sous leur forme définitive les équations du mouvement de

L"] Publié en 154q.

[**] Traité de Dynramiqie, publié en 1943.

[***] Bradley avait annoncé sa décounverte en 1747; Ponvrage de d’Alembert a paru
deux ans apres.
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rotation d’un systeme de forme invariable. Clest lui aussi qui le pre-
mier a trouvé les intégrales rigoureuses pour le cas oti les forces exté-
rieures sont nulles. lci, comme partout, éclate sa supériorité dans le
caleul [*]. _

Lagrange, Laplace, et d’autres géometres, Poisson en particalier,
ont continué ce genre de questions, et ont résolu des problémes nou-
veaux ou perfectionné les solutions anciennes.

Ils s’étaient tous bornés i la méthode analytique. En sc fivrant i
une étude synthétique profonde avant de recourir au calcul, M. Poin-
sot, dans sa Théorie nouvelle de Iy rotation des corps, a éclairé le
sujet d’'une plus vive lumiére. Aussi les géomeétres attendent-ils avec
impatience la publication complete du beau travail de ce célébre aca-
démicien [**].

Les solutions analytiques que lon avait auparavant ne perdront
pourtant rien de leur valeur. Elles ont leur meérite propre, et 'instruc-
tion qu’on tirera de leur étude sera Iongtemps encore une source de
progrés pour la science.

Poisson, qui a traité de plusieurs manieres la question du mouve-
ment de rotation d’un systeme de forme invariable, tenait beaucoup, et
avec raison, a la méthode qu’il a donnée dans sa Mécanique pour for-
mer les équations différentielles du probleme [***]. La marche qu’il
indique est en effet tres-simple : ses formules sont élégantes; Ia sy meé-
trie qu'on y observe rend d’ailleurs les calculs faciles et groupe euntre

("] Euler a veconnu Pantériorite du travail de d'Alembert sur 1a précession des
equinoxes ; et son aveu, d’aitleurs, n'était Pas necessaire pour constater un fait patent.
Ce grand géométre avait été arréte, jusque-1a, par des obstacles quil jugeait presque
insurmontables. Mais des que d’Alembert alevé ces premicres difficultés, qui touchaient
surtout & fa Mécanique, vovez comme Euler prend sa revanclie, et quels progrés la
mcthode lui doit.

[™] M. Poinsot n"avait encore donné, a Pépoque ou Jécrivais cette Note, quiun

simple extrait de sa Théyrie - on le retrouve i la fin de Iy derniére ¢dition de sa St -
tique. T.a publication compléte a eu liea depuis dans les deleditions aln Connaissance des

.

Temps pour 1854, et dans le Journal de Mathématiques (17¢ série, tome XvI)

[***] Voir tome II, Page 121 de la premiére edition, ou tome II, page 77 de Ja
seconde. Cest A cette sceonde édition s beaucoup plus compléte, que se rapportent tontes
nos citations.
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eux les résultats, qui se déduisent a chaque instant les uns des autres
par des permutations totrnantes.

En s’occupant de la méme question dans un Mémoire inséré au
XVe Cahier du Journal de U Ecole Polytechnique [*], Poisson avait
employé les équations des aires rapportées a des plans fixes, et il les
avait changées par le calcul en équations rapportées a des axes mo-
biles. Il suit dans sa Mécanique une marche différente, et il applique
directement i des axes mobiles, sinon les éqﬁations des aires, du
moins la combinaison du principe de d’Alembert et des lois de Véqui-
libre qui les fournit. Cette maniére de procéder exige quelques pré-
cautions et des transformations analytiques que Poisson développe
avec soin.

Mais le principe des aires ne convient pas sealement aux systemes
de forme invariable. 11 s'étend & une infinité d’autres systémes pour
lesquels le calcul de Poisson devrait étre un peu modifié. La, en effet,
les axes principaux d’inertie pourront a chaque instant varier de posi-
tion, non-seulement dans I'espace absolu, mais aussi par rapport aux
divers points du systéme : les valeurs des moments d’inertie seront
également variables.

Poisson se proposait de revenir une derniere fois sur son analyse,
afin de I'étendre au cas général dont nous venons de parler. D’autres
occupations 'ont entraineé, et il n'a pas exécuté ce projet dont il m’avait
souvent entretenu.

Je vais essayer de suppléer, en cela du moins, au silence du grand
géometre que nous venons de perdre : ma tiche sera aisée, du reste,
car je n’aurai pour ainsi dire gqu’a commenter un chapitre de sa Meéca-
nique.

LI

Nous considérons donc un systeme de molécules ou points matériels
m, m',m’,..., soumis a la seule condition que le principe des aires y
ait lieu autour d’une certaine origine O, de telle sorte, qu’en rappor-
tant le systeme a trois axes rectangulaires Ox, Oy, 0z, de direction

A\l

[*] Poir a la seconde partie du Mémorre sur ba varintion des constantes arbitraires

dans les questions e Mdcanique.

I [ v Vo
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fixe et en désignant par mX, mY, mZ les composantes, suivant ces
axes, des forces motrices extérieures qui peuvent agir sur chaque mo-
lécule de masse /m, nous ayons les trois équations connues :

Zm (yc%——z%>: Zm(yZ—zY),
ym <z %-x%—f—) =¥ m(zX —x7),

d? d?
Zm (.r;,% ——ygt—f) = zm(xY — rX),

gui s’integrent quand les seconds membres sont nuls, ¢t donnent alors
le principe plus particulier de la conserbation des aires. Ces équations
expriment que les sommes des moments des forces perdues pris par
rapport a l'axe Oux, Oy, ou Oz sont toujours nulles. On les simplitie
en représentant les seconds membres par une seule lettre L, M, N;
elles deviennent ainsi :

] dz dy\
Eln (‘y‘W—Z—([_ﬁ-)_—IJ’
d*x d?z
ym (z F—xﬁ> =M,
. diy drz
SmlaG )

E . .l 1 N N ’ 1 ’
Le signe Z s'applique a toutes les molécules m, m/, m’,.... Ces mole-

l

N.

cules peuvent étre libres ou attachées entre elles, et elles peuvent agir
Jes unes sur les autres d’une maniere quelconque, pourvu, bien en-
tendu, que l'action et Ja réaction soient égales et directement oppo-
sées : nous n’avons point a tenir compte de ces forces intérieures dans
les seconds membres de nos équations, ou les termes qu’elles intro-
duiraient se détruiraient entre eux, comme ¢tant deux a deux egaux
et de signes contraires. Le point O peut étre fixe ou mobile, mais, dans
ce dernier cas, il doit on coincider avec le centre de gravité du sys-
téme, ou n’avoir qu'un mouvement rectiligne et uniforme.

Cela posé, on mene par le point O trois autres axes Ox,,0y,, Oz,
rectangulaires entre eux, mais d’ailleurs mobiles suivant une loi quel-
conque, et I'on demande de rapporter le principe des aires A ces axes

P g



€ JOURNAL DE MATHEMATIQUES

mobiles. Cest ce que Y'on peut exécuter de différentes manieres : soit
en transformant analytiquement les équations écrites ci-dessus pour
des axes de direction fixe, ainsi que Poisson I'a fait dans le XVe Ca-
hier du Journal de I’ Ecole Polytechnique ; soit en appliquant direc-
tement, et avec des précautions convenables, aux axes mobiles Oax,,
Oy, Oz, la condition d’égalité i zéro des sommes de moments des
forces perdues : cette derniére méthode est celle que Poisson a suivie
dans sa Meécanique; cest, par conséquent, celle que nous voulons
d’abord développer ici.

Nous adopterons naturellement 1a plupart des notations de Poisson,
et en désignant avec luij para, b, c, a', b, ¢/, a”, b”, ¢’ les cosinus des
angles xO x,, x0y,, x0z,, >YOux,, elc., nous aurons

x* = ax, + by, + cz,,
Yy =ax,+¥Vy +cz,
t=ad'x,+ by, + 'z,

Les quantités a, b, ¢, a, etc., sont les mémes i chaque instant pour
tous les points du systeme m, m’, m”,..., mais elles varient pendant le
mouvement, et 'on <oit les considérer comme des fonctions du temps ¢,
Comme il ne s’agit plusici d’un systeme de forme invariable auquel les
axes Ox,, Oy,, Oz, seraient attachés, les coordonnées X, ¥, Z, sonl
aussi variables avec le temps.

En différentiant les valeurs de %, ¥, z par rapport 4 £, on aura
donce

dr da db de dzx, dy, dz,

@ TGN G ra g A g+ b0 T
dy da’ db’ de’ , dx, , dr, , dz,
T IG TG T E g A b o
dz da” ab” de” , Az, v ay, » dz,
— o= — —— ———— —_— - ' —.
dr = T g +-7‘dt+z‘dt+a dt+b @+ dt

1l faut rappeler ici certaines équations de condition trés-connues
qui ont lieu entre les quantités @, b, c, a/, etc., et qui sont, les unes
de cette forme

a®+ b + =, a*+a*+a*=r,...,
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les autres de celle-ci
ab + a'bt + a’'p" — 0, ad' +bb' 4 ¢¢' = o,. ..
en les différentiant, on en conclut

ada + bdb + cde — 0, ada-+ adda + a'dy — 0,...

et aussi
dab + a'b + aby=o,..
on voit par la que les deax gquantités
bda + b do + b da”
et

adb + a'db 4 " db

sont égales et de'signes contraires. Posons donc, avec Poisson,

da X da’ Y da" db , db’ » b’ -
ax o+ T @ —al =,
et de méme
db , db’ , db” de de’ de”
o — T = — b B [
Cad TG = b ar =
de , de’ » dc” da , da’ » da”
— — T T — -
CaTag ta— p T =

On sait qu’en exprimant les neuf cosinus a b, e, a, etc., au moven
de trois angles o, 6, ¢, ce qui donne

a = cosf siny $iNQ ~+ cosy cos g,
b = cos6 sin ¢ cosg - cos ¢ sing,
¢ =sinfsiny,

a' = cosf cos b sing — siny cos ,
b’ = cosh CO8Y COSy + siny sin 9,
¢ = sinf cosy,

@’ = — sinf sin ?,

b= — sinh cosyp,

¢" = cos ¥4,
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on trouve

pdt = sing sinfdy — cosgdb,

gdt = cosg sin 8dy + singd?d,

rdt = do — cosfdy.

Au moyen des expressions de a, b, etc.,en 8, ¢, ¥, il est aisé aussi de

s’assurer que

be' — cb' =a’, ca —ac = b, abl —ba =c", el

Enfin, on a les formules différentielles

da_b db de b
= = br—cq, 5 =cp—an - = a4 — 0P etc.

Nous supposons que toutes ces formules sont familieres au lec-

teur [*].
Revenant aux équations qui fournissent

dzx dy dz
p7a AT

multiplions la premiere de ces équations par 4, la seconde par @', la

troisieme par a’, et faisons la somme. Faisons ensuite deux sommes

analogues en prenant pour multiplicateurs b, b, b etc,c,c’. Nous
irouverons sans difficulté

dx+a,dy+a,,dz__ 5 — P _l,_fl_"ﬂ
7y dt p7i Ve dt’
dz , dy . ds dy,
bﬁ—{—-b&-—l—b = = I P2+ o
dz ,dy 4 ¢ dz __ —ox +'1?_‘
Car a pril A 4% G

Multipliant 3 leur tour ces trois équations par 4, b, ¢, ou par

que I'on doit compléter la Mécanique de Poisson, en y joignant

[*] Disonsace sujet
ne cet illustre géométre a In A VAca-

le Mémaire sur le mouvement d’un corps solide, q
démie des Sciences en 1834. (Mémoires de P Académie des Sciences de UInstitut de France,

tome XIV.}
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a, b, ¢, ou par a’, b, ¢", et faisant dans chaque cas la somme, on
obtient

9

dzx

dx, dy, dz,
7 =aqz —ry)-+b(rex, ~—pz,)+c(p7,—qx,)+a7":+b Tyt“*'c?i’
dr

/ dz, Jdyods,
o =@ (qz, —ry)+ b (rx, — P&+ (py, -—-qx.)—i—a’Tt + T

de dr’
dz " p dx »ay » Az,
7 = AqE =y + b (ra, — Pa) < (py, —qx)+a'—+b Tzl+c/ﬁ'

De la, en différentiant, on tirera les valeurs des trois composantes,
suivant Oux, Oy, Oz, de la force accélératrice qui répond au mou-

. . . . .. dizx
vement du point m, je veux dire les valeurs des trois quantités —=,
'y dg

dr’ gg’
Ainsi
dzx_ dyg dr dr dp dp dg
e (l(Z-,Z;—)’,Eé> +h(x,;l—t—z42t—) +C(f,z—x|;i7
. da p db de
B =) ey — pa) 2+ (pry — ga) p
dz, dy, dx, dz, L dy (lx.)
+“(771? —rTz)+b<r7f—Pd—t>+L \P w14

+a d*x, b dy, ‘e diz dz, da dy, db dz, de

dr dr de T dr dr & U r @
les deux dernieres lignes proviennent de ce que x,, y,, z, varient en

fonction du temps : aussi ne les trouve-t-on pas dans les formules de
Poisson.

On a de méme

\

dy dg dr , dr dp , dp dq>
W—ﬂ(ziz*‘}’lz)—f—b(x‘gt—zlg + C _}’45—.70

i
.\ da' L db de’
FGn =) g = pr) T (pr — ) %
dz dy, dr ds, dy, dx,
g2 .80 =L p / S — g —
+a<th ’d:)"f‘b('m dt>+c(pdt 1
, drx, ,diy, , diz, dz, fii, dy, db’ dz, i::
RG-S a & T @ v I

Tome 111 (2¢ série ). — Janvien 1858, 2
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et
dz dq dr ” dr dp " ; dp dq\
—_a(z,,z—j, + W e~y )\ Ny

dr dt ;
da” db” de”
+ (92, — ’Tc)_d? + (re, — Pzi)'j,‘ -+ (py, — qx) 7y

dz dy, dx dz dy dz,
14 L TN o B i A “& I “rs g2t
+a (th rdt) = b (rdt pdt>+c (Pdt th)
diy,  ,d'z  dz, da’ | dy, db”  dz, dc”
+ T 2 T E T a T e« T A
équations dont les seconds membres se déduisent, au reste, du second

membre de I'équation précédente, en accentuant une fois ou deux fois
les lettres a, b, c.

D d'z d*y d’z 1e la f _ 816 . . d
€S composantes E’_, -Ei—z—-s ‘E de la force accelératrice qui repon

au point m, estimées suivant les axes Oax, Oy, Oz, on conclut les
composantes pi, s T de cette méme force parallélement aux axes
Oxy, Oy,, 03, pris dans la position qu’ils occupent a Iépoque ac-
tnelle £. On a, en effet,

_ dx ,dty L d?
p,__aw—i—a —‘F-’r—(l _d-tT,

g dz , Ay ,dz
g=20 dr b TV e
. cd’x+c,d’y+ ,d2z
= Y ar drt dr

La substitution des valeurs obtenues ci-dessus, pour

d*x dy d?z
a4’ ar’  ar’

nous donne, apres réduction,

dg dr

o=z =y — @+ I Py prE
dz, dry d*x,
+2(]—E— %7 ;'_t_—+ —_dtz 9
dr dp
gy = X, — B gy — (PP ot qrE o+ pex
dz, de, | d’y,

¥

+arm — 2Pt n
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et

dp dq 2
ro= g = X — (PP @) B prEcE 4ry,
ap P gt T
Pdt qdz dt*

Nous pouvons maintenant poser, avec Poisson, les équations qui
expriment égalité a zéro des sommes de moments des forces perdues,
pris par rapport aux axes Ox,, Oy,, Oz, dans la position que ces
axes occupent a I'époque 2.

Voici ces équations ou 'on devra mettre pour p, g,, I' leurs va-
leurs

Z’n(‘}'n”i - zlql) = L,
Zm(za P — %4 "4) =M,,
Em(xa% "‘fqu):Nﬁ

on a représenté, pour abréger, par L,, M,, N, les sommes des mo-
ments des forces extérieures, par rapport aux axes Ox,,0r7,, 03z,
c’est-a-dire on a fait

2"1(]’1241 - zlYl) = L,
zm(zaxa - x4Z4) = M,,
27n(x4Y1 —f|X4): N,

mX,, mY,, mZ, étant les composantes de la force motrice appliquée
au point m.

I11.

Il ne nous reste plus qu'a développer les premiers membres des
équations

Zm(Jq r, — z,q,) = Ly,
N m(z,p, —xr)=M,

zm (xaqq —)’«PJ = Na’

IR TR
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€n y mettant, comme nous le devons, au lien de Py Giy 1y leurs va-
leurs,

Et d’abord nous trouvons que la différence

Jar — 2,4,

est égale a

dp d dr d*z d?
2 2 9 ! Ji
(]1 +z’)_t_._. x’]'T—. x‘z‘7+]‘7_z'7

+ (r* — )7z, + Py — pgx,z + qr(y: — z2)

dz dx

d)’l RY d.Z'| 1
+2p ],z—f—Z,-‘; -Qq],d—t—%er‘E'

Il faut multiplier ces divers termes par m, puis faire la somme Z rela-

tivement & tous les points m, ny, m’,..., et enfin égaler 4 L, le
résultat.
Posons

A= ¥m(y2+32!), B= Z m(zi+xi),  C= Y m(xl+y7),
et

D:me‘z” E:me,z” F:me,_}',;
1l s’ensuivra que |

dz, dy\ _ dp
2 g +a 2 =22

si donc on fait

dz, dy,
Zmlrg—ng)=u
on en conclura
Al dz. 1 ‘dD ,
2myg =7 + )
dy, 1 [dD
Z’%ﬁ*;(z—“)

En posant

dx dz . dy, dx,
27n<z,-d7‘——x,7t')=ﬁ, Zm<x,z—yigt—>: 3
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on trouvera de méme

dr,
Zmz =

+

V-

.

dE
(& + 8):
dE
(%~ )
dy, dF
Z"I.T,?t = (E -+ 7 ]
2 my, ifl — <iF J— )
dt dt
Le résultat de la sommation indiquée plus haut pourra des lors
s’écrire assez simplement, et 'on obtiendra sans difficulté

Ml ]~ 0~

d 2 2
L,:E(Ap——Fq-—Er—i—a)—l—D(l‘ —q*)
+(C——B-)qr+ Fpr—»Ep(/—f—q'y—-rﬁ.

Voila sous sa forme définitive une de nos trois équations, et les

deux autres s'en déduisent par de simples changements de lettres; ce
sont :

d ' .
M, = Z(Bg—Dr —Fp 4 g) + E(p*— r*
+ (A —C)pr+ Dpg — Fgr + ro— py
et
d
Ny= Z(Cr—Ep—Dg +9) + F(g* — p?)
+ (B— A)pq—l—Eqr—Dpr+pﬁ——qa.

Nos équations se simplifient beaucoup quand on choisit les axes.
Oxy, Oy,, Oz, de maniére & avoir toujours

D=o, E=o, F = o,

en sorte que les axes Ox,, Oy,, Oz, soient a chaque instant, pour
le point O, les trois axes principaux d’inertie du systéme variablc i,
m's m’,...; on le peut, car la condition de rectangularité que nous
avons imposée senle aux trois axes Ox,, Oy,, Oz, est remplie, comme
on sait, par les trois axes principaux d'inertie d’un corps relativement
a un point quelconque.
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Il nous vient alors

d.(Ap+«a
LAPE2) (€~ B)gr+ gy —rf =L
LBI+E) (A —C)pr+ ra — py=M,
d.(Cr+
LT 4 (B —A)pg+pp—gu="Nu

Ces équations si simples trouveront, je crois, de nombreuses appli-
cations.

En les multipliant respectivement par a, b, ¢, puis ajoutant, et se
rappelant que, d’apres un théoreme d’Euler sur les moments des forces,

al, + M, +cN, =1L,

on en déduit

d.(Ap + «) + bd.(Bq+ B) +e d.(Cr-+7)

IJ: a dt i dr

4+ (Ap+a)(br—cq)+ (Bg+ B)(cp—ar)+ (Cr+)(ag — bp;.
Observant ensuite que
d db dc
br—cq-:-a;, cp — ar= = aq — bp = 7>
on en conclura

L=%[a(Ap+a)+b(Bg+p)+e(Cr+y)l

De méme
M= L[a (Ap+a)+ b (Bg+ B)+ ¢ (Cr+ )],
et

d " "/ 1 -
N=—{a (Ap+a)+b (Bq—b—ﬁ)—‘%—c (Cr—+ )}

Si, au lieu d’opérer sur les formules simplifiées; on avait opéré sur
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les formules générales, le résultat, que je présente sous une formule
plus simple en effectuant une intégration par rapport at, dont I, M.
N sont des fonctions au moins implicites, aurait été

det:a(Ap-Fq—Er+ o)
+b(Bg—Dr—Fp+ §)
+¢(Cr—Ep —Dg—+7v),

flMdt:a’(A'p— Fg—Er+a),
+bBg—Dr—TFp+f)
+¢'(Cr=Ep—Dg+ 7v),

f.th =a'(Ap—Fq— Er+ a)
+ & (Bg—Dr—Fp+ )
+ ¢"(Cr—Ep—Dg+ 7).

En différentiant ef remplacant les dérivées dea, b,..., par leurs valeurs
W br— ¢ Itipliant les équations ainsi obtenues par a, @’
P r—cq, ..., multiphant les equations ainsi o tenues par «, a
a’ et faisant la somme, puis répétant le méme calcul avec les multiphi-
cateurs b, b, b, ou ¢, ¢, ¢”, enfin se rappelant que

L,=aL+ aM+ a"N,
M,=bL+ UM+ /"N,
N,=eL+ ¢M+ ¢"N,

on retrouverait les valeurs de L,, M,, N, dont nous sommes partis; en
sorte que si les derniéres équations étaient établies directement, les
autres ¢'en déduiraient avec facilité. Cette marche est celle de Poisson
pour le probléme deé la rotation des corps dans le XV* Cahier du Jour-
nal de I’Ecole Polytechnique. Ty reviendrai tout i heure, et Pon
verra qu’elle est fort simple. Je me borne actuellement a faire observer
que si les sommes de moments L, M, N sontnulles, lenrs intégrales
seront de simples constantes, /', [”, d’oti il suit que 'on aura ces trois’

RTINS
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intégrales
l=a(Ap—Fq—Er+a)
+b(Bq—Dr—Fp+ f)
+¢(Cr —Ep-—-Dg+7y),
I'=a(Ap—Fq —Er+a)
+ & (Bg—Dr—Fp+f)
+ ¢ (Cr—Ep—Dg+ ),
"=a"(Ap—Fq—FEr+a)
+ 6" (Bq—Dr—Fp+ B)
+ ¢ (Cr—Ep—Dg—+ 7).

Ce sont les intégrales que devait naturellement fournir ici le principe
de la conservation des aires. On peut encore les mettre sous cette forme

Ap—Fg—FEr+a=al+adl +al,
Bg—Dr—Fp+B=0bl+ 61+ b1",
Cr—Ep—Dg+y=cl+c'l'+ 1"

Les treis coustantes I, I, 1" se rapportent aux aires décrites sur les
plans respectifs des yz, des xxz et des xy. Si I'on pose

/i:: \/12_4_ VE T+ 1112,

k exprimera l'aire maxima, qui répond, comme on sait, 4 un certain
plan, fixe aussi et facile 3 déterminer, que Laplace a nommé le plan
invariable. Rien n’empéche de prendre ce plan invariable pour plau
des xy : alors on aura

l=o0, l'=0, lI"=k;
et nos trois intégrales se réduiront a

Ap —Fqg —Er+ o=a"t,
Bg—Dr—Fp+ B=¥bk,
Cr—Ep—Dg+y=ck

En exprimant les cosinus a”, b”, ¢” au moyen des trois angles 6, o,
dont il a été question précédemment, et dont Poisson s'est servi
q , 5
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imitation d’Euler, nos derniéres formules deviennent
sin 0 sin ¢ = ——-%(Ap— Fg—Er—+a),
sin G cos g = —%(Bq——Dr—Fp—i—ﬁ),

cos § :-}(Cr—Ep — Dg + 7).

Elles se simplifient beaucoup quand on a
D=o0, E=o0, F=o,
et plus encore si I'on a, en outre,
«=o0, fB=o0, y=o,

ce qui arrivera dans un probleme dont nous nous occuperons plus
tard. Elles se réduisent alors a

. . A . B C
sm@smgo:——f, sm@cosgp:—Tqa cos@:—,{;

et ressemblent par conséquent a celles qu’on trouverait pour un sys-
teme de forme invariable : seulement ici A, B, C ne sont pas des con-
stantes.

Iv.

Appliquons maintenant a I'objet de nos recherches la méthode sui-
vie par Poisson dans le Journal de I’Ecole Polytechnique. Cette mé-
thode prend son point de départ dans les équations

Em(‘\yi—f -—-zj—{):ILdt,
Em(zgf——xj—j):fMd:,

Zm(x%—]%)zfl\*dt,

qui ne sont que du premier ordre, et dont la transformation nexige

Tome I (a¢ série). — Janvier 1858. 3
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par cela méme que des calculs moins longs, ce qui compense I'incon-
vénient qu’elles ont de ne pas conduire tout d’abord aux équations
séparées entre p, g, 7 et L. '
Au moyen des formules
x=ax, + by, + cz,
y=ax + by, +cs,

z=a'x,+ by, + "3,

et de celles-ci qu'on en déduit, comme nous Vavons vu,

dr dx,
ﬁ: a gz, — ry,) + b (re,—pz)+c (pyi—qx)+a 4 + b =+ e

d d
d—{: a (gz,— ry,) + b (re,—pz)+ ' (py,—qx,)+ a 75:‘ + b4 s

dz " ” ’" ﬂdzl
= = a'(qz—ry) + b (re,— pz,)+c (pri—qe)+a" — + b

I/z_i._y_l + Cl/

on formera les valeurs des trois expressions

dz dy dx dz dy dz
Y 7 4 7 2o — X ——

celle, par exemple, de

sera

p d. 1 i
(bc' — cb') (PJ’? — g, ¥y — X, 3,4 p2i+ ¥, % — 7, %)

d dx
+ (ab'— ba') (rxf—— px, 3, —q¥. s+ Yy} +x,—3—t‘ -7, T;)

dz, d
+ (ca’ — ac') (qz? — 1Y = pE i g B — z‘>

Mais on a

be' —cb=a", ca —ac'=1"8", ab—ba=c";
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clle deviendra donc

”

a

" [ b d.Z‘.
+ b ‘](Z'i"“r%)_’"]ﬁzi"‘P-Tl_)ﬂ‘*‘zaj“

—+ C

"

Lp(f‘;’ + 2}) — qx, j,—rx,z,—k)’.dz'

_

9

dy,
5]

dz,

Xy E

Pty — peis — gz 25—y 5

En la multipliant par m, et sommant pour toutes les molécules m,

m', m’,..., pour lesquelles les cosinus a”,

en conclura

la valeur de

zm@ Lﬁ

qu’il faudra égaler 2

det.

En posant, comme plus haut,

b, ¢” ne changent pas, on

A= m(yi+s), B=3Xm@Ei+ad,  C=Fmaxi+yl)

:me4z1, E:me,z., F:meofn

et

(‘)"l 7[- — 3 z [

dz. dz,
= Zm (z. ax dzt)
y = 2 m( dyl d.z:l)

g — V&

dz, dy.)

la valeur définitive de

> m <xj—{—~jj—:>

se trouve étre

a’"(Ap —Fg—Er + a)
+ b (Bg —Dr—Fp + B)

+ ¢"(Cr —Ep —Dg + 7).
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Ainsi l'on a

f Ndt =a"(Ap — Fqg — Er 4+ a)

+ & (Bg—Dr—Fp+ )

+ ¢"(Cr—Ep —Dgq + 7),
et de méme

fMdt:a’(Ap— Fg —Er + a)
+ & (Bg—Dr —Fp+ f)
+ ¢ (Cr— Ep —Dqg —7),

(

det:a Ap—Fq—Er + a)

+b(Bg —Dr — Fp—+ f))
+ c(Cr — Ep —Dgqg + 7).

Ce sont les équations que nous avions obtenues en dernier lieu dans le
paragraphe précédent, et a leur tour elles peuvent mener aux équa-
tions différentielles entre p, ¢, r, ¢, débarrassées des cosinus a, b, c,....
Nous n’avons rien 2 ajouter & ce que nous avons dit plus haut sur ce
sujet.

V.

Pour donner une application simple de nos formules, considérons
un corps solide de forme entiérement symétrique par rapport & trois
plans rectangulaires y, 0z,, z,0x,, 2,0 y,, comme l'est, par exemple,
un ellipsoide, mais comme peuvent I’étre une infinité d’autres corps:
supposons la matiere, homogéne ou non, qui le compose, répartie
symétriquement aussi, de sorte que la densité soit Ja méme pour
les huit éléments que I'on peut concevoir aux huit points dont les
coordonnées ont les mémes valeurs absolues (x,, 7,, z,); admettons
enfin que la température soit la méme, non pas en tous les points, mais
pour chaque groupe de huit points défini par la formule

(£ ay, = r, i_-zi)y

cette température pouvant d’ailleurs varier avec le temps sous une
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influence qui n’altére pas Iégalité indiquée. Le point O sera d’abord
et restera toujours le centre de gravité du corps, et les axes Ox,,.
Oy,, Oz, seront d’abord et resteront toujours aussi des axes princi-
paux d’inertie, de maniére qu’en les prenant pour ceux de nos for-
mules, on aura

D =o, =o0, F=o.

Quant aux moments d’inertie A, B, G, ils varieront avec le temps,
puisque la forme du corps change par suite des changements de tem-
pérature. Si donc on suppose le corps mis en mouvement d’une ma-
niere quelconque et abandonné ensuite A lui-méme, son mouvement
de rotation ne pourra pas étre déterminé par les formules ordinaires
qui supposent 4 A, B, C des valeurs constantes; mais il pourra Vétre
par nos formules, ot 'on devra faire non-seulement

5 F=o,
mais encore

puisque, d’apres les conditions de symétrie admises plus haut, les
., dy, . ,
sommes des quantités max, —7 "+ faites pour les masses égales m aux

huit points du groupe (% x, £ y,, = z,) ne peuvent manquer
d’étre nulles, comme les sommes des produits mx, y,, mx,z,,. .
Cela réduira nos équations différentielles entre Ps g, r et t i
celles-ci :

d.A .

dtp+ ((‘—B)qr: O,
d.Bg

e —f—(A-—C)pr:o,
d.Cr

7~ T (B—A)pg = o,

et permettra (en prenant pour plan des xy le plan du maximum des
aires) de se servir des intégrales écrites A la fin du § HI, savoir :

. . A . B
smﬁsmgo:«-/;e, sm@cosgo::——g, cosG:CTr,
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dont la somme des carrés donne
A2P2+B2q2+cﬂr2:k2.

Voila une premiere intégrale des équations différentielles entre p, ¢, r
et £. Si I'on en trouvait deux autres, p, ¢, r seraient exprimes en
fonction du temps, par suite aussi § et ¢, et enfin ¢, au moyen de la
formule

rdt = dgo — cos0dy.

Les angles 8, ¢, ¢ déterminent a chaque instant la position des axes
Ox,, Oy,, Oz, par rapport auxquels on se représentera aisément la
situation des diverses parties du corps lui-méme, dont le mouvement
relativement a ces axes est fourni par la loi supposée connue des varia-
tions de température. Dans les hypothéses que nous avons faites, les
points placés d’abord sur les axes Ox,, Oy,, Oz, ne peuvent que
glisser le long de ces axes; les autres points peuvent avoir des mouve-
ments relatifs plus compliqués; mais ces mouvements, qui ne dépen-
dent que de la loi de variation de la température et de la nature du
corps, n’influent sur nos formules qu'autant qu'ils rendent variables,
suivant une loi que nous supposons donnée, les moments d’inertie
A, B, C. Ainsi, dans nos équations différentielles,

d.Ap
——dt—--i-(C-—B)qr:o,
d.Bg "

— + (A —=C)pr=o,
d.Cr

iy (B~ A)pg=o0,
A, B, C désignent des fonctions connues du temps.
I intégrale
Arp + B+ CPr? = A,

qui n'a été obtenue que par un moyen peu direct, se déduit facilement
de ces équations différentielles en les multipliant par les facteurs res-
pectifs Ap, By, Cr et faisant la somme, qui se trouve €tre une diffé-
rentielle exacte.
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On aura sur-le-champ une seconde intégrale, si deux des moments
d’inertie sont constamment égaux entre eux, si par exemple on a
B=A, ce qui arrivera pour un corps semblable & lui-méme tout autour
de I'axe Oz,.

Alors

par suite
Cr = const. = C,r,,

I'indice o marquant la valeur pour ¢ = o.

Ainsi
_ Gy
r=g
et
J— Cf‘ -— Cora p—
cosf = + = —& = const.

L’angle § est donc constant. En le traitant comme tel dans la for-
mule
Ap = — ksin0sing,
on en conclut

d.Ap
de

= — ksin@cosgog?,

et cette valeur portée, ainsi que celles de ¢ et de r, savoir :

ksin b cosg k cos g
q = - '_—--B 2 r = 3 »
dans la formule
d.Ap
7 +(C—B)gr=o,

ou, du reste, on doit faire B = A, donne

de C

= = — k cos@

— A-‘
AC !
d’ou

¢ = @, — kcoﬁl C;}Adt._-

" ' i (R TR R IR
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Enfin la formule

rdt = do — cosGdy

td
LP:!.PO—/{"[(; Kt'v

et acheve la solution du probleme.
Les équations

donne

d.A
—TZTE+(C—B)qr= o,
d4.B

—Z”—C]-—I—(A — C)pr = o,
d.Cr

— + (B— A)pg = o,

peuvent encore étre intégrées rigoureusement, si les quantités A, B, C,
d’ailleurs inégales entre elles, varient suivant la méme loi d’une époque
3 une autre, c’est-a-dire si les valeurs initiales A, B,, C, se trouvent
altérées proportionnellement au bout du temps quelconque ¢, de ma-
niere que

A=A, f(¢), BzBof(t% C:cof(t)’

la fonction f(¢) étant partout la méme. En effet, si 'on pose alors

pflty=u, qf(t)=v, rf(t) = w,
et .
todr

—_—

o Se) T 7

nos équations deviendront

d

Ao§%+ (Co — By) vw = 0,
d

B, 5 -+ (Ag — Co) uw = o,

di
VCodL: + (B — Ao)uv = 0;

elles seront donc entiérement semblables a celles du mouvement de
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rotation d’un systéme de forme invariable et s'intégreront comme elles.
On aura d’abord ces deux intégrales

Agtr + Byo? 4+ Cyw? = const.,

et

Alu® + Blv? + Clw? = const.,

qui donneront « ct v en fonction de w, apres quoi T s’exprimera aussi
en fonction de w par une (iradrature.

e et O O GRS ———

v

Tome i { 2¢ sévie). — Javvier 1B58.



