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PURES ET APPLIQUEES 43 

SLR 

QUELQUES INTEGRALES ELLIPTIQUES; 
PA» m o. schlômilch [·] 

C'est par des substitutions imaginaires que Jacobi a trouvé les va-

leurs des intégrales 

1 w^)d*· 

ι 

r\i^pL
dh 

1 

f*tJrMd?> 

dans lesquelles A(k, φ) désigne y'i—A:
2

sin
2

ip; mais on peut arriver 

aux mêmes résultats par des transformations réelles, comme je vais le 

faire voir. 

En prenant la dérivée par rapport à ρ de la formule connue 

l 
- 7C 

f sia3p~' ω ri ω = — ο > ο. 
on obtient 

2 ί sin ω sin2p 1 ω f/ω = - —!-Lr. — 

_ yÇ Τ (ρ) f' χρ-i— ,rP~' 

~ 2 Γ(ρ+ΐ)Λ ι—.τ 
soient de plus 

ρ — η + Μ χ — ζ3, 
et l'on aura 

I 

Ιι | Zsinw sin2 ωαω = — ^ Ι 5 «> 

[*] En insérant cet article, je crois devoir rappeler au lecteur les belles recherches 
que M. William Roberts nous a données sur le même sujet (ire série, tome XI, page 471, 
et tome XII, page 455). J. LIOUVILLE. 

6.. 
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Cette formule donne par exemple ce résultat très-connu 

(») 

J 

f lsino)du = — - f dz = — - 12 · 

Si « est un nombre positif et entier, on a de plus 

(3) 

I 

Γ ' ίβ,ηω sin-Ws, = - ΐ Γ — 
Λ 2 2.4-6...(2«) JQ I Η- Ζ 

= — y -, r ( 1% — — Η . . . -f- — ] · 

A l'aide des formules (2) et (3), on trouve encore 

τ^τ- = / , —' ι>'> — '; 

et en effectuant l'intégration indiquée dans le second membre, on en 

conclut 
t 
- π 

JC2 I sin ω άω π ι
 Ί/

 / 

ou bien 

(4) 

( 

Γ*2 I sill tot/ω π ι ^ /ι -+- y'1 — / ®\ π lr 
J0 1 —/-'sin'eo ~ 4/1 — r' — — s/i- /■2 * 

Cette formule qui n'était pas connue, ce me semble, conduit immé-

diatement à la première des intégrales cherchées. En effet, prenons 

r = A sin φ, et multiplions par df l'équation (4), puis intégrons entre 

les limites <p = o et φ = — π ; il nous viendra 

(5) 

I I 

C2 , l sinwrfw 

Jo Jo 1 — ki sin'? sin2ω 

ι ι - τ -π 
π Γ2 dy , Γΐ-Ι-Α(Α, φ)1 π Γ2 ί (Λ- si Π φ ) ί/φ 

4 Jo Μ*»?) L1 —Δ (^» ¥)J 2 Jo Δ(*>?) 



PURES ET APPLIQUÉES. 45 
L'intégrale qui forme le premier membre se transforme en 

I 1 ! 

I (SinUflM I T— 7—Γ—-r-r—= - I - ■ : 
Jo Jo cos ?-+-(!— *' sm'«) sin1 ® ι J

Q
 — Λ2 sin'ω 

la première intégrale du second membre a pour valeur π Κ' [*], comme 

on sait; la seconde intégrale est égale à 

Ik. K+ Γ 

Jo ' 

au moyen de ces substitutions, on parvient à l'équation 

I I 

f2* lsm<*dv_ = __ *K,_Klk __ Γ 
Jo \jl — p sin2ω 2 Jo <?) 

Les intégrales à gauche et à droite sont identiques ; il s'ensuit 

(6) 
I 

Γ --Rtt-ijrK'. Jo 2 4 

Quant aux autres intégrales cherchées, elles se déduisent aisément 

de l'intégrale précédente. En faisant usage de la substitution connue 

tangçp — ρ cot ψ, on trouve d'abord 

13i * 2 £ d&- i 1 , - IT 2 dA = K Ik’ I 1 – CT 2 [d'h A(*> ?) ¿ÍM-l AtAiO 

et, par conséquent, 

(7) 
£''■$$ = τ™· 

[*] Nous nous servons ici et plus bas de la notation connue de Jacobi dans ses Fundamcntci nova. 
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Ensuite on a, par la même substitution, 

1 I 

fjjp?
 d

 Γ*1*'+Ιάη*-Ι*(ί,ν^ 

ou bien 

(8) 

I 

Γ* - 7
πΚ

'· 

La formule (6) conduit directement au développement de Κ suivant 

les puissances de k' (LEGENDRE, chapitre XIV) ; en changeant entre eux 

k et k', on a d'abord 

K == - R7 7T ¿MX - 7t ‘2 I sin <p \{k', <p) dtp. 

Maintenant il suffit de prendre 

Î ι-=,+(ι) v + (i^|) v+(rfl)'*"+· · ·. 

Δ (k\ ψ) = ι -4- ^ k'2
 sin

2 ψ + k'" sin4 ψ -+- . . ., 

et d'effectuer les intégrations à l'aide des formules ( 2) et (3), pour avoir 

sur-le-champ 

*=^Μ0Ί^ΜΜπΠ'(ί)-'-

+
 V2.4.5J |_ \*7 3-4 5.6J +·■·' 

comme Legendre l'a trouvé d'une autre manière. 

Dresde, 5 janvier 1857. 


