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PURES ET APPLIQUEES. 409

AAAVATLALTAAM TAAAAA AR VIA VAAAAA MAARA WA VI wa

DEMONSTRATION DU THEOREME ENONCE DANS I’ARTICLE
PRECEDENT;

Par M. J. LIOUVILLE.

On admet que, pour tout nombre entier, pair ou impair, m = idd,

on a
(A) - 3 f(d)=F(m),

le signe sommatoire du premier membre s’appliquant a tous les divi-
seurs d de m, et 'on demande d’en conclure la valeur de

S (=)

Comme dans le cas de m impair, I'exposant ¢ — 1 est essentielle-
ment pair, on a alors tout de suite
g—1

S (= T (d) = S f(d) = F (m).

e cas de m pair, m = 2n, est donc le seul dont nons ayons a nous

occuper.
Distinguons les valeurs impaires de ¢ des valeurs paires, en désignant

les premieres par &, et les autres par ¢,. Comme on a
d= rg ,
les valeurs de d se partageront aussi en deux classes, et I'on aura
d—1 m "m
S0 T =31(5) - 2 F);

les sommes a faire au second membre étant respectivement relatives
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4 d, etd d,. La formule (A) pourra aussi s'écrire
fm - m
Appliquons cette méme formule { A) au nombre n on ; Il est clair
que T est un diviseur de ce nombre, puisqu’il donne le quotient en-

- I .. .. 7
tier ~ d3. Réciproquement tout diviseur 4 de —: devant donner le quo-

tient entier

on en conclut que

m m
k===
2k ’

&

en prenant pour d, le diviseur pair 2/ de m. Les diviseurs de m sont

“donc exprimés par ?, et la formule (A) nous donne en conséquence
m m
3/(5)=1(2)

En retranchant le double de cette équation de I’équation obtenue
plus haut,

37+ 3/(Z) = rim,

on trouve

S/(F) = Zs(5)=rm—ar(2),

et par conséquent

B B=0T S =Fm) = (1),

ce qu’il fallait démontrer.
Dans un curieux travail inséré au tome 1V de la 6° série des Memoires
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de I’ Académie de Saint-Pétersbourg , M. Bouniakowsky a été conduit
4 s'occuper d’une expression qui, avec nos notations actuelles, peut

s'écrire
2 (— I)a d,

ou, en changeant le signe,
Si—n

Quand m est impair, on a évidemment

Z(——I)Ed:—fm,

en désignant avec Euler par fm la somme des diviseurs de m.

M. Bouniakowsky arrive aussi 4 une expression simple quand m est
une puissance de 2. Mais il ne parait pas avoir vu qu’en général on

a, pour /m pair,
G —i m
Z(——u) d:fm—-zf—z—,

comme cela résulte de notre formule (B), en y prenant f (/) = d,
ce qui réduit la formule (A) a I'identité

Zd::fm.

Ainsi, pour m pair, on a cette formule élégante

2(—-1)6({:2['—:-—‘[”1,
qui pourra servir a compléter ert un point de détail le beau Mcéoire
de I'habile géométre que nous venons de nommer.

Le Mémoire de M. Bouniakowsky est intitulé : Recherches sur clif-
Jérentes lois nouvelles relatives a la somme des diviseurs des nombres.
Il a été présenté 4 I’Académie de Saint-Pétersbourg le 11 février 1848
et imprimé la méme année. Faurais dit le citer (dans le cahier de sep-
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tembre 1856) a I'occasion de la formule

E[n—5g~(i2tl)]f(nn+?——mﬂ-—m)=o;

car cette formule est une de celles que donne M. Bouniakowsky qui,
lui aussi du reste, ne la présente que comme la conséquence immeé-
diate et évidente d’une équation de Jacobi bien connue. Au surplus,
si jai manqué ici de mémoire, nos lecteurs y gagneront: je me pro-
pose, en effet, de mettre bientdt sous leurs yeux une analyse détaillée
que M. Bouniakowsky (a cette occasion méme) a faite de son travail
pour le rappeler aux géomeétres. Cet extrait en donnera une idée exacte
et fixera I'attention des savants sur un genre de recherches qui offre
beaucoup d’intérét.




