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GENERALISATION D'UN THEOREME DE L ARITHMETIQUE
INDIENNE;

Par M. J. LIOUVILLE.

On trouve dans les productions arithmétiques des Indiens un grand
nombre de théorémes dont la démonstration est i la vérité bien facile
aujourd’hui, mais dont I’élégance frappera toujours. Tel est celui
d’apres lequel la somme

124 28 3 - o,

des cubes des nombres naturels, est égale au carré de la somme des
nombres eux-mémes, ¢’est-a-dire est égale a

(t+2+34+... +n)

Pour généraliser ce théoreme. éerivons-le d’abord (en remplacant n
par 1 + ) sous la forme abrégée

2(1 + o' = [2 (v + a’):r,

les sommations étant relatives i o', qui doit prendre successivement
les valeurs o, 1, 2,..., a — 1, a.
St £,..., 7 désignent d’autres entiers, on aura de méme

Stu+r= o+
D+yr= [2 (1+ 7’)]2:

les sommes étant prises de 3’ = o a f=F ,dey=oay=y.
Or, en multipliant toutes ces équations membre i membre, il vient

Z"'Z('+a')3"'(]+7,)3: [22(1—!— 08’)-..(1 —f—')”)]z
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D’un autre coté, si l'on considére un nombre m décomposé en fac-
teurs premiers, de maniére que

m=a”b? .. ¢,

on voit qu'un quelconque de ses diviseurs (1 et m compris) peut étre
représenté par

!

d=a” b .. . ¢,

«’ variant comme ci-dessus de o 4 o, f'deoa f3,..., 7 de o & 7. De
plus, en désignant par § () le noinbre des diviseurs de d, on a

) =(+a) (1 +f)... 1+ 9.

L’équation 4 laquelle nous sommes arrivés plus haut conduit done
a cette formule curieuse

o =|[Xs@]’

ou le signe Z s'applique a tous les diviseurs d, et qui se présente, on

le voit, comme une simple généralisation du théoreme indien.

Pour donner un exemple de I'utilité¢ dont cette formule peut étre dans
la théorie des nombres. supposons que m soit un nombreimpair n’ayant
que des facteurs premiers de la forme 4 p -+ 1. On sait que £ (m) ex-
prime alors le nombre des décompositions du double de m en_une
somme de deux carrés impairs, ¢’est-a-dire le nombre des solutions de
Péquation

2m = x*+ y?,

a, y désignant des nombres impairs positifs, et deux solutions étant
regardées comme différentes quand x et y n’y ont pas identiquement
les mémes valears.

1} est clair que d sera aussi un nombre impair n’ayant, comme m
qu’il divise, que des facteurs premiers de la forme 4 P+ 1, et que §(d)
sera le nonibre des décompositions de 2/ en une somme de denx
carrés impairs.

S e T [ R R TR SN R NEERREEENERRRRENS [ tin



PURES ET APPLIQUEES. 395

Cela étant, notre formule fournit le théoréme que voici :

« Etant donné un entier impairement pair et qui n’ait aucun facteur
» de la forme 4 p + 3, décomposez tous ses diviseurs pairs (dont I'en-
» tier donné lui-méme fait partie) en une somme de deux carrés im-
» pairs, et cherchez pour chaque diviseur le nombre total des décom-
» positions en deux carrés dont il est susceptible : lasomme des cubes
» de ces nombres sera ¢gale au carré de la somme de ces nombres
» eux-memes. »

Ainsi 5o ot 2.25 a les trois diviseurs pairs 50, 10 et 2. On trouve
pour le premier trois décompositions :

5o = 7%+ 1?2 = 1? + 7* = 5% + (%
pour le second, deux décompositions :
0= 3%+ 1?= 12+ 32;

enfin, pour le troisieme,.une seule décompusition :

2 =14+ 1.
¥t 'on a bien

3%+ 2% o+ 1 = 6%
Ainsi encore 130, ou 2.5.13, a quatre diviseurs pairs
t30, 26, 10, 2,
pour lesquels les nombres de décompositions sont respectivement
he 2, 2, 1,
et 'on a, conformément 4 notre théoréme,
s A P2t 1P =gt

Ce théoreme subsiste, au surplus, méme pour un nombre impaire-
ment pair ayant des facteurs premiers de la forme 4 . + 3, mais sous la
condition que ces facteurs soient tous inégaux.

Ainsi 70 ou 2.5.7 a les quatre diviseurs pairs 70, 14, 10 et 2 dont les
deux derniers seuls sont décomposables en une summe de deux carrés,

bo..
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savoir ro de deux maniéres g +1, 1+ g, et 2 d’une seule maniere
1 + 1 : de la les nombres o0, 0, 2 et 1 pour lesquels on a bien

o' +0° +2° +1°=(0o+ 0+ 2+ 1)

Mais le théoréme ne s’applique pas aux nombres divisibles deux ou
plusieurs fois par un méme nombre premier de la forme 4 p + 3. Pre-
nons, pour fixer les idées, le nombre g8 on a2.7%. 1l a trois diviseurs
pairs 2, 14, 98 dont le premier et le dernier se décomposent d’une
seule maniére cn une somme de deux carrés; le second se refuse i cette
forme : nous avons donc ici les trois nombres 1, 0, 1, et la somme de
leurs cubes est 2, tandis que le carré de leur somme est 4.

Jindiquerai, en terminant, une autre conséquence du théoréme in-
dien rappelé plus haut. Continuons i désigner par d un diviseur quel-
conque de m, et soit ¢ le quotient de m par d, en sorte que m = d. ¢
En représentant par ¢, () la somme des nombres premiers & m que
contient la suite 1, 2, 3,..., m, et par ¢;(m) la somme de leurs cubes,

on aura
) 2
2&3?3 (d) = [Z&(P‘ (d)] :
le signez s’applique naturellement & tous les diviseurs . Iéquation

que je viens d’écrire résulte immédiatement du théoréme cité, combiné
avec la formule générale

Ndo(d)=r+ 2+ F+ ..+ m,

que j'ai donnée au tome XLIV des Comptes rendus (page 753), et ou
o0, (m) marque la somme des puissances s des nombres premiers
4

4 m contenus dans la suite 1, 2, 3,..., m.

SO0 o




