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SUR QUELQUES FONCTIONS NUMÉRIQUES; 

Pab m. j liouville. 

( Troisième article. ) 

Je conserve dans ce troisième article les notations des deux précé-
dents. On se souvient que dans le premier article (inséré au cahier 
d'avril) je me suis occupé de quatre fonctions numériques bien connues 

φ (m), J m, ζ (m), θ {m), 

exprimant respectivement le nombre des entiers premiers à m et non 
plus grands que la somme des diviseurs de m, le nombre de ces di-
viseurs, enfin le nombre de manières dont m peut se décomposer en 
deux facteurs premiers entre eux. Dans le deuxième article (inséré au 
cahier de juillet) j'ai ajouté la fonction λ (m) qui, pour m — 1, se ré-
duit comme les autres à l'unité, et qui, pour m décomposé en facteurs 
premiers sous la forme 

m = a" F .. . c', 
donne 

λ (m) = (- + 

Comme on peut, sans inconvénient, ôter un nombre pair de la somme 
α -+- β -l-... -+- γ qui sert d'exposant à — 1, on voit que cette définition 
revient à dire que la valeur de λ (m) est 1 ou — 1, suivant qu'après 
avoir divisé m par le plus grand carré qui le mesure, on trouve les 
facteurs premiers (nécessairement inégaux) que la division laisse subsis-
ter, en nombre pair ou en nombre impair. On reconnaît ainsi que λ [m] 
est une des fonctions numériques qui figurent dans les Fundamenta 
de Jacobi. 

Quoique j'aie donné déjà un assez grand nombre de formules plus 
Tome U (îîe série). — NOVEMBRE I85-. /,8 
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ou moins curieuses concernant les fonctions 

ψ (m), f m, ζ (m), θ (m), λ (m), 

je ne crois pas déplaire à nos lecteurs en revenant encore sur ce sujet, 
non pour épuiser la matière, qui est vraiment inépuisable, mais pour 
montrer combien peuvent offrir de variété ces théorèmes, même bor-
nés ainsi à la considération d'un petit nombre de fonctions. 

Je m'en tiens, au surplus, cette fois encore, à un simple énoncé, 
auquel je joins un exemple numérique qui en fixe mieux le sens, 
et qui d'ailleurs est une sorte de garantie contre les fautes d'impres-
sion. 

Désignons donc, à l'ordinaire, par d un diviseur quelconque du 
nombre entier positif m, et par â le diviseur conjugué qui donne 
m ~ d. d. 

Nous aurons d'abord cette formule : 

(JM »(</)= y*9(d\, 

où le signe ̂  s'applique, comme d'habitude, à tous les diviseurs d 

Soit, pour exemple, m — 6. Cette formule nous dit que les deux ex-
pressions 

?(36)9(i)+ 5(9)9(2) + Ç (4) <? (3) + 5(0® (6) 
et 

6 0(0+ 35(a) + 20 (3) + 0(6), 

doivent être égales entre elles. Leur valeur commune est en effet ao. 
J'écris ensuite cette autre formule, où ζ (â2) figure également : 

(II) ître elles. Leur valeur nominili» 

Pour m = 6, il faut donc que les deux quantités 

5 (36) + 2ζ ( g ) + 3ζ.(4) + 65(I; 
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et 

θ (6)y ι + θ (3) Jt. -+■ $ (2) j*3 + θ (ι) j*6 

soient égales entre elles; elles ont, en effet, 3o pour commune valeur. 
On trouve encore ζ (ci2), mais cette fois avec λ (if), dans la formule 

(im ^ ζ (#*) l(d) = ζ (m). 

C'est, pour m = 6, l'identité 

ζ (36) - ζ (9) - ? (4) + ζ (0 = 9 - 3 - 3 + 1 - 4 = ζ (6). 

De la formule (III) je rapproche celle-ci : 

(IV) £ ζ (ci)2 λ (if) 0 (if) = ζ (m), 

où l'on η a plus ζ (ci2), mais bien ζ {âY. Pour m — 6, la formule (IV) 
donne l'identité 

16 — 4.2 — 4·2 + 4 — 4· 

On conclut d'ailleurs des formules (III) et (IV) comparées: 

Σζ(*)η(ά)θμ) = Σζ( à*)\(d). 

A présent voici une équation entre les seules fonctions ζ et ψ : 

(V) 2?(^)?(^)?(^) = Σ^(0· 

L'exposant μ est un nombre entier positif. Si pourtant on voulait faire 
μ = o, on aurait encore un résultat exact, car on retomberait sur la 
formule (4) de notre premier article. Appliquée à m =. 3, la formule (V) 
se réduit à l'identité : 

ζ(3)ζ(3*) + φ(3) = ζ(32'") + 3, 

dont les deux membres sont égaux à 2 μ -+- 4-
48.. 
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En voici une autre entre ζ et θ : 

(VI) Σπ*)ζ{Ί)ς(<ίμ) = Σζ(ά*)ζ(ά"1)-

Pour ira = 3, c'est l'identité 

δ(3)+ς(3Κ(3«) = ζ(
9

) + ζ(3^): 

la valeur commune des deux membres est ι μ -+- 4· 

Enfin en voici une entre J" et ζ : 

(VII) 2ï(<r*) /rf = 2#çw?(<'')· 

Pour ira = 3, elle donne ce résultat exact 

ζ (3'3μ) -f- f 3 = 3-hÇ(3)Ç(3") : 

la valeur commune des deux membres est ι μ + 5. 
Je répète pour les formules (VI) et (VII) ce que j'ai dit pour la for-

mule (V), relativement à l'exposant μ. Cet exposant est entier positif, 
mais on peut aussi Je prendre égal à zéro : quand on lui donne cette 
valeur, la formule (VII), par exemple, se réduit à la formule (3) de 
notre premier article, et, par conséquent, reste exacte. 

Jusqu'ici le signe ^ portait sur les diverses valeurs du diviseur d 

et concernait tous les diviseurs de m. Nous allons maintenant le mar-
quer d'un accent, et désormais il ne portera plus que sur les diviseurs 
D dont le carré D2 divise aussi ira. Cette notation a déjà été employée 
dans nos premiers articles. 

On a 

(VIII) 2V
d
k(S)=2'

d9
(b;)' 

Soit, comme exemple, ira = 6; on n'a qu'un seul diviseur carré D2, 
savoir ι ; ainsi on n'a à considérer que la seule valeur D = ι, et la for-
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mule (VIII) se réduit à 

ζ (6) = 6(6), 

ce qui est exact, les deux membres étant égaux à 4· 
Soit encore m = 4 5 alors D a ces deux valeurs ι et 2, et la for-

mule (VIII) exige que 

φ(ι) ζ (4) +■ qp(a)Ç(i) — θ (4) + »®(ι) ·' 

or cela a lieu en effet, puisque 4 est valeur commune des deux 
membres. 

On a également 

(IX) 2'0(
d
K(;?)=2?I

d
')
s

(5·)· 

Prenons pour exemple le nombre 32 pbur lequel on a trois valeurs de 
D, savoir D = 1 , D = 2, D = 4· Ra formule (IX) exige que les deux 

quantités 

6(0ζ(32) + 6(2)ζ(8) + 6(4)ζ(2), 

et 

Ç(i)*(3a)4-Ç(4)0(») + Ç('6)Ô(2), 

soient égales entre elles; elles ont, en effet, 18 pour valeur commune. 

On sait que θ {m)= i'J, ν désignant le nombre des facteurs pre-
miers inégaux de m; il s'ensuit que 

Q (D) = Q (D2), 

en sorte que la formule (IX) peut s'écrire 

2 « CD') S (S) =X S (!>')« (g.); 

si τη était un carré, cette équation serait insignifiante, car alors D2 et 

g-, représenteraient au même titre les diviseurs carrés de m ■ mais l'en-

tier m est ici quelconque, et la symétrie parfaite des deux membres 
ne peut qu'ajouter à l'élégance de notre formule. 

En voici une autre un peu plus compliquée, mais bien élégante 
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encore 

2'ç(D)Ç(D*)e(£,) = £ζ (D
a

")Ç (J)· 

Appliquée au cas de m — 4, cette formule conduit à l'identité 

Ô(4)+Ç(2)Ç(2")^Ç(4) + Ç(22"); ' 

la somme vaut ι μ -h !\ aux deux membres. L'exposant μ est comme 
précédemment un nombre entier positif ou zéro. 

Dans les deux formules ci-après, on a tout à la fois des sommes ̂  

relatives a tous les diviseurs ci de m et des sommes prises seule-

ment par rapport aux diviseursT) dont le carré D3 est aussi un diviseur 
de m. 

L'une de ces formules, dans laquelle on rencontre encore un expo-
sant positif ou nul, est 

(XI) Σλ(*)ζ(*κ (</*) = 

Voici l'autre 

XII) ^=ι»λ(ι»)2 ™ 

En les appliquant au cas de m = 4? on voit que la première exige 
l'égalité des deux expressions 

.-ζ(2)ζ(2") + ζ(4)ζ(4") 
et 

4v) + i, 

dont la valeur commune est 4 μ-H 2; quant à la seconde, elle se ré-
duit à l'identité 

+ = 5 = 4(. + i)· 
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De même que l'on vient de considérer des sommes relatives aux 
seuls diviseurs D dont le carré D2 est aussi un diviseur, on pourrait 
introduire des sommes concernant les seuls diviseurs dont une puis-
sance donnée est aussi un diviseur de m. En voici un exemple. Dési-
gnons par (0* un quelconque des diviseurs de m qui s'expriment par 
une quatrième puissance, ou, en d'autres termes, désignons par® un 

quelconque des diviseurs de m dont la quatrième puissance aussi di-

vise m Nous aurons 

(XIII) E*a>)c £UTÍÍS -

La lettre D à laquelle se rapporte la somme marquée par V con-

serve la signification qu'elle avait plus haut. Mais la somme indiquée 
au second membre porte sur les diviseurs CD qui ne font qu'une partie 

des diviseurs D, et nous avons accentué deux fois le signe ̂  qui s'a ρ 

plique à eux. 
Soit comme exemple rn = t6; les valeurs de D seront D = ι, a, 4» 

et celles de Φ seulement ι et 2. La formule (XIII.), pour ce cas par-
ticulier, se réduira donc à l'identité 

ζ (ι6) - Ç (4) + ζ{ι) = 3 = 0(ι6) + Ô(i). 

Je n'ai introduit jusqu'ici dans nos équations que des exposants 
simples. Mais ces exposants peuvent aussi quelquefois être eux-mêmes 
des puissances. Comme les formules où cette circonstance a iieu sont 
incommodes à écrire, je n'en présenterai que quelques-unes: 

On a, avec un exposant composé a'*: 

(XIV) Σ[β(<<Ύ\ = ζ{ιηΊή· 

Pour m — 3, cela conduit à l'identité 

. 2." — ζ ( 3' ' h 

On a également 

( xv) ^ ^ ^ i w| i ■ ^ \ y \ K ' i 
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On a encore cette formule double 

(XVI) ry [6(dy ç (o') j = y ç (</*' j = ç (m> ç ( 

J'ajoute l'équation 

(XVII) WC (*■)]• 

Enfin je termine par la formule 

(XVIII) 
Σ ïO<")m<» = 2 [«(=)"]. 

dans laquelle on retrouve à la fois des diviseurs d et des diviseurs D. 
Les identités auxquelles nos quatre dernières formules se réduisent 

quand m — 3 sont respectivement, pour la formule (XV), 

?(3)Ç(,) + ?(i)Ç(V)=: **+3=3 + 0(3)*; 
pour la formule (XVI), 

5(3)4-0(3)" = 2^+
2
 = ί(,)+ζ(3^)=:?(3)?(32'"· '); 

pour la formule (XVII), 

5 (ι) Θ (3) + Ç ( γή θ (.) = a" + 3 = ζ (9) + 0 (3)"; 
et enfin 

£ (0 λ(3) 4- Ç (32/Λ) λ (ι) = ιμ — Β (3)'" 
pour la formule (XVIII). 


