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PURES ET APPLIQUÉES, '■Pï ι 

SUR LA DÉCOMPOSITION D'UN NOMBRE EN UN PRODUIT DE 

DEUX SOMMES DE CARRÉS; 

I»AH M. J. LIOUVILLE. 

Désignons par m un nombre impair donné dont tous les facteurs 
premiers soient de la forme 4 f- + ι · Décomposons 16 m de toutes les 
manières possibles en un produit de deux sommes de quatre carrés 
impairs, de manière à avoir 

i6 m = (x2-yy2 -+- 7? -+- t2) (x'2 -+-y'2 + z'2 -+- t'2), 

x, y, z, t, χ', y', z', t' étant impairs et positifs, et deux décomposi-
tions étant regardées comme différentes quand les nombres x, y, etc., 
ne sont pas tous identiques de part et d'autre. Soit A le nombre des 
décompositions ainsi obtenues. 

D'un autre côté, décomposons 4 m de toutes les manières possibles 
en un produit de deux sommes de deux carrés impairs, de manière à 
avoir 

4 m = (M2 -h v2) (u'2 4- E'2), 

u, ν, m', v' étant impairs et positifs, et deux décompositions étant re-
gardées comme différentes quand les nombres u, v, etc., n'y sont pas 
tous identiquement les mêmes. Prenons partout le premier facteur 

u2 H- e2, que nous désignerons par ?. «, et formons la somme ̂  a pour 

toutes les décompositions indiquées. 

On aura entre A et une relation bien simple. Car 

A = ̂  a. 

Soit, comme exemple, m = 5. Les décompositions de i6.5 sont au 
nombre de douze : elles résultent du produit de la quantité 

l + I+ I + I. 
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prise successivement pour premier et pour second facteur, par cha-
cune des six quantités suivantes : 

9 + 9+ ι + i, 

9 + ι + 9 + ι, 

9 + i -+- ι + 9, 

ι -+- 9 -+- 1 + 9, 

ι + ι + 9 + 9, 

· + 9 + 9 + i. 

Quant aux décompositions de l±m, les voici : 

( , + J ) ( 1 + 9), ( I + 1) (9 + I ), 

(I +
 9

)(l + ï), (9 + 1) ( I + 1). 

Les premiers facteurs 2 a étant successivement 

2, 2, 10, 10, 

on en conclut, conformément à notre théorème, . 

2 a = ία = A. 

Si le nombre m avait un ou plusieurs facteurs premiers de la forme 
4/2+3, l'égalité 

A = 2
a 

n'aurait plus lieu : elle serait remplacée par l'inégalité 

A > 2 a. 

Le théorème que nous venons de donner n'est qu'un exemple pris 
entre plusieurs autres d'un genre semblable. Mais l'espace dont nous 
pouvions disposer étant rempli, nous nous arrêtons et nous suppri-
mons même la démonstration. 


