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AVIANAAR VA LA AR AN VAN AR AN w AL AR WA

REDUCTION

D'UNE INTEGRALE MULTIPLE;
Par M. 0. SCHLOMILCH.

L’intégrale multiple dont nous ferons voir Ia réduction est celle-ci

[fjn..../(.ﬁ—i—jzﬁ— 2+ )e(ex+ By+yz+ Ndedyds...,

étendue i toutes les valeurs positives et négatives de x, 7, z,..., qui
vérifient P'une ou I'autre des inégalités

0oL X+ P4,
6 < 20X + By + y2+...< 6,
ou meme simultanément les deux inégalités énoncées.

Examinons d’abord le cas le plus simple, c’est-a-dire I'intégrale
double

S = / J_vf(/fz—k W0 ) s (2 4+ de + po)dudys

e —0

en prenant 7z = rcos §, v = rsin 6, nous aurons

5= {"” /nm.f(/“?"*‘ r*) g (« + drcos § + prsin ) rdrds,

v 0 e'0

Ici on peut faire usage de la formule connue

N

l-ngb(acosﬁ—l— bsin@)dﬁ:zf

T
[ e) 0

b (ya® + b2 cos 6) db.
et 'on aura

S=o { [nj/c(z—!—r’)cp(xﬁ— VA2 p2. rcos §) rdrds.
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Par retour aux variables primitives & et v, on parvient alors a la for-

mule
|

& ——cr —_

J B+ @+ 0*) o (x + dee 4+ o) du dv
&L
(]) 0 A
= 2} J SRRt 40 o (2 + VP ptu) dudy.
v -0 o
Cette transformation est avantageuse parce que la fonction g, dans le

second membre, ne renferme qu'une seule des variables u et ¢.
Quant & lintégraie triple
¥

= [ L s yie 2)pm + s o dmar e,

x Ve

on trouve a4 l'aide de la formule (1), en prenant k = x, u =y, =3z,

t=ox, k=0, p=1,

T o o R =S

Ici la formule (1) est de nouveau applicable; elle donne

T=4 f_: J;w jomj(xﬁ +rt+ 2o (Vi + B2 + 9% . x) doe dy dz.
On voit sur—le-champ que ce procédé si sitnple peut servir a fa

transformation d’une intégrale multiple da méme ge
g

nre, et que le
résultat sera

sf ff ---f’(x2+]f“+Z’+---)§9(“-X‘+‘@7’+}’Z+---)d.r(_l}-,{;,w
A

’ :2"“f f f ...f(:x:”—l—]’2+22+...)Q(p.r)dxd)’dz..,,

ou l'on a désigné par n le nombre des variables Y1 %o, et par g
la quantité '

(2)

(3) p=var+ B A



(4

)¢
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L'intégrale prise par rapport & y, z,..., est facile & réduire a V'aide de
la formule connue [*]

[ f W F (Bt ) dEdy = T [ e Byt dy,

om—I T T Yo
2

(m le nombre des variables Z, v,... ); c’est de cette maniére que I’on
parvient a la formule remarquable

\J f f o f @+ e (ax+ By yz+. daedy dz..

n—I
2

s *€R
. 27 o ’ .2 2 n—2 .

| =2 [T e e ey dady.

r o L2 le=) o) .

2

Maintenant remplacons la fonction f () par une autre qui coincide
avec f(t) si t < 1, et qui se réduise a zéro dans le cas contraire.
Alors les intégrations au premicr membre s’étendent a toutes les va-
leurs positives et négatives de o, y, z,..., qui vérifient I'inégalité

oL X+ ¥4+ + . <

quant aux deux intégrations dans le second membre, elles se rappor-

[*] Cette formule décounle comme on sait d’un théoréme de M. Liouville, savoir
. T T(g)... k
....Z‘P_']‘q_'...F(-Z'-'r-]’+-<-)f/-l' (lt)’ R M)__\ f ﬂj-HH_"‘_’F(t){/I,
| p—_ A -
> x4y +...>o0.

Nous remarquercns 4 cette occasion qu’il y a encore une formule plus générale que nous
avons démontrée ailleurs; c¢’est la suivante :

f[ .z['—lqun_..F(.z'+y+...}{[zr[)_ B F(P)P(f]),, /’h tprrre = F () dt
J o |

[T

(14 ax 4 Py ... pHi+e- T(p4+qg4..), 14ty (1 4By,
A2ty +... >o0.

Cette formule ofire avantage de contenir les constantes arbitraires («, §,...) que 'on
peut varier par différentiation ou par intégration.

RSTIR . ' . [ T N N T E TR
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teut a toutes les valeurs positives et négatives de x et a toutes les va-
leurs positives de y qui satisfont 4 la condition

oL X+ <.

De la on tire sur-le-champ la formule

"frf...f(x’—}—y2+z’+...)qo(ax+ﬁ]+yz...)dxdf(/z...

N :”;r_—é—)f:]f/ﬁf(x’ +r* 9 (ex) y" dx dy,

Condition: o> x*+ y*+ 224, < 1.

Supposons de plus que dans la formule (1), la fonction o (s) soit
telle que P’on ait

e(s)=o

pour toutes les valeurs de s non comprises dans l'intervalle de s= o,
i s = 0,; alors nous aurons

fff..,j‘(x’+)’2+22+...)§o(ax+ﬁf+7z+_,_)dxd),dz“_

n -1 Go
2

() - —(?) S [0 o) yday,

2 e

‘ Condition: o, < ax+ By +yz+... < 0,.

Enfin si 'on veut étendre les intégrations a toutes les valeurs posi-
tives et négatives de x, ¥, z,. ., qui vérifient simultanément les deux
conditions énoncées, alors il faut aussi que I’on ait, au second membre,

—1< << +1, oL y<yr— xt
et en méme temps

%‘<x<°—;, oLy < ™.

Tome 11 (29 série). -~ Juin 1857, 27
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De la on tire aisément une formule que l'on peut présenter de la ma-
niére suivante :

;‘fff...f(x?_;_fu— 2+ )o(ex + By+yz-+.)dxdyds. ..

n =1 '

2

27

(7) :;?:I—) f fovmé-/'(x”f”)@ (pax) y==* dx dy,

2

Conditions: o< a?+ y? 42+ ... < 1,

|

et o, < ax + By + yz+.. . < 64

les valeurs de x, et &, sont

. 1 -2

si —:<%<%’<+1, xr—*%‘ et &t = -

si —-1>i;<%z<+l, X, =—1 et x2:?,

si—1>2 <> 4, x, =2 et xy= -+ 1,
P g p

. 7, Gy

81 —'l>;<—p>+l, Xy=—1 et Xy—= 4 1.

Les formules (5), (6) et (7) deviennent un peu plus générales quand

I A AN : b
on remplace x, ¥, z,..., par =, 75 ~»-v5 et a, B, ..., par aa, bf,

€Y,..., ce qui donne

p=vatat+ BB+ cFyr
Dans le cas trés-simple

JO) =1, 9(s)=1, n=3, s,=pu< 1, G3=1,

V:fffdxdydz,

p<axr+fy+yz<t, o<+ +5<1,

Vintégrale

................
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donne le volume de la partie d’un ellipso’ide comprise entre les deux
plans paralléles dont les équations sont

ox + By + yz=p,
et

ax + By -+ y3=1,

on trouve a I'aide de la formule (7) que ce volume est égal a

5 ‘/1-~xi . )
znabcfpf ydxdy = mabe (I——-ﬁ—%l——”—>
W Jo ¢ ¢
¢

p=vauat+bE + oyt

Ce résultat se vérifie aisément par les méthodes ordinaires.
Prenons maintenant dans la formule (5)

n=13, f(t)=1,
et
x=rcosf, y=rsinfcosw, z=rsinfsinm;

alors nous trouvons
1 7 27 . . . . | .
¢ (arcosf + BrsinG cosw + yrsinfsine) risinfdr db dw
0 ¢ 0 0

.1

= J_Tl (1— x*)g (pa)dx, (p == \//&“:—ﬁvfiry“")-

De cette formule on peut déduire un théoréme de Poisson; en effet,
si Yon pose

l‘xz?(w)da«" =4 (p),

ou
f”t’q) (2)dt = p* ¢ (p),
on trouve d’abord par différentiation

o (1) = 3¢ (1) + py’ (1),
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et d’apres cela :

fnf-mq,(o:cose+ BsinGcosw + ysinfsinw)sinfdfdw
o o

pE ¢

:nfﬂ:"‘(1—x2)[3q;(px)+px¢’(px)]dx:2nj Y (p o) da,

-1

ce qui est le théoreme mentionné.



