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RÉDUCTION 

D'UNE INTÉGRALE MULTIPLE ; 

PAR M. O. SCHLOMILCH. 

L'intégrale multiple dont nous ferons voir la réduction est celle-ci 

///·
 . j \x2 -t- y2 -t- z2 ~h . .. ) ψ {αχ -h β^-+- y s + ...)dx dydz.. 

étendue à toutes les valeurs positives et négatives de x,y, %,-·■■> qui 
vérifient l'une ou l'autre des inégalités 

ο < χ2 y2 -+- ζ2 -t-... < i, 

σ, < αχ -ι- β y-h γζ + ...< σ
2

, 

ou même simultanément les deux inégalités énoncées. 
Examinons d'abord le cas le plus simple, c'est-à-dire l'intégrale 

double 

S = j I f{k2 -ι- u2 + v2) f (κ -t- λ« + fie) da dv; 

en prenant, u = rcosÔ, ν — rsin Θ, nous aurons 

S = Γ j f{k2 -t- r2) φ (κ Àr cos θ -t- pr sin 5) rdrdS, 

Ici l'on peut, faire usage de la formule connue 

( ψ {a cos θ ~f- b sin θ) dd — a Γ ψ (y/a2 -t- /A. cos θ) d5. 

et l'on aura 

S= a f Γ /A(2 + r2 ) φ ( κ -Ε \/'λ2 -t- μ2. r cos $) r dr dû. 



PURES ET APPLIQUÉES. ιοη 
Par retour aux variables primitives u et v, on parvient alors à la for-
mule 

(0 
I I j'(k2 -+- h2 4- e2) φ (κ H- λ ft -h μ ν) du dv 

Ι / (/:2 + η2 + e2) φ (κ + y'λ2 + μ2. m) du dv. 

(jette transformation est avantageuse parce que la fonction φ, dans le 
second membre, ne renferme qu'une seule des variables u et v. 

Quant à l'intégrale triple 

I I /(.r2 -4- j"2 -+- ζ2)φ(αχ -+- βχ + y ζ) dx dy dz, 

on trouve à l'aide de la formule ( ι), en prenant k — oc, u =jr, <' = z, 
κ = αχ, λ = β, μ — γ, 

Τ = 2 I I I /'{χ2-h y2-h ζ2) ψ (αχ\1β2-h γ. y) dx dy dz. 

Ici la formule (i)est de nouveau applicable; elle donne 

r = 4 I I I y (x2 H- 72 -+- ζ2) φ ( v'ct2 -h β 2 -+- γ2 . .r) rir dr ùz. 

On voit sur-le-champ que ce procédé si simple peut servir à la 
transformation d'une intégrale multiple du même genre, et que le 
résultat sera 

0) 
I I I .../(ar2-hj·2-h ζ2H-...)φ{α.ν-μβγ + ...)dxdydz... 

= I I I ...y'(^2 + j2+z2-t-...)9(/5x)f/xr/7rfz.... 

où l'on a désigné par n le nombre des variables x, y, z,..., et par ρ 
la quantité 

(3) ρ = y/a* -+- β2 + 72 +.... 
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L'intégrale prise par rapport à y, z,..., est facile à réduire à l'aide de 
la formule connue [*] 

f f ...F(£2-t- y;2 ...)ιίξ drt...= —r—- / r"'~' FI'r2) dr. 

(ni le nombre des variables ξ, τη,... ); c'est de cette manière que l'on 
parvient à la formule remarquable 

' o, 

I / ..■/(χ2+γ2 + ζ2 + ...)φ(αχ+β3-+γζ + ...)ί.ίχ:άχ(ίζ... 

= Λ Γ Γ /(■*" + j2)?(p^)j"~a^·#· 

Maintenant remplaçons la fonction j ( t) par une autre qui coïncide 
avec y (i) si t < ι, et qui se réduise à zéro dans le cas contraire. 
Alors les intégrations au premier membre s'étendent à toutes les va-
leurs positives et négatives de χ, y, ζ,..., qui vérifient l'inégalité 

ο < χ1 + j2 + r,2 -t- ... < I ; 

quant aux deux intégrations dans le second membre, elles se rappor-

[*] Cette formule découle comme on sait d'un théorème de M. Liouville, savoir 

■■ xP~' f~'· ■■ F "Kr +■ -)dx Ay · · -~ f tP+l+ 'F (t)flt, 

h y χ -+■ y -f- . . . O. 

Nous remarquerons à cette occasion qu'il y a encore une formule plus générale que nous 
avons démontrée ailleurs; c'est la suivante : 

JJ (i + ax + ^x-t-...y+l+··· J Γ (p + q+...) J
0

 (n-ai)r(i jlt)l. 

h >- .x + /+ .., > ο. 

Cette formule offre l'avantage de contenir les constantes arbitraires (a, fi,... ) que l'on 
peut varier par differentiation ou par intégration. 
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tent à tontes les valeurs positives et négatives de x et à toutes les va-
leurs positives de y qui satisfont à la condition 

ο < χ1 j2 < 1. 

De là on tire sur-le-champ la formule 

(5) 

iff . f[x* -t-jr2-+- Za -4- ...) φ {αχ H- fif -t- yz. . .) dx djdz.. . 

= [" F' 'J\x'+r"i<i(ρχ)j-'itxdr, 

Condition : ο > χ2 -+- y2 -t- z2 -4-... < j. 

Supposons de plus que dans la formule (1), la fonction ψ {s) soit 
telle que l'on ait 

φ (s) = ο 

pour toutes les valeurs de s non comprises dans l'intervalle de î= σ, 
àî = ffa; alors nous aurons 

(Ό) 

fff- . f{x* -t-j'2 -t- z2 .) φ {ax -I- βy -t- yz -t- ...) dxdjdz... 

= ~Yn- , \ / " X + J' ) ? (P J""2 dx 

Condition: σ, < αχ 4- β γ -Λ- y ζ -κ.. < σ
2

. 

Enfin si l'on veut étendre les intégrations à toutes les valeurs posi-
tives et négatives de x, j, z,. qui vérifient simultanément les deux 
conditions énoncées, alors il faut aussi que l'on ait, au second membre, 

— Ι<Λ·< + Ι, o<j<\jï — x2, 

et en même temps 

- < je < - i ο < r < » . 

Tome II ( 2e série).— Join i85j. 27 
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De là on tire aisément une formule que l'on peut présenter de la ma-
nière suivante : 

(7) 

///■
 . -+- j2 -+- z2+ ...) ψ [αχ + β j -+- y ζ -h .·■) dx dj dz. 

= /I-A f' f^ J\x*+r2)(?{px)jn-*dxdj,· 

Conditions : ο < χ2 -h y2 -f- ζ2 + ... < ι, 

et σ, < αχ + β j + y ζ +. · . < σ2 ; 

les valeurs de χ, et x2 sont 

si — ι < - < - < -f- I, xt = - et x2 = - i 

si — ι >-<-<■+- ι, χ, = — ι et χ2 — - , 

SI — I >-<-> + I, χ, = - et X2 — -r I, 

si — ι >-<-> + ι, χ, — — ι et χ2 = -γ ι. 

Les formules (5), (6) et (7) deviennent un peu plus générales quand 

on remplace oc,y, z,..., par α
> V'···» P

ar αα
' 

cy,..., ce qui donne 

p = y'α2α2-(- έ2β2 -f- c2y2-t-

Dans le cas très-simple 

/(0 = 1, φ(ί)=ι, η =3, 7, = μ<ί, = χ, 

l'intégrale 

V = J*J'J* dx djr dz, 

μ< αχ+βχ+ yz < i, + J+ ;,<'> 
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donne le volume de la partie d'un ellipsoïde comprise entre les deux 
plans parallèles dont les équations sont 

a a: -h /3/ -h yz ~ μ, 
et 

α χ + β j ■+■ y ζ — ι ; 

on trouve à l'aide de la formule (7) que ce volume est égal à 
] 

inabc ydxdy = nabc — 5 ̂ r~)' 

ρ — \Jaa2 + bp2 -+■ cy2. 

Ce résultat se vérifie aisément par les méthodes ordinaires. 
Prenons maintenant dans la formule (5) 

η = 3, f{t) = 1, 
et 

χ ~ rcos 6, y — r sin θ cos ω, ζ — r sin θ sin « ; 

alors nous trouvons 

J' / j φ (ar cos θ + |3r sin ô cos ω -t- γ r sin θ sin ω ) r2 sin QdrdQ ώ,ϊ 

= (ί — χ2)φ (ρ — \/α2-4- jS2 -4- γ2)> 

De cette formule on peut déduire un théorème de Poisson ; en effet, 
si l'on pose 

jf 1 x2y(px)dx = ψ(ρ), 

ou 

[μ t2 φ [t)dt = μ3 ψ (μ), 

on trouve d'abord par différentiation 

φ (μ) = 3ψ(μ) + μψ'(μ), 

/ 
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et d'après cela : 

J' f ψ (a cos θ + β sin θ cos ω -+- -y sin θ sin ω) sin θ d$ da 

(ι — x2) [3 ψ [ρ χ) + ρ χ ψ' {pxj\ dx = 2 π J ψ(ρχ)άχ, 

ce qui est le théorème mentionné. 


