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DE MATHÉMATIQUES 

PURES ET APPLIQUÉES. 

S Ufi 

L'INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES 
QUI CONTIENNENT 

UNE RACINE CARRÉE D'UN POLYNOME DU TROISIÈME OU DU 
QUATRIÈME DEGRÉ ; 

PAR M. TCHEBICHEF. 

■Tiré des Mémoires de l'Académie Impériale des Sciences de Saini-Pélersbourg, 6e série, Sciences 
mathématiques et physiques, tome AT.) 

§ i-

Dans le Mémoire sur Γ intégration des différentielles irrationnelles, 
publié en ï 853 dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées 
de M. Liouville, nous avons donné une méthode pour trouver la par-

tie algébrique dans l’expression de 1 intégrale 

est possible sous forme finie, et déterminer séparément tous les tenues 
logarithmiques à l'aide de certaines conditions qu'ils doivent, vérifier. A 
présent nous allons montrer comment on peut trouver, d'après ces 
conditions, les termes logarithmiques, dans le cas le plus simple et le 
plus intéressant, savoir : celui où la différentielle contient une racine 
carrée d'un polynôme du troisième ou du quatrième degré. Faute de 
méthode générale, on ne connaît que des cas très-particuliers, où une 
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pareille différentielle s'intègre sons forme finie; dans plusieurs autres 
cas, pour lesquels cette intégration a aussi lieu, on n'y parvient qu'en 
essayant différentes transformations, et le plus souvent on renonce à 
l'idée de chercher l'intégrale après avoir fait beaucoup de tentatives 
sans succès. Or, d'après nos recherches citées plus haut, les méthodes 
particulières et les essais de différentes transformations qu'on emploie 
dans cette intégration seront remplacés par une méthode générale et 
directe dès qu'on sera parvenu à définir les termes logarithmiques 
dans la valeur de 

P f] χ d.r 
J X _μ β χ·' γ χ* _|_ ,] χ ). 

d'après les conditions que nous avons trouvées pour leur détermina-
tion. C'est ce que nous allons faire ici, en donnant la méthode d'après 
laquelle la recherche de ces termes se réduit toujours à cette question 
résolue par Ahel : 

Trouver toutes les différentielles de la jornie οίι ρ et R sont des 

fonctions entières de x, dont les intégrales puissent s'exprimer par 
une formule de la forme 

log >' + H V!K. 
p - q y R 

(OEuvres complètes, tome I, page 33.) 
Cette intégration sera donc due à Ahel., et par le principe fonda-

mental, d'où nous sommes partis dans nos recherches sur l'intégration 
des différentielles irrationnelles, et par la méthode de résoudre la 
question citée, à laquelle se réduit linalement la détermination des 
termes logarithmiques dans la valeur de 

CM dx 
J C·'· ya.r· !j.,- ■(- ·, <·· -+^S.r -+- 1 

Ainsi nos recherches, comme nous nous plaisons à le croire, rempli-
ront, sous un certain rapport, une lacune qui restait entre les Mémoires 
de ce grand géomètre, où il donne la forme générale des intégrales des 
différentielles algébriques, en tant qu'elles sont possibles sous forme 
finie, et ceux où il cherche leur valeur, en faisant une hypothèse par-
ticulière. 
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La réduction de nos équations, dont nous venons de parier, est in-
dispensable aussi pour simplifier l'intégration des différentielles plus 
compliquées. Quant aux différentielles qui ne contiennent sous le 
signe du radical carré qu'une fonction du premier ou du second de-
gré, cette réduction conduit immédiatement à trouver la partie loga-
rithmique de leurs intégrales. Outre cela, cette réduction est remar-
quable par différents résultats relatifs à la nature des intégrales qu'on 
peut en tirer, et cela nous fournit un rapprochement très-intéressant 
de la construction des valeurs irrationnelles avec la règle et le com-
pas, et l'intégration des différentielles sous forme finie. Ainsi l'on 
verra que la somme des nombres n°, u\ . étant impaire, l'in-
tégrale 

n°x -t '—f -| H-/ -t- ... + C -j—s 

où nous avons fait, pour abréger, 

A ( χ) — y x*1 -f- β χ3 —H 7 χ2 —t— $x —1— λ, 

ne peut être exprimée sous forme finie, si, d'après les quantités 

a', aβ, γ, <?, λ, 

et à l'aide de la règle et du compas, on ne peut construire aucune des 
racines de l'équation 

χ4 -ι- βχ3 + yx2 -t- âx + X — o. 

Par exemple, on reconnaît que les intégrales 

f, . dx, 

n9x -I ■ h C 
■■ dx, 

\/.r1 -f- 2 χ1 — 8 χ -t- 9 

/» , 2«' 3(2«" — «°— «' — I) 

/ " dx. 
y ,r:4 + — B.r H- 9 

........................... 
1 .. 
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sont impossibles sous forme finie, parce que, à l'aide de la règle et du 
compas, on ne peut pas inscrire dans le cercle un polygone régulier de 
sept côtés, ce qui est nécessaire pour la construction des racines de l'é-
quation 

.r4 + — 8ar -4-9 = 0. 

Il y a d'autres questions de l'analyse transcendante, où la même mé-
thode de réduction peut être avantageusement employée, savoir quand 
on cherche à exprimer la somme des intégrales 

Ç" f"r dT .4- Γ f
"

r
 -t- . 

J '?■ » '· ·■ J S, v-'ô.r 

par une somme d'un nombre déterminé d'intégrales semblables, en ν 
ajoutant une certaine fonction algébrique et logarithmique. 

Enfin, cette même méthode, appliquée aux nombres, donne un pro-
cédé à l'aide duquel on trouvera la représentation d'un nombre donné 
par la forme x2 — ny2 toutes les fois que ce nombre peut être mis sous 
cette forme, et qu'on connaît la valeur de χ pour laquelle la forme 
χ2 — η est divisible par ce nombre. Dans le cas de η — — ι, cela se 
réduit à la méthode ingénieuse que M. Hermite a employée pour dé-
montrer que tous les nombres premiers de la forme 4 k 1 sont tou-
jours décomposables en une somme de deux carrés, et pour effectuer 
en même temps cette décomposition. 

§ U. 

Si dans les formules de notre Mémoire cité plus haut on fait 

m — 2, A = \θχ = \5.r. 

011 trouve que l'équation 
xm — I = o, 

dont l'une des racines primitives nous a servi pour composer des 
nombres complexes, se réduit à 

x2 — r = o, 
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et comme la racine primitive de cette équation est égale à — ι, les 
nombres complexes que nous avons désignés par 

M,0, M',, M:,... 

deviennent réels et rationnels. De plus, la forme générale des ternies 
logarithmiques 

A log [φ (Δ). φα(αΔ). (α2Δ). . . ο"-""' [α"1"' Δ)], 

a cruise de m = 2, Δ = y'Ô.r, devient 

A log [ψ (\'Q χ) .ψ-' (— νδ"^)] — A log 

et comme ψ est une fonction entière, on aura 

ψ (\iÔx) =z X
0
 X \jOx, φ ( — y'Qx) — X

0
 — Χ \/θχ, 

où X0, X sont des fonctions entières. 
Donc, les termes logarithmiques, dans la valeur de l'intégrale 

rF.* d.v . 
I -p—r=, s écriront ainsi : 

A log h=· 
X0 —XyS.r 

En cherchant à déterminer ces termes, nous avons trouvé que le coef-
ficient A sera égal à une valeur connue, divisée par un nombre entier 
inconnu, et si l'on désigne ce nombre par n,·, le degré de la fonction 

- _ sera exprimé par le produit rii.M', où M" est une valeur X„—Xy/e.r 
connue. De plus, cette fonction, pour toutes les valeurs finies de x, 
sera en rapport fini avec la puissance nf"n' de la fonction 

(x— x')M' - —x")M' ■ x ~ ■ ■ .[x — [χ —xD — ù ], 

où 

M1,·, M", M",. M/ 

dans le cas que nous examinons, sont réels et rationnels. En passant 
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a la détermination des inconnus η,-, X
0

, X, nous remarquons que n
t 

doit être susceptible de réduire les produits 

η,·Μ', ni M'
;
, m MI, /ifMf, ;'îM'"' 

à des nombres entiers; car le produit //,Μ," désigne le degré de 

—■ ' qui ne peut être fractionnaire, X
0

, X étant des fonctions 
X0 — X ν'θ-j· 
entières; la même chose a lieu relativement aux produits 

h,-Mi, fii Μ'ί, «fM7, ..., η,Μ' % 

qui sont égaux aux exposants de a1 — .τ', x — oc", oc — oc'", . . ., 
x — — dans les premiers termes du développement de 
Χ» h- X

 su-van(. jes pUiSSances croissantes de χ — χ', χ — χ", 
X0 — X ν'θ-j· 
0—Donc, ni doit être divisible par le plus petit 
dénominateur auquel les quantités 

M', Ai;, M",. .M;-

peuvent être réduites, et par conséquent, si l'on désigne ce dénomina-
teur par σ et le quotient n

t
 ; σ par -μ ρ ou — ρ, on aura 

τΐ( = =b ρσ, 

où nous prendrons celui des deux signes qui appartient à la valeur 

de M*. D'après cela, π,·Μ', le degré de -+X^, sera exprimé par — X y' 9 X 
± <7M°p, où ±σΜ,' se réduira à un nombre entier et positif. En déno-
tant ce nombre par η et désignant d'après la notation d'Abel le degré 

de y= par t? nous aurons, relativement a p, cette 

équation 

^Xo + xv'siï 

Quant à la fonction qui, pour toutes les valeurs finies de x, reste 
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dans un rapport fini avec la fonction en vertu η
.~ +

 οσ
^ 

elle se réduit à 

[(a? — x')M' .(.χ — x")M·. (x — xw)M<.. .[a: — xU —«)]M/ . [a; — .χ'-"*·') j] 

et comme les produits σΜ';, σ M·',. . . , σΜ|' d'après la propriété 

du nombre σ, se réduisent à des nombres entiers, la fonction 

[( χ — x')M<. (χ — χ")Μ;. (χ — χ'")Μ'·. . . [χ —χΟ—>)]
M

< .[χ —χΟ+Ι)]] 

ne peut être que rationnelle. Donc, si nous faisons, pour abréger, 

[(at — x')M<. (x — x")M>. (χ — x"')
M
'... [χ — χΟ —')]

M
' . (x — X(;._,. p,|] — ·-· 

où M, c sont des fonctions entières, et que nous convenions de dési-
gner par la lettre Τ toutes les fonctions qui restent finies tant que χ 

n'est pas infini, la propriété de la fonction X"+ ^ en question sera 

exprimée par cette équation 

X„ H- X y/ϊτ _ T/«\
p

. 
X,— X \r,.r. " ' 

C'est d'après cette équation, combinée avec la suivante : 

vX, + X \'6.r 

que nous devons chercher le nombre ρ et les fonctions X
0 ei X . 

Ces équations seront Je plus souvent très-compliquées à cause du 
degré élevé des fonctions u et e, et de la valeur considérable de π. Or 
nous allons montrer qu'on peut les réduire à la forme, où le degré de m, 
plus le nombre π, sera au-dessous du degré de v'Ôx· 
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§ III. 

Il n'est pas difficile de s'assurer que, 61t ô2 étant deux fonctions en-
tières dont le produit est égal à θχ, et ρ et q des fonctions entières 

quelconques, on peut mettre la fonction cherchée —5 —= sous la 

forme 

/ pfoi-t- ρ fofoP Ρ» ·+· Q
0
y/6^ ^ 

\p fo.. — ρ foi) P» — Qo fo-x 

en choisissant convenablement les fonctions entières P0 et Q0. En effet, 
le quotient 

X, 4- Χ V/S.r _ / p y/8, 4- g y/8, V 
X„ — X foZ ' \ρ y/S- — q y/ê, / 

se réduit à 

\X
0
 4- X y/s J-) ,P foi — ? V'O" (x

0
 + Xy/fl·*) (/>6, — y y/'s.r)f' 

(X
0
 — X y/s.-r) ( ρ y/s, /7 y/S,)'1 (x„ — X fox) (p6

:
 -t- q foZ p 

expression qu'on peut mettre sous la forme en dénotant 
P. — Q»y/s.r 

par P
0
 la partie rationnelle du produit (X

0
 -t- X \jQx) (pd, — q\jQxf\ 

et par Q
0
 fox celle qui a pour facteur fox. 

Mais, si l'on substitue dans les équations 

(0 X„ H- X fox ,/a\·0 X'-f-Xy/Sx 

le produit ( '-v '' 7 v ''L j + 'pi v7, à la place de X ' "X v4■ elles 

se réduisent à celles-ci : 

Pe -f- Q» fo-T _ -j /f pfoi — qfoiY. 
P» — Q» ν'δ·χ v's, 4- q y's., y 

= (π - ρ,P» — Q» ν'δ·χ v's, 4- q y's., y 
P» —QeV 6^ \ ρ fo^ — qfo-J 
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et si les fonctions ρ et q sont choisies de manière à ce qu'elles véri-
fient les équations 

ρ q .j, u ^p y/6t -+- g y/6, 

ρ v% ~ q sjl, ~~ " ' ρ v/9, y y/L " " 

les équations qui déterminent les nouvelles inconnues P
0
 et Q

0
 de-

viennent 

< i) " 7-^-r. J. I ~JT 1 1 Ô T~~ V ^ ^ i) Ρ ' 

Ces équations seront plus ou moins simples selon les valeurs de ρ 
et q, qu'on emploiera dans la réduction dont nous venons de parler. 
Or nous allons montrer que, dans les équations réduites (a), la somme 
du degré de u' v' et de la valeur numérique de π — π, sera au-dessous 
du degré de \'θχ, si l'on prend pour ρ et q les fonctions qu'on trouve 
de la manière suivante : 

j°. On cherche une fonction entière S pour laquelle les fractions 
S vôi -t- y/ë^ Sjï

 ne deviennent pas infinies, tant que oc reste fini. 

' S-L 

i°. On développe —■ en fraction continue, et parmi les frac-

tions réduites on trouve une fraction dont le dénominateur est d'un 

degré moins élevé que mais qui est suivie d'une fraction 

dont le dénominateur est d'un degré pins élevé que i /· 

3°. En dénotant cette fraction par on prend 

(3) q — Ν, ρ = SN — M uv. 

En effet, d'après les équations (3) et la propriété de la fonction S, 

Tome II (2E série). — JANVIER 1857. 2 
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on voit que les expressions 

ρ ν/θ| -4- q
}
 Ρ\βι — 

It V 

ne deviennent infinies pour les valeurs finies de x. Donc, si l'on dé-

note par 
CCy GCj 4 CC

2
 y ... , β y Pu P2 ? * * * > 

les valeurs de χ qui rendent ces expressions égales à zéro, et par 

/> /.. Λ,···, g, gs,··· 

les exposants de 

χ — α, χ — a,, x — a2,. . ., 

a? β^ χ βίί /^2, · * · 

dans leur développement suivant les puissances croissantes de ces dif-

férences, on aura 

W91 + 9
 =

 (jp _ α)/ (a: — — a2)
/!

. .., 

= τ2(χ - βγ {χ - β^' (χ - |Vr · · ·, 

où Τ,, Τ
2
 désignent des fonctions qui restent finies pour toutes les 

valeurs finies de x. 
Mais, comme les exposants de χ — α, χ — a,, x — a

2
,. . ., χ — β, 

χ — β,, χ — β
2
,... dans le développement de p- ^ ? 

ne peuvent contenir d'autres fractions que ces équations se rédui-

ront à cette forme 

(4) 
p\je, + q^, ,— /-ν/Θ, — ? ν'9- .. T r, /777 

où m', e', w, w' sont des fonctions entières, dont les deux dernières 
ne contiennent que des facteurs simples. Par la multiplication de ces 
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équations nous trouvons 

= T,TaM'c VHW , 

et, par conséquent, 

P'Qt — ΐ'βί rp rp 

Cette équation prouve évidemment que T,T2
 est une constante; car, 

d'après la propriété des fonctions T,, T2, leur produit ne devient ni 
zéro ni infini pour oc fini, tandis que cette équation montre que le carré 

de T. T, est une fraction rationnelle . ~ qui ne peut rester 

finie pour toutes les valeurs finies de oc, à moins qu'elle ne se réduise à 
une constante. Donc 

TfT2 = C, 

et, par conséquent, l'équation précédente devient 

(5) p'81 _ Q 
uv u' 

Or cette égalité suppose que vow' est un carré parfait, et comme les 
fonctions w, w' n'ont que des facteurs simples, cela ne peut avoir lieu 
à moins qu'on n'ait 

(6) w — w'. 

D'après cela, en divisant les équations (4) l'une par l'autre, on 
trouve 

ρ fa, + g yfr u v' 

p\j9, — q ~~ " ' 

en mettant, pour abréger, T à la place de =^· 
■«■3 

U nous reste maintenant à prouver que si l'on fait 

^P \/βι + g sjûi 

2.. 
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la somme de c}{u'v') avec la valeur numérique de π — π(
 sera au-des-

sous de â\/'dx. Or, selon que π — π, est positif ou négatif, cette somme 
sera égale à 

ei(aV) + π — π, ou à à(u'v') — π + π,. 

Nous allons montrer que ces deux quantités sont effectivement plus 
petites que &\jQx, tant que ρ et q sont déterminés comme nous 
l'avons dit. 

Pour s'en assurer, nous remarquons que, d'après la substitution de 

α\τπ et âP q à la place de π et π
(
, ces quantités deviennent 

dlu'v ι + ο —= —γ-Χ , â[u v) + c?—■——2_L_ χ-

Mais, d'après l'équation (5), nous trouvons 

\ / y /, ~ Λ Ζ-*2 *73 

v ^ uv 

Donc, les quantités précédentes sont égales ou inférieures à celles-ci : 

,ί<; ρ \jQ{ -h <7 sj$2 \Juv 

+ + = α^±9&χ~1 

Mais la première de ces quantités, par la substitution des valeurs 
de ρ et q d'après (3), devient 

α ί ^ i- λ? = ά\ίθχ + a à \ ϊ—L — - / Ν \/ —, 

quantité qui est au-dessous de d\jQx, tant que —, dans la série des 
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fractions réduites de —est suivie par une fraction dont le 

dénominateur est d'un degré plus élevé que · Quant à la 

seconde quantité, nous remarquons qu'elle peut être mise sous cette 
forme 

yjÿ i — Q \/Qi — - 2 <7 v/ 0o — -

et, par conséquent, qu'elle ne surpasse pas au moins l'une de ces deux 
valeurs 

U : U,J/'V^_'/VÎ r:i _ ajTj 

affi-L χ 1 - â\l9x — αο · -\/ —;=-· 

Mais comme nous venons de trouver que iâ ^ x'2 est plus 

petit que â\J9x, et que nous avons pris q = "N d'un degré moins 

élevé que y/~^==~' ''
 s

'ensuit que ces deux quantités sont au-dessous 

de άχθχ. Ainsi l'on parvient à s'assurer que les valeurs de ρ et q, dé-
terminées d'après la méthode énoncée, sont effectivement susceptibles 
par la substitution 

X0 -t- Χ f ρ y θ, -e- q V ~P 

X.-X^ \p^-qx%) P.—Qot/ôi' 

de réduire les équations 

χ,+xjfc = , /«γ", #2k±*xîî = 
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à ces autres 

P« + Qo^0-r τsPo + Qov/s^ ι \ 
P„-Q

0
yW V" ! Ρ»— Qo ν®·® 

où'la somme du degré de u'v', plus la valeur numérique de π — π,, 

est au-dessous du degré de \jOx. 
Nous montrerons maintenant que cette réduction sera toujours pos-

sible, tant que les équations primitives elles-mêmes ne remplissent pas 
la condition 

â(uv) -+- π < â\/6x. 

Il est facile de remarquer que la détermination de ρ et q, dont nous 
venons de parler, ne suppose que l'existence de deux fractions réduites 

de —telles, que l'une ait pour dénominateur une fonction 

d'un degré moins élevé que t tandis que la suivante a le dé-

nominateur d'un degré plus élevé que y/—j=—· 

Or nous verrons que cela aura toujours lieu, tant que la condition 

â(uv) + π < &\Ιθχ n'est pas remplie, et que l'on décompose conve-
nablement la fonction θ χ en deux facteurs Q,. 0

2
, savoir, de manière 

q
Ue

 4 soit d'un degré fractionnaire. En effet, dans ces suppo-

sitions, le degré de \ jest au-dessus de zéro, et, par consé-

quent, si Ton commence la série des fractions réduites de —— 

par -5 où le dénominateur est du degré zéro, on est sûr de trouver 

parmi elles au moins une fraction dont le dénominateur soit d'un degré 

moins eleve que y/ ——— 
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Mais alors, dans la série infinie des fractions réduites de —5 y un 
on trouvera nécessairement deux fractions consécutives telles, que 
l'une a pour dénominateur une fonction d'un degré moins élevé que 

γ/—tandis que le dénominateur de l'autre est d'un degré plus 

élevé que ? si toutefois aucune des fractions réduites de 

—- n'a son dénominateur du même degré que W Or cela 

n'aura pas lieu, tant que cette fonction est d'un degré fraction-
naire ; car, pour θ χ de degré pair, toutes les fractions réduites de 

c . hi § — 
"— = ——-— ne contiennent que les puissances entières de x, 

uv uv 1 

et pour 9 χ de degré impair, le degré de
 Φ 

'Jll
r

 a la forme k db 

tandis que les degrés fractionnaires de x, dans la fonction ——-, 

sont de la forme k -+- -· 

Nous remarquerons encore que, dans la série des fractions réduites 

de on ne rencontrera des puissances fractionnaires 

de x qu'après la fraction — , qnisert pour trouverlesfonctionspet^. En 

effet, les puissances fractionnaires de a: ne peuvent y entrer que dans le 
cas où 9x est de degré impair. Mais alors toutes les fonctions de la forme 

— = sont évidemment du degre o, et par consequent π == ο. 

Or, π étant égal à zéro, d'après ce que nous venons de dire sur la 
détermination de ρ et q, le dénominateur Ν sera d'un degré moins 
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élevé que et avec un tel dénominateur la fraction réduite ne 

donne, en général, la fonction, d'où elle résulte par le développe-
ment en fraction continue, qu'avec une exactitude jusqu'aux quan-

tités de l'ordre plus élevé que - — — — — i/—· Mais !a 

partie irrationnelle de —' est justement de cet ordre. 

Donc, dans ce cas, cette partie n'a aucune influence sur la fraction — , 

de manière qu'on peut la supprimer dans la formule ——-, et 

chercher — par le développement seulement de — en fraction con-

tinue. 

§ IV-

Nous allons montrer maintenant le parti que l'on peut tirer de la 
réduction, qui vient d'être exposée, pour la solution des équations 

— .— Al—) , o — — πρ, 

dans le cas, où θχ est du troisième ou du quatrième degré. Après avoir 
trouvé les fonctions ρ et q, comme nous l'avons dit, et si l'on fait 

Xj -H Xy/9^ _ / ρ y/s, -+- q V^'Y P„ -+- Q, sjQx 

. X„ — Xy/ô-r —q fà) P.— Qov'
9

·^' 

on parvient à ces équations 

τ= — M τ ' 0 s „ , = (7ï — π,) p. 
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Pour trouver la fonction —, on divisera ρ2θ,— q2B2
 par hp. D'après 

la méthode qui nous a servi pour trouver les fonctions ρ et ç, il est clair 
que le quotient de cette division sera d'un degré moins élevé que \'6x, 
et par conséquent, dans le cas de Bx du troisième ou du quatrième 
degré, ce quotient sera, en général, représenté par ax 4- b. Mais, d'a-
près les équations (5) et (6), ce quotient, à un facteur constant près, 
est égal à u'v'w. Donc, l'une des trois fonctions 

u', v', w 

sera égale à αχ 4- è, et les autres se réduiront à des constantes, et par 
conséquent on sera conduit à l'un de ces trois cas : 

«' I u' τ «' — - - r, — = ctx -+- b. — = const. 
ν αχ 4- b ν ν 

Mais en faisant χ = — ^ dans les équations (4), où d'après l'équa-

tion (6) w' — w, on voit que le premier cas aura lieu, si celte valeur 
de x rend 

ρ V®i 4- <7 

le second, si l'on a 

ρ \fô> — q 

et enfin le troisième, si pour χ = ^ on trouve en même temps 

ρ v'î, -4 g \β, ρ — q A. __ 
κ ' V ' 

Donc, si nous convenons de désigner par ε une valeur qui se réduit à 

+ I, — I, o, 

Tome II (îe série), — JANVIER 1857. 3 
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selon que pour χ — — ^ on trouve 

ρ "/θι -+· η — Ο, u 

Ρ v'e. — η i 

ou, en même temps, 

Ρ ν/β. H- q \/S, _ ρ y/s, — q y/θ, _ 
α ν 7 

la valeur de % sera donnée par cette équation 

u' I 

''' (cî.x+ b)°-

D'après cela, les équations qui déterminent P
0

, Q
0
 et ρ deviennent 

(7) 
P„ + Q, y Sx _ Τ ^

 &
 P„ + Qo

 =
 ^ j 

P„ + Q, y Sx _ Τ ^ & P„ + Qo = ^ j 

Dans le cas où a ne se réduit pas à zéro, on peut mettre ces équations 
sous une forme plus simple, en introduisant à la place de a: une nou-
velle variable ζ d'après l'équation 

ax + b = — Ζ 

En effet, si l'on traite la valeur de p° + Q° comme fonction de 
Pô — Qo ySx 

cette nouvelle variable, 011 parvient facilement à reconnaître que, 

d'après les équations précédentes, la fonction en ζ sera 

déterminée par ces propriétés : 

i°. Elle reste finie tant que ζ est fini et diffère de ο ; car ces valeurs 

de ζ correspondent à celles de χ différentes de — ^ et finies. 
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a". Pour z = o, la limite du rapport — + π'° reste 
Pô — Qo ySx 

finie; car ce rapport n'est lui-même que la limite de la valeur de 

™-L· ; χ^π *. ' * pour Λ- — ce . 

3°. Pour ζ = co le rapport P"+ Q"V0j . ^
 reste

 β·
 car ce rg 

P„ —Q„ V9·® 
port est égal à —, quand on fait χ 

Donc, en faisant ax -+- b = -■> on peut remplacer les équations (7) 
par celles-ci : 

V V „"z / — T 7(^-π)ρ ^ V _\ ) __ -

-Q'V0 (“ — bz az –Q — bz' az 

Mais il n'est pas difficile de s'assurer que « étant différent de zéro, on 
aura 

π = π,. 

En effet, comme π
4
 = ci,

 otl
 p

eut me
tf

re
 ]

es différences 
Ρ ν/o, - q s!% v 

η — τι,, π, — π sous ces formes : 

ί W®L=LiVjx- = a#Ρ^-1±1 J - Jelhmlh, 

$ 1' ν'5' + ? v/9. 71 _
 2

 JI Ρ V^6· + ? a _ ff'6? 
/ί^/θ, V'"" 

Donc, si le coefficient a dans la valeur de —! — =ax-\-b n'est 

pas égal à zéro, les différences 

71 — 7Γ(, 71, — 71 
3.. 
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sont respectivement égales à 

\fuv ' y u.v 

Mais, d'après le § III, on a 

\juv> V:!Qx 2 Ts/uv 

et comme θχ n'est que du quatrième ou du troisième degré, cela 
prouve que les différences π — π,, π, —π sont au-dessous de ι, ce 
qui ne peut être, à moins qu'on n'ait π = π,. D'après cela, les équa-
tions qui déterminent P

0
 et Q

0
 en fonctions de ζ deviennent 

Po+Q. Ρ, + Q» \/e(a~b~) 

— Qo y/e — bz L = T, à az a — bz az ) 

formules que nous mettrons sous la forme 

(8)— V \ az Γί = τ, v \ az _ { = 6Pt 

"••■-«y*· (^) "■•■■-«y- (^) 

pour délivrer la fonction radicale des puissances négatives de z. 

Or la première de ces équations ne diffère que par la forme de celle 
qu'Abel a traitée dans son Mémoire sur l'intégration de la formule 

différentielle ~~i R et ρ étant des fonctions entières, et d'après les 

recherches ingénieuses de ce grand géomètre, nous savons que cette 
équation est impossible, sauf le cas de P

0
 = ο ou Q

0
 = o, si la fraction 

continue résultante de ^z*9 n'est pas périodique, et dans 
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le cas contraire, si l'on a 

t / z< S ( ; 

•+ τ 
r, H ι 

r, H -
2Γ-) 

I 
r, H — 

r, +. 
• 5 

on vérifiera cette équation en prenant 

?£ = ,· + -!_ 

«· r, + J_ 
r3 +· ι .-I ι 

ri H r· 

Quant à l'équation 

i ν ν °* ^ 

P„ -Q .J z'Q a — bz \ az 

on la vérifiera en choisissant convenablement p, savoir en prenant 

, .p„■+■>·y/·"(y-) , ̂ V·'
8
^) 

Pez Q ’-wv« az ) 

Donc si l'on fait, pour abréger, 

φ
(ζ) = /■+ —— 

( 
Λ + r, +. 

' . -+- —î 
H 1 
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la valeur cherchée de p° Q°v ̂
 en fonction de ζ sera 

P» — Qo v'6·^ 

?(z)+
y/,

i5

(l_^) 

?(a)-

et, d'après l'équation ax -+- b = nous aurons en fonction de χ 

(9) 
P(| + Q, y/8^ (r + a) φ (g.r + é) + 

Po — Qo v/5jr a? a.T. -j- b ; l) ~ Ve* 

Quant au nombre jo, on le trouvera d'après l'équation 

?(z) + vA
40

 ( " ~~ ) 

6 / (a — bz\ 

Cette valeur de jo nous montre que la solution des équations (8", 
que nous venons de trouver, ne peut être employée que dans le cas 
où £ ne se réduit pas à zéro; car, pour ε— ο, cette valeur de ρ 

devient infinie, tandis que ρ désigne chez nous un nombre fini. Mais , 
dans ce cas, on vérifiera évidemment nos équations par une valeur 
finie de p, en prenant une des solutions de l'équation 

v/5jr a? a.T. -j- b 

v/5jr a? a.T. -j- b ' V 

que nous avons exclues, savoir Q
0
 = ο ou P

0
 = o, ce qui donne 

4-Q„yA’0 a — bz\ a a A 

4-Q„yA’0 a — bz\ a a 
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Dans ces solutions, pour ε = o, le nombre ρ reste arbitraire, et 

l'on pourra prendre ρ = ι. Remarquons que ces solutions, qu'on 
pouvait aussi tirer de la formule (9) en prenant <p(z) égale à ο ou ce , 
ne pourront être employées, à leur tour, que dans le cas de ε = ο ; car 
autrement ρ serait égal à o, tandis que ce nombre doit être différent 
de zéro. 

Ainsi l'on trouve la fonction - et le nombre 0. si le quo-
P„— Q„\/e.r 

tient de la division de p*d, — par uv se réduit à ax + b et que a 
ne soit pas égal à zéro. Mais s'il arrive que a = o, les fonctions u', v'. 
d'après ce que nous venons de dire relativement à leur détermination, 
se réduisent à des constantes, et, par conséquent, les équations qui 
déterminent P

0
, Q

0
 et ρ deviennent 

rrr-z A 5 u ;= = ( 7Γ — 71, ) p. 

Or, comme ces équations sont de même nature que les équa-
tions (8) et que seulement ici P

0
, Q

0
, y9x, π — π, remplacent P

0
z2. 

Qoî y''
 £

'
 nous concluons, d'après les formules précé-

dentes, que la solution de ces équations sera donnée par ces for-
mules 

P, -4- Q
c
 i s, <p„ (.ri 4- y S,r 

P„ — Q,1 fix <f, fx) — fix ' r- ~ <f„ (.'■) — fi.ι 

où l'on prendra pour ψ„(χ) zéro ou l'infini si 

η — π' = ο, 

et dans le cas contraire, on développera fix en fraction continue 
r /■ _f. 

ι 
r» 4- . τ 

ρ 
;· H 

i r* 4 ι 2H rι 4- . 
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et l'on prendra 

φ
0
(χ) = r H L__ 

r, -+- — r, +· ι 
·+ I 

r>H r. 

Nous remarquerons encore que si les équations primitives 

X.-XvC W ' #χ.-χ^ = πρ 

remplissent elles-mêmes la condition 

â(uv) -+- π < \/θχ, 

on trouvera leur solution au moyen des formules que nous venons 
de donner pour résoudre les équations réduites 

P. + <3,yC T^y + 
P,-Q

t
^0* V J P

0
 — Q

0
i/9x ;r 

Dans ce cas, on prendra π au lieu de π — π
(
, et l'on trouvera a, b, ε 

en égalant 

* ~~ {ax+ by" 

§ ν. 

D'après ce que nous venons de donner sur la solution des équa-
tions 

(10} X0 —Xs/θΐ-' W' Χ0-Χ^_πρ' 

on peut prouver qu'elles sont impossibles, si, 0.x étant du quatrième 

degré et de degré impair, l'équation θ χ = ο n'est pas vérifiée en 
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prenant pour χ une valeur composée des racines de l'équation uv = ο 
et des coefficients de θχ, à l'aide des seuls radicaux carrés, et que, 
par conséquent, on ne peut pas exprimer en termes finis toutes les 
intégrales dont la détermination se réduit aux équations (10) de cette 
catégorie. 

Pour le démontrer, nous remarquerons d'abord que, dans le cas où 

est r'e degré impair, on peut exécuter la réduction des équa-

tions (10), d'après le § III, en prenant cette décomposition de Sx en 
deux facteurs θ,, θ2 : 

θ, = ι, θ
2
 = θ χ, 

et si avec ces valeurs de S,, 02, et en supposant connues les racines de 
l'équation uv — o, on fait la réduction des équations (10), et qu'on 
cherche leur solution, on ne rencontre que l'extraction des racines 
carrées et les différentes opérations rationnelles. Donc, dans toute 
cette analyse, on n'aura que des quantités qui ne peuvent vérifier 
l'équation 5x = o dans le cas que nous examinons. Or nous allons 
prouver que tant que cela a lieu, on ne peut donner une solution des 
équations (10). 

D'après le paragraphe précédent, dans la solution des équations (ι o), 

on ne peut se passer du développement de γ/ζ* θ \a

 \ ou \/0 χ en 

fraction continue que dans le cas où l'on a 

ε = o ou π — π, = ο, η = ο. 

Mais nous savons (voyez § IV) que la quantité a ne se réduit à zéro 

que dans le cas où la valeur χ — — ^ vérifie ces deux équations 

j- b ; l) ~ Ve* 

et comme le produit 

ρ ν^ι + 9 Ρ V'®, — Ί v'®-
a i> 

Tome II (a* série).— JANVIER 1857. 4 
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est égal à 

£—!—-—-2 = αχ -+- b, 

cela suppose que le développement de 

p y/S, -Λ- q foi p foi, — q fo
2 

U V 

suivant les puissances de 1 + contient des exposants fractionnaires, 

ce qui ne peut avoir lieu, à moins que 6, ou 02 ne contienne le fac-

teur χ + et, par conséquent, cela suppose que la valeur χ = — -

vérifie l'équation 0, 02 = θχ = o, ce qui ne peut être admis, comme 
nous l'avons remarqué. 

Le cas de a = ο, π — π, = ο ne peut avoir lieu; car nous avons 
trouvé, dans le paragraphe précédent, 

7Γ. — η = a σ ——-r 2 — σ -— , 

et comme 

— = ux -+- b, 

0, — i, 0
2
 = dx, 

cela nous donne 

π, — π = ac? p qJ'ixχ 2 — è{ax + 6) 

=
 Λ

$Ρ+^--ύ-^· - -t-é). 

Mais dans le cas que nous examinons, la fonction est de degré 

impair et la fonction p '
A
 — d'un degré entier; donc, si a = o, la 

différence π, —π est de la forme 2k-h 1, et, par conséquent, ne peut 
se réduire à zéro. 
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11 nous reste maintenant à prouver qu'on ne parviendra pas non 

plus à la solution de nos équations par le développement de 

\A'
9
 (™) <·» sjQχ en fraction continue. Pour cela, nous allons 

montrer qu'en général si aucune des racines de l'équation bicarrée 
R = ο ne peut être exprimée à l'aide des seuls radicaux carrés, 
la fraction continue, résultante de y'R, peut être périodique, delà 
forme 

I r 
I 

r. H 
I 

• H 
I r{ 

I r2 ^ 
ι 2 r _j 

r{ -h 

En effet, si cela avait lieu, nous savons, par les recherches d'Abel, 
qu'on parviendrait par ce développement de y'R à la solution de 
l'équation 

YjJ — Y2 R = G, 

où Y
0

, Y sont des fonctions entières et G une constante ; le tout, étant 
déterminé par le développement de \/R? ne peut contenir que des 
quantités exprimables par les coefficients de R au moyen des seuls 
radicaux carrés. Or, une telle solution de l'équation 

YJ - Y2R = C 

étant admise, supposons que 

il -jr2R = 

soit celle parmi elles dans laquelle y diffère de zéro et soit en même 
temps du degré le moins élevé. 

D après l'équation précédente, nous trouvons 

jr% - c = r2 R, 
4·· 
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et, par conséquent, 

(ro + (V<")jo - Vc) = J2R· 

Comme j
0
 — y c, ^"0 + Ve ne peuvent avoir de commun diviseur, 

cette équation ne peut être vérifiée à moins qu'on n'ait 

(' ι) Jo + \'c =J?R, Jo - Ve =/^
2f

 R'R2 = Ri 

et, par conséquent, 

a V'c = /JR, — jr2R2-

Or on ne peut pas supposer que l'une des fonctions R,, R
2
 se 

réduise à une constante; car en admettant, par exemple, que R, = c,, 
on trouve, d'après (ι i), 

E, = ï, 

et, par conséquent, l'équation précédente devient 

a vc =y\cK -

ou 

ac, v'c = fc, j()
2 — jr'R, 

ce qui donne, contre, l'hypothèse, une solution de l'équation 

Y2 — Y2R = C, 

où Y = r
2
 est d'un degré moins élevé que^. 

Mais les fonctions R,, R
2
 ne peuvent être non plus de degrés supé-

rieurs à zéro; car autrement on parviendrait à décomposer la fonc-
tion bicarrée R en deux facteurs R, . R

2
, et, par conséquent, à trouver 

au moins une racine de l'équation R = oau moyen des seuls radicaux 
carrés; car, d'après (ι i), pour trouver R, et R

2
, on n'a qu'à chercher le 

commun diviseur des fonctions j
0
 -+- \jc et R, jr0 — \Jc et R. 
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§ VI. 

En terminant notre Mémoire, nous allons faire le résumé des procé-
dés qui, d'après ce que nous venons d'exposer, constituent, avec nos 
recherches citées plus haut, une méthode générale d'intégration des 
différentielles qui contiennent une racine carrée d'un polynôme du 
troisième ou du quatrième degré, en tant que cette intégration est 
possible sous forme finie. 

Nous supposons que préalablement la partie rationnelle de ces 
différentielles a été séparée, et que le reste a été mis sous la forme 

~ =·> où f
0
x, F

0
j? n'ont point de commun diviseur; nous suppo-

sons aussi que θχ, qui n'est que du troisième ou du quatrième degré, 

n'a pas de facteurs multiples; car, autrement, l'intégration de ~ -ÎL 

deviendrait très-simple. 

-r— sous forme finie, en tant que cela 

est possible, on procédera de la manière suivante : 

i°. On cherchera le plus grand commun diviseur entre les fonc-

tions F
0
x6x et Nous dénoterons ce diviseur par Q. 

■20. On déterminera les degrés des fonctions sjj ces 

fonctions sont de degrés inférieurs à — 1, le terme algébrique dans 
l'expression de l'intégrale cherchée est zéro. Dans le cas contraire, on 
prendra η égal au plus petit nombre entier supérieur aux degrés de 
ces fonctions, et l'on cherchera les coefficients du polynôme 

Ρ = B„ λλ + B„_, *"-· + . , . + B2.r* + Β, ,r + lï
0

, 

d'après cette condition : la fonction 

f r ΐ,χϊχ dV ( *'rd.r "X dé )n 
J°

X Q dx \
 2

Q (f / ' 

étant divisée par Q, donne zéro pour t este et pour quotient une fonction 

d'un degré qui n'est pas plus élevé que celui de . 
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Si cette condition ne peut être remplie, on conclura tout de suite 

que l'intégrale cherchée est impossible sous forme finie. Dans le cas 
contraire, on trouvera les coefficients du polynôme P, et l'on con-
clura que la partie algébrique dans l'intégrale cherchée a pour valeur 

/Ql T> \¡6 X. 

3°. On mettra la fonction sous la forme où 

fx, Fx sont des fonctions entières qui n'ont point de commun divi-
seur; on cherchera les racines de l'équation Fx = ο, et l'on calcu-
lera des quantités R°, Κ', Κ", R'",..., R(/) d'après les équations 

[_F.r \jQx ]x=zvο 
K' = —, 

F' [x') sj0(:r'} 

R" = A*") R
(/> _ /(*0 

F' (x!) ν/θ (χ1) ' 

où χ', χ",..·, χ(ί) désignent les racines de l'équation 

Fx = o. 

4°. On cherchera les nombres entiers M0, M', M",.. . , Mf,; qui 
rendent 

M°R° + M'R' + M"R" + M«R« = o. 

Soit λ le nombre de toutes les équations de cette forme qui ne sont 
pas identiques entre elles par rapport à 

R°, R', R",. . , , R«, 
et 

i _i l — À 

R° = 2
Μ

'
?κ(; +

 °' 
i — 0 

i = 

R'= ^M/R^
0

, 

ï = o 

t = l Γ / 
R" = 2MlR(i+iV··, 

i = o 

t = l — λ 

Κ(Ί-Ι)= 2MP- , ) R Î 1 + I ) 

i = o 
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les valeurs de λ quantités de la série 

R°, Κ', K",.. ., R(<>, 

en fonctions des autres, qu'on tire de ces équations. 
D'après cela on conclura que la partie logarithmique de l'intégrale 

cherchée est composée de ces l — λ + ι termes 

^logW
0
 + 5L_ilogW

(
 + . .. + ~~ log ·, 

oùn
0

, désignent des nombres entiers et W
0

, W,,..., W;_; 

des fonctions de la forme x°+ x . 
X0 —XVQ 

5°. Pour trouver un terme quelconque log W,·, on cher-

chera le plus petit dénominateur auquel les quantités M?, M], M/'...., 
peuvent être réduites. En dénotant ce dénominateur par σ, on 

fera 

π = ± M? σ, 

en prenant celui des deux signes qui appartient à M?, et l'on mettra 
l'expression 

[(χ — x')M,'(x — x")
M

·'... (χ — oc^ ^)*
1
' \x — x^ °) j 

sous la forme d'une fraction simple -■ 

6°. On décomposera θ χ en deux facteurs 0,.02, de manière que 

ne soit pas d'un degré entier, on trouvera une fonction en-

tière S pour laquelle les fractions 

s + s/e, s vs. — v/e. 
> —-— 

Il V 

ne deviennent pas infinies, tant que χ reste fini, et en développant 
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l'expression —- en fraction continue, on cherchera parmi les 

fractions réduites de celle dont le dénominateur est du degré 

le plus proche de celui de γ/—, mais moins élevé que celui de 

cette fonction. 

En dénotant cette fraction par —» on cherchera le quotient de la 

division de 

(NS - MUP)*0, - N2Ô2 

par uv. Ce quotient sera toujours d'un degré au-dessous du second. 

70. Si ce quotient est une fonction du premier degré ax + b, on 
prendra 

—— ioS Wi - -±— JOS(ns"-M^T^S, - Ν v'â/ 

dans le cas où les deux fonctions 

(NS — M uv) ν/β, + Ν ν/θ, 
u 

i'NS — M uv) ν/θ, — Ν ν/θ, 
ν 

se réduisent à zéro pour χ = — 

Dans le cas contraire, on aura 

xr ( J. i) 

£
ϋ('/ + '! | J[~(NS-M«,) ν/βι + Νν/θ,'Ι'ί a ) ' (ax -+- b) ^ 

°SjL{NS-MHv/e,-»t/e,J _v^j' 
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ou φ (ζ) est une fonction égale à 

I 
R H 

i 
r, -f-

*-h .
 f 

H- ^ 

/"a H * r 

la fraction continue résultante de γ/ζ* Q ( étant périodique et 

do la forme 

ί 
r H ι r, -f-

rs-H. ι 
ι 

A, ^ 
rx H ι 2 r -f- — j 

r'\ H — H- « 
' 1 

ρ le degré de — --■< ε = + ι ou - t, selon que 

χ = — ^ vérifie l'équation 

(NS — Mue) y/θ, + Ν\/ί,__
Λ 

u OU 
[NS —Mac) y/θ, — Ν y/θ, __ 

8°. Si ce quotient se réduit à une constante, on prendra 

]0g W- = log (^-Μ^ + Ν^ 

dans le cas ou —— χ est du degre zero. Dans le ca< 
Tonte [I ('2Esérie).— FÉVRIER I85~. 

δ 
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contraire, en désignant par ε le degre de χ , on 

aura 

— log w, = log
 (

 '(KS_ M
^ ^ J · |· 

où 

ψ
0
{χ) = r+ —_ 

r ι H --
Λ -H · ι . H 

ι 
r, 

la fraction continue résultante de \jQx étant périodique et de la forme 

I 
r H ι r,H Γ 

.+ J 
r? + -

r ι 2 Λ H i 
r\ + —; 

• J 

ρ Je degre de -=.* 
y

0
x — y Bx 

9°. Ce que nous venons de dire sur la détermination du terme 

logW,· ne sera applicable que dans le cas où le degré de la 

fonction uvxK surpasse ι. S'il arrive que le degré de uvxπ n'est pas 

au-dessus de ι, le terme — log W8 sera aussi déterminé par les 
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formules que nous venons d'exposer, seulement on fera 

(NS — Mw) y/ët -+- Wy/e, _ 
(NS — M uv) ν'δ, — Ν ' 

on trouvera a, b, ε en égalant - = et l'on prendra ε = π 

dans le cas de a = o. 

io°. Après avoir trouvé tous les termes logarithmiques, on différen-

tiera leur somme. Si cette différentielle ne se réduit pas l'in-

tégrale cherchée est impossible sous forme finie ; dans le cas contraire, 
sa valeur sera précisément donnée par la somme 

Q V'G* + χ- '«g wo + log W. + . . . + — log W,_
;

. 

S'il s'agit, par exemple, de trouver l'intégrale 

Γ7.xe -+- Lx' -4- 7 xh — 3 .r3 — j;!— 8x — 8 , ι . — ; — dx, 
J ( 2I! — I γ V X1 -(- 4 χ' -+- 2 χ''- -Η I 

on cherchera le plus grand commun diviseur entre les fonctions 

( 2X2 — i)2 (X" -+- 4a'
3
 "+" 2I!+ l), 

d [ | 7. X2 — I ) ■ (x* -H" [\x? -+- 7.x1 -+- I ) ] 

dx 

Comme ce diviseur est % χ2 — ι, et que les fonctions 

( 2 x"- i) (7XC -+- 4x' -h JX< 3x3 X7 8 X 8) 

( 2 X7 l)1 (x' -h l\X? -+- 7.X1 -+- ï) ' 
2 X7 — I 

X sjx* "+"
 2 x" -+~ 1 

sont de degrés au-dessous de ι, on cherchera les coefficients de la fonc-
tion du premier degré Ρ = Β,χ + B

0
. Pour cela, on divisera 

a χβ + 4 χ5 + 7.x'4 — 3x3— x2 — 8x — 8— —— (x* + 4 χ! + 2i2 + i)B, 

l\2X7— [)2 (4^3 + Ι2ΛΓ' + 4X) \'?·χ!— ')' (■£' +·4χ3 + 2X' + Ο'^Ί /-ri !» \ 

S.. 
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par - i, Comme cette division donne le reste 

(/,B, +
 9

B
0
 - χ + l B, + 4B

0
 -

 l
X 

et qu'on trouve en outre dans le quotient le terme 

(i — B,)*4, 

qui est d un degre plus eleve que —; r > on ega-

lera tout cela à zéro, ce qui donne les équations 

4 B) -+- qB,, — = ο, § B, -t- 4B
0

 — — ο, ι — B, — o, 

et de là 

B
(
 = ι, B

0
_-

7
 Ρ — χ + -· 

Donc, le terme algébrique, dans l'expression de l'intégrale cherchée, a 
cette valeur 

— Jx4 ·+· 4 -r3 -t- a .r2 + ι. 

En réduisant l'expression 

?. Xe -t- 4 χ' ■+■ 7 xi — 3x2 — .τ' — 8 χ — 8 
(ZX2 i)2 

I 
iH 

d — sjx* 4 .r3 -+- ζ χ' H- ι 
— y/a"' -h 4 X* + 1 X2 + I ~ ' 

à la forme la plus simple, on parvient à 

6x2 + Sx -t- 7 
2X- — I 

et comme les racines de l'équation 2 χ2 — ι — ο sont χ■= L, 
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« = -4=? on calculera les quantités K°, Κ', K" d'après les formules 

= lin. " *(6*' + 5* +
 7

) -
( 2 x1 — 1 ) \/x' -+- 4-i® + 51' t J χ = X 

6x'2 -f- 5x' 4- η 
4·®' -+- 4

 χ,ί
 -+-

2
 "+"

 1 

^ „ 6 χ'"1 -+- 5 χ" -F- 7 

4 jc" vèr' ' 4-r"3 -f- 2.r"3 -+- 1 

en prenant x' = χ" = ce qui donne 

K0=o, K'=:-5, K"=-> 

el, par conséquent, on aura 

(12) M°K° + M'K' + M" K." = o, 

si l'on prend 

M0 = 1, M' = ο, M" = o, 
011 

M0 = 1, M' = 1, M" = 1. 

Quant aux autres valeurs de M0, M', M" qui satisfont à l'équa-
tion (12), elles ne conduisent, par rapport à K°, Κ', K", qu'à des équa-
tions identiques à celles qu'on trouve en prenant les valeurs mention-
nées de M°, M', M", savoir : 

1 -K° + ο. K' + ο . Κ" ~ ο, o .K° + 1 . Κ' + 1 . Κ" = o. 

et ces équations nous donnent 

K° = o.K", K'=-K". 

D'après cela, on conclut que la partie logarithmique de l'intégrale 
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cherchée ne contient qu'un seul terme 

- ilosw<-

Les coefficients de l'expression de K° et K' en fonction de K" n'étant 
pas fractionnaires, et le coefficient de K" dans la valeur de R° étant zéro, 
on prendra 

σ=ι, π = ο; 

on mettra le produit 

y/(^) ~^+* 3 — y 

sous la forme d'une fraction 

I 
X — 

V'a 

5 

V 3 

et, après avoir décomposé χ4 !\xz + + ι en deux facteurs 
(χ + ι) (x* -+- 3x2 — χ + i), on cherchera une fonction entière S 
pour laquelle les fractions 

S \jx -+- ι -+- yéc
3
 -ι- 3x7— χ ■+■ ι 

V 3 

S's/x -+- ι — y/.r3 + 3i: — χ -j- ι 

x H 7= 

V'2 

ne deviennent pas infinies tant que x reste fini, ou, ce qui revient au 

même, une fonction S qui, pour χ = ~, x = Λ—·> se réduise res-

pectivement à 

~y/(^) ~^
+

* 3 — ya 
Λ y/â 

Vi/à 
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et à 

\/(~Ή) +î
(~7i) _ 3^ 

D'après cela on trouve 

S = ι — 3x. 

En cherchant la fraction réduite de ——; ^ > dont 

(-ïïhïï ■ 
le dénominateur est du degré le plus proche possible de celui de 

» A"à) (*
+

tî)
 |i+,)r

' 
Y s/x* + [\x% ■+■ -ςχ1 -1- 1 

mais moins élevé que 

1 /(*~7î) (*+j;) (*+>)*· 

V X* ^X3 + 9. X3 l 

on prendra pour cette fraction "4 et comme 

3*) -0.(*-J=) (j+A) ]'(*+,) 

— I2.(JC3 -+- 3.R2 — χ + Ι) = SX* — l\x, 

divisé par 

(x'~ ~h) (·ΐ + ̂ )-·τ1~;' 

donne pour quotient 8x, et que x = o rend nulle la dernière de deux 
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expressions 

{I — 3χ ) \jχ H- ι -4- \jx]> -+- 3.T2 — x I 

x+V 

t — 3 χ l \jx —f- ι — \jχ- -+- 3 x'~ — χ -+- ι 
I 

'T + τ 

le terme logarithmique, d'après le 70, sera donné par la formule 

_ 5 

^log 

ρ 
Γ (ï — 3.r) y'χ -h I -i- sf.T* -f- 3.r- — .τ l 1"-
|_ (l — 3x) ·+· ï — \/^+ 3.r2 — .r -i- I | 

Xç | - j «f- y'X -4- Zf·7-3 2.r- ι 

jc-ω — — y/
r
rJH-A.r + 2.r- -f- ι 

où ρ désigne le degré de 
?(8)

-
f
~y/8'[(A4(») +2(»Γ+1: 

-c -\/
s

'[
;
x -

4
(0

 u

*(=)
 11

 ; 

Pour trouver la fonction φ (s), on développera le radical 

^4(1) -4-4^) 4- 2
 (7^) + IJ = X + az

2

-t- 4Z + Ï 

en fraction continue. Comme on trouve 

\ z" 4- ïî3 + 4 ζ 4~ ; — ζ2 4- ι 4- - -
-ζ 4 2 Ζ 

2ζ — 2 Η 1 Ζ 
2 Ζ + 2 (ζ2 4- ι) 4- · 

• ? 
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on prendra 

φ(ζ) = ζ2 H- ι +
 ]
—1 

-3 H 2 I 2Z — 2 H 
I 

Γ' 

ce qui donne 

, . zs — z' 3z! + î' + 2 
>\1 z'-z' + îz 

et par conséquent p, degré de ^)+\A[G)î+4(Q3+2(*) +i] 
?W-V

/z,
[(Î)

1

 + 4(^)
3

 + 2(i) +i] 

est égal à ίο. 
Ainsi en faisant, pour abréger, 

Δ = \jx4 -+- ί\Χ* + 2tS
 + I, 

le terme logarithmique cherché aura cette valeur 

— log 

[(l — 3.κ) ijx ι x? + 3.r' — ,i + ll 10 
(ι — 3x) \jx Η- I — \jxz -f- 3.^ — .r+i J 

:;4α)'-(^»α)·-α)·-νΓ(ί)·-α)·-α)ν 

■''[(ϊ)'-(.;)'
 + 3

(:)
 +

(ί)
 +2

]-[(î)'-(:)*
 + a

(:)]
4 

ou, ce qui revient au même, 

?lo§ 

[(i — 3-r) \jx -t- I -f- \]xl -+- 3x2 — .T. ι Ί10 
(i — 3x) \]x -V- l — y'.r3 -+- 3x' — .r ι J 

2 a:5 + .r3 + 3®' — ·Β —f- ι — ( 2 X2 — x ■+- I ) à 

7.x6 -+- x? -t- 3x? — x ι -h (2χ1 — χ -+- 1) Δ 

Donc, si l'intégrale cherchée peut être exprimée sous forme finie, elle 
Tome U (2* série). —FÉVRIER 1807. 6 
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doit être égale à 

1 
X -i 

— Δ + \ log [ (L — 3·») <Jx -+- Ι + sjx'-'r 3x' — χ -T- Ι 1'° 

2 X* -+- X3 + 3 χ"1 X 1 — ( 2 χ- X -(- J ) Δ I 

2ÏS + I1 + 3 x1 — X -+- l + ( 2 X* — X + I ) Δ 

où 
Δ = \/'x* + 4

χΐ + 2 X2 + I . 

Effectivement, on trouve par la differentiation que c'est bien la valeur 
de l'intégrale 

/2 .»■ — j η X* 3 ·'" ί ' — 8 χ — 8 y 
(2X3 I ) 2 \jx'' -h 4 "+" 2 Λ72 I 

sur laquelle nous avons opéré. 


