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JOURNAL
DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

L’INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES
QUI CONTIENNENT

UNE RACINE CARREE D'UN POLYNOME DU TROISIEME OU DU
QUATRIEME DEGRE ;

Par M. TCHEBICHEF.

‘Tir¢ des Mémoires de 1’Académic Impériale des Sciences de Saint-Pétershourg, 6¢ série, Sciences
mathématiques et physiques, tome VL)

§ 1.

Dans le Mémoire sur l'intégration des différentielles irrationnelles,
publié en 1853 dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées
de M. Liouville, nous avons donné une méthode pour trouver la par-

foxr dx ,
a VG—;’ en tant qu’elle

est possible sous forme finie, et déterminer séparément tous les termes
logarithmiques a V'aide de certaines conditions qu’ils doivent vérifier. A
présent nous allons montrer comment on peut trouver, d’aprés ces
conditions, les termes logarithmiques, dans le cas le plus simple et le
plus intéressant, savoir : celui ou la différentielle coutient une racine
carrée d’un polynéme du troisieme ou du quatrieme degré. Faute de
méthode générale, on ne connait que des cas trés-particuliers, ou une

tie algébrique dans Pexpression de Pintégrale {
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pareille différentielle s'integre sous forme finie; dans plusieurs autres
cas, pour lesquels cette intégration « aussi lieu, on n'y parvient qu’en
essayant différentes transformaticns, et le p]ns souvent on renonce i
I'idée de chercher Pintégrale apres avoir fait beaucoup de tentatives
sans suceces. Or, d’apres nos recherches citées plus haut, les méthodes
particuliéres et les essais de différentes transformations qu’on emploie
dans cette intégration seront remplacés par une méthode générale et
directe dés qu'on sera parvenu a définir les termes logarithmiques

dans Ia valeur de

F,z \/z,zr‘ 4 Bt 4 gt 4 r?.;rr-!— ).

S— — b

[‘ fox dr

d'apres les conditions que nous avons trouvées pour leur détermina-
tion. Cest ce que nous zllons faire ici, en donnant la méthode d’apres
laquelle la recherche de ces termes se réduit toujours a cette question
résolue par Abel :

s . cdr
Trouver toutes les chfj(zrentzelles de la Jorme (f_f, ou p et R sont des
vR

fonctions enticres de x, dont les intégrales puissent s'exprimer par
nne formule de la forme
loo r _(_”{/ \'/‘R.
o Ay
P—qyh
(OEuvres complétes, tome I, page 33.

Cette intégration sera donc due a Abel, et par le principe fonda-
mental, d’ott nous sommes partis dans nos recherches sur lintégration
des différentielles irrationnelles, et par la méthode de résoudre la
question citée, a laquelle se rédnit finalement la détermination des
termes logarithmiques dans la valeur de

ﬁ.‘!.‘ ([,7'
Fox \fart 4 Bt g0t =00+

Ainsi nos recherches, comme nous nous plaisons a le croire, rempli-
rout, sous un certain rapport, une lacune qui restait entre les Mémoires
de ce grand géometre, ou il donne la forme générale des intégrales des
différentielles algébriques, en tant qu’elles sont possibles sous forme
{inie, et ceux ou il cherche lenr valeur, en faisant une hypothese par-

ticulicre.
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La réduction de nos équations, dont nous venons de parler, est in-
dispensable aussi pour simplifier V'intégration des différentielles plus
compliquées. Quant aux différentielies qui ne contiennent sous le
signe du radical carré qu’une fonction du premier ou du second de-
gré, ceite réduction conduit immeédiatement 4 trouver la partie loga-
rithmique de leurs intégrales. Oulre cela, cette réduction est remar-
quable par différents résultats relatifs 4 la nature des intégrales qu'on
peut en tirer, et cela nous fournit un rapprochement tres-intéressant
de la construction des valeurs irrationnelles avec la regle et le com-
pas, et lintégration des différentielles sous forme finie. Ainsi I'on
verra que la somme des nombres #°, #/, »”,... étant impaire, I'in-
tégrale

( ntx 4

n'Afa’) + n’A(a”) " C) dx

- —
xr—a & — a” + A(.z‘\

‘

ou nous avons fait, pour abréger,

Alx) =ya' + fx* + ya? + dx + 4,
ne peut étre exprimée sous forme finie, si, d’aprés les quantités
dy,a’. .., By oy 9k

et a I'aide de la regle et du compas, on ne peut construire aucune des
racines de I’équation

xt 4+ fat 4 yx? + dx + L = o.

Par exemple, on reconnait que les intégrales

27 — ' —1
n'ae -+ ( 1) -+ C
&
dx,
\/.2“—{-2.’1:’—81 +9

27 3(on” —n'—a' —1j N
nx -+ -+ G

T —1 X

- dx,
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sont impossibles sous forme finie, parce que, 2 l'aide de la regle et du
compas, on ne peut pas inscrire dans le cercle un polygone régulier de
sept cOtés, ce qui est nécessaire pour la construction desracines de I'¢-
quation

x*t 4+ a2x?*—8x + g =o0.

1l y a d’autres questions de I'analyse transcendante, ou la méme meé-
thode de réduction peut étre avantageusement employée, savoir quand
on cherche & exprimer la somme des intégrales

T r dr ( T dr
N o B L
2,7 -4 8, Vo a,r - 8, Vo

I’y

par une somme d’un nombre déterminé d’intégrales semblables, en vy
ajoutant une certaine fonction algébrique et logarithmique.

Enfin, cette méme méthode, appliquée aux nombres, donne un pro-
cédé a I'aide duquel on trouvera la représentation d’un nombre donné
par la forme x® — ny? toutes les fois que ce nombre peut étre mis sous
cette forme, et qu’on connait la valeur de & pour laquelle la forme
x* — n est divisible par ce nombre. Dans le cas de n = — 1, cela se
réduit 4 la méthode ingénieuse que M. Hermite a employée pour dé-
montrer que tous les nombres premiers de la forme 44 -+ 1 sont tou-
jours décomposables en une somme de denx carrés, et pour effectuer
en méme temps cette décomposition.

§ 1.

Si dans les formules de notre Mémoire cité plus haut on fait

m=o3, A=ylx=\6r

on trouve (ue l'équation
x" — 1 = o,

dont 'nne des racines primitives nous a servi pour composer des
nombres complexes, se rédait a

x? — 1= o,
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et comme la racine primitive de cette équation est égale a4 — 1, les
nombres complexes que nous avons désignés par

Me, M,, M.,...

deviennent réels et rationnels. De plus, la forme générale des termes
logarithmiques

Alog[g(a).9*(ad). o= (a?A). . o= (@™ A)],
acause de m = 2, A= G, devient
Alog [ (7F) .4t (— v52)] = A log 207

et comme ¢ est une fonction entiere, on aura

¢ (\/ﬁ) = X, + X\//yﬁ’ ¢ (_ V(‘—é}) =X, — X V’a}u
ou X,, X sont des fonctions entiéres.

Donc, les termes logarithmiques, dans la valeur de Vintégrale
Fx dr ve . ..
—+- —=> S'écriront ainsi :

. f" \/9.7:

X+ X y/o—.r

A lo —
OB X s

Ln cherchanta déterminer ces termes, nous avons trouvé que le coef-
ficient A sera égal 4 une valeur connue, divisée par un nombre entier
inconnu, et si I'on désigne ce nombre par n;, le degré de la fonction

a - r - .
— sera exprimé par le produit n,.M;, ou M est une valeur

connue. De plus, cette fonction, pour toutes les valeurs finies de x,
sera en rapport fini avec la puissance ™ de la fonction

, L oM MY MA ;
(x_ xl)M; kx’—‘x,\' . .,\x — 1'”) o [x — x()-—l)] ; I’x_‘%,()\'_l) J,
ou

1 " L7} k—1
i\/Iij Mi? Mi,..., Mi 2

1ans le cas que nous examinons, sont réels et rationnels. En passant
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a la détermination des inconnus 7;, X,, X, nous remarquons que 7
doit étre susceptible de réduire les produits

' " " dem
M, M, M, MG, M

a des nombres entiers: car le produit n;M? désiene le degré de
5 i g

X, +X o . . . R R .
D 2V qui ne peul étre fractionnaire, X,, X étant des fonctions

/

Xo=— X \Or
entiéres: la méme chose a lieu relativement aux produits

’ " " b
n,-l\L, n,-M,-, niMi,..a, IZiM;' I,

qui sont égaux aux exposants de & — x', x —x", *x —ax",...,
x — 20— dans les premiers termes du développement de

X, + X or

X, — X \/Om
x—x", ..., x—x= Donc, n; doit étre divisible par le plus petit

suivant les puissances croissantes de x — &', x—x",

dénominateur auquel les quantités
1 T" j —1
M, M;, Mj,..., M/

peuvent étre réduites, et par conséquent, si I'on désigne ce dénomina-
teur par o et le quotient n;.c¢ par +p£ ou — p, On aura

n; = = po,

ou nous prendroné celui des deux signes qui appartient a la valeur
\ , X, 4+ X oz
de M. D’apres cela, n;M;, le degré de == L_x,

X, —X Vix
=+ ¢M{p, ou ¢ M, se réduira & un nombre entier et positif. En déno-
tant ce nombre par = et désignant d’aprés la notation d’Abel le degré

sera exprimé par

X, + X Vo X, + X Vo . _
de M:x par c,‘“—“*—’wL;, nous aurons, relativement a g, cette
X, — X oz X, — X yox
équation

WX+ Xz
O ——————— = T4,
X, — X Vo ‘

Quant & la fonction qui, pour toutes les valeurs finies de x, reste

1 ' o e (IR IR NN . t
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. . X+ X Vo
dans un rapport fini avec la fonction X—OT\/’OL’ en vertu de n;= = g,
o XA WO

elle se réduit a

+

-1 2+ pe

. " " . R P . .
[le — 2™ — M (2 — 2 — o= | — ]
et comme les produits oM;, o M;,..., ¢M!" " Y d’aprés la propriété

du nombre 5, se réduisent a des nombres entiers, la fonction
' M M M . . MA ! o E
(=2 (= 2"V (e —x") L e — U0 e — xUr ] :
ne peul étre que rationnelle. Done, si nous faisons, pour abréger,

M “1.:/,—1 + g
i, i

M, M A , -
[(x—./a) f(e—x )i (e —2") Jx—ati—9] A\x——x{;..,ml] =
ou u, ¢ sont des fonctions enticres, et que nous convenions de dési-

gner par la lettre T toutes les fonctions qui restent finies tant que .x

) . L : L X, X o .
n’est pas infini, la propriété de la fonction TTT(V——: en question sera
y— X Vlx

exprimée par cette équation

Xo+ X e T(u)"
X, — X yor

v
/

Clest d'apres cette équation, combinée avec la suivante :

que nous devons chercher le nombre g et les fonctions X, et X.

Ces équations seront le plus souvent tres-compliquées a cause du
degré élevé des fonctions u et ¢, et de la valeur considérable de 7. Or
nous allons montrer qu'on peut les réduire & la forme, ¢t le degré de uv,

plus le nombren, sera au-dessous du degré de 6 .c.
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§ III.

Il n’est pas difficile de s’assurer que, §,, 6, étant deux fonctions en-
tieres dont le produit est égal & G, et p et ¢ des fonctions entieres
X,+ Xyox

quelconques, on peut mettre la fonction cherchée —
X, — X ox

sous la

forme

P ~/6I -+ p V/é; ? P+ Qo‘/&;’,
pYVI.—p Ve Po—Q iz

en choisissant convenablement les fonctions entiéres P, et Q,,. En effet,
le quotient

_ — <y

Xo+XViz (pve+qve,
X,—Xyor \ pvi—qvo,

se réduit a

Ko XV pyE— gy (X XV0r) (p0 — g vEx)

(X X82) (p\i+ g VB) (X=X VB2) (pb.+ g yom

. P 0x ,
expression qu’on peut mettre sous la forme J,‘*‘,Q?_\//;, en dénotant
P,—Q,Vix
par P, la partie rationnelle du produit (Xo + X ybx) (pf, — gybox),
et par Q, V6 celle qui a pour facteur V.
Mais, si I’'on substitue dans les équations

or g X'+ X Vo
(1) &_ty;’f:qv(ﬁ), XrXVir
X, — X Vor 0 X, — X0z

Iy NP lom Vo
: : 6, 4+ 7 V. VCER X, + X i
le produit (PV 7y ) Pot V0T 4 a place de S22V elfes

pVO—g V. /S Bi—Q \/5; X,—X \/§;

se réduisent a celles-ci :

— - —\ P
P+ Quvbr _ (ﬁ,wel-cn/ez ,
Po—-Q‘,\/G.r Y PV/91+9\/62
d\Po_‘—Q"\/G'T (TL' _ O“P\/5|+f]\/97>

P, — Q. Vir oo —qvi)”

il

' " [N TR RN R [N EN RN
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et st les fonctions p et g sont choisies de manicre 4 ce quelles véri-
fient les ¢quations

e N N S N T U
PVO =~ qVe, oou P VG + g Vo,

== T

1

les équations qui déterminent les nouvelles inconnues P, et Q, de-
viennent

,"2) *——ﬁd)p.

©

P,— Q, 0 P,— Q,yix

Ces équations seront plus ou moins simples selon les valeurs de P
et ¢, qu'on emploiera dans la réduction dont nous venons de parler.
Or nous allons montrer que, dans les équations réduites (2), la somme
du degré de 2/ ¢ et de la valeur numérique de = — =, sera au-dessous
du degré de ox, si 'on prend pour p et g les fonctions qu’on trouve
de la maniére suivante :

1°. On cherche une fonction entiére S pour laquelle les fractions
S VO + Vo, Syi — s,

2

F£ "

ne deviennent pas infinies, tant que x reste fini.

6,
-5
2°. On développe + en fraction continue, et parmi les frac-
o

tions réduites on trouve nne fraction dont le dénominateur est d’un

, . , , uvh, x* . . .. N .
degré moins élevé que » mais qui est sunivie d'une fraction

NG

dont le dénominateur est d’un degré plus élevé que \/

b, . x™

Vo

, . M
3°. En dénotant cette fraction par &> on prend
(3) gq=N, p=S8N— Muw.

En effet, d’apres les équations (3) et la propriété de la fonction S,

Tome 11 (22 séric). — Janvier 1857, 2
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on voit que les expressions

pVI+qVe,  pVE—ayh
142 [

ne deviennent infinies pour les valeurs finies de x. Donc, si 'on dé-
note par

Oy &Ly gy [31 ﬁn ﬁ27"',

les valeurs de x qui rendent ces expressions égales 4 zéro, et par

ﬂfn fz-,---s g, 81» 820 -

les exposants de

X — O, L — Oy X — Uyy--oy
x—f, x—Li X — .-

dans leur développement suivant les puissances croissantes de ces dif-
férences, on aura

al 4;_7 Ve — 1, (x — a) (x—a)h (e — az)* oy

M = Ty(x — B ( — )5 (x — By

ou T,, T, désignent des fonctions qui restent finies pour toutes les
valeurs finies de .

Mais, comme les exposants de x — a, & — oy, L —0ay. vy T— B,

‘ : pVB+ V0 pyi—q e

x— By, & — ... dans le développement de Sy

. . 1 ’ . . .
ne peuvent contenir d’autres fractions que -, ces équations se rédui-
ront & cette forme

pVE + q¥h,

i a -_— /'—,
(4) i3 = TI of \//"Va £ \/ I 1 V_e_

N AN
” = T,u yw',

ou «, v, w, w sont des fonctions enticres, dont les deux derniceres
ne contiennent que des facteurs simples. Par la multiplication de ces

' e H
! B e b e
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équations nous trouvons

P — q*h, . P
— = T, T,uv yoww,

et, par conséquent,

P8 — g%, -
AL I Y
ueu v \WLV

Cette équation prouve évidemment que T, T, est une constante; car,
d’apres la propriété des fonctions T,, T,, lenr produit ne devient ni
zéro ni infini pour x fini, tandis que cette équation montre que le carré

. . 20, — %0, ) .
de T, T, est une fraction rationnelle (P — 0] ui ne peut rester
2 (wou ') wor’ q P

finie pour toutes les valeurs finies de &, 4 moins qu’elle ne se réduise a
une constante. Donc

et, par conséquent, I'équation précédente devient

(5) Phoih_ g,

\ —
wor! o \wod

Or cette égalité suppose que aw’ est un carré parfait, et comme les
fonctions w, w' n’ont que des facteurs simples, cela ne peut avoir lieu
a moins qu’on n’ait

D’apres cela, en divisant les équations (4) Pune par P'autre, on
trouve

p\/g,-{-q\/;_. _Tu o

A 1

pVo—qye. v

. \ T,
en mettant, pour abréger, T a la place de T

2

1l nous reste maintenant 4 prouver que si I'on fait

pVi+q e

n, = ¢ =
' pVE— e

‘‘‘‘‘
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la somme de ¢(z'¢") avec la valeur numérique de = — x, sera au-des-

sous de &0x. Or, selon que 7 —m, est posmf ou négatif, cette somme
sera égale a

Mv)+nrn—mn oua Juv)—n+n,

Nous allons montrer que ces deux quantités sont effectivement plus
petites que 2y0x, tant que p et g sont déterminés comme nous
Pavons dit.

Pour s’en assurer, nous remarquons que, d’apres la substitution de

6 9 o .
da” et d‘ly—v—:ld—q——\/—2 la place de 7 et =, ces quantités deviennent

PO g0,
\ 6 — gV = 0
&Me'v') + &M_—m‘, o(uv)—i«o“p\/i_‘_q\/_f.r*
PO+ gV PVE— g Ve

Mais, d’apres I’équation (5), nous trouvons

v zolhh

o

Donc, les quantités précédentes sont égales ou inférieures a celles-ci :

9?0 = 0, /5-1_ {;; /9_|—— 6; z
PO AVl =gVl x Ve —aVe o

w Yo+ Vo, Ve
0\1’291 — q°0. + 0 ‘\P\/Q +‘/\/e2x—'“ . d\P\/Q"“'q\/ezxf‘ ;
ur pyO,-——q\/Oq . \/uo

Mais la premiere de ces quantités, par Ja substitution des valeurs

de p et g d’aprés (3), devient
9,
§— \/a M>N uuB..;ﬁ’

S

2 —- / —
Tae a2 = M\lx + 20 - N

" . 7 M -
quantité qui est au-dessous de dyfux, tant que x> dans la série des

i f ' [N T IR R IR DR N RS PR R R SRR RARRRRRTS " s
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o/
L . 0, .. i
fractions réduites de ——,— est suivie par une {fraction dont le

, . , , , wo, . ™ .
dénominateur est d'un degré plus élevé que \/ ———. Quant a la
yox

seconde quantité, nous remarquons qu’elle peut étre mise sous éette
forme

51"— 9: _E p a, ~?
26\[1)\//—_q"/—x 2+ﬂi;\r 2:,,
\ e \/uu

et, par conséquent, qu'elle ne surpasse pas au moins 'une de ces deux

valeurs
Ve Vo, z ' N 5, =
7] — 9 - 7] — 5 -
ga[’ SRR P B B [4_;_“,_@2 Cam
¢uo X Vaw
Iry T g
/9, —= — I 0.2’
20 1Y% » 'f!:d\\/Qac—fzo“-—\/uu'_x ~
\/un q \/93'
. PVO—gvi T
Mais comme nous venons de trouver que 29 N — ax* est plus
e

petit que dyOx, et que nous avons pris g =N d'un degré moins

i
uvh, .2

élevé que T » il s’ensuit que ces deux quantités sont au-dessous
9.

de d'yfx. Ainsil'on parvient a s’assurer que les valeurs de petq, dé-
terminées d’aprés la méthode énoncée, sont effectivement susceptibles
par la substitution

>

X+ Xy © [ pye gy P+ QuyEx
X, — X o p\/al — r]\/O_; P,—Q, \/61_:

de réduire les équations

X, + X Vox _
ST AVIE = T,
X, — X {6z Xy X,— X o
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a ces autres

Pt Quir T("')P, PRl R P

P,—Q, \/9_.1‘ o P,—Q, \/ﬁ

ot la somme du degré de w'¢/, plus la valeur numérique de 7 —=,,

, n

est au-dessous du degré de y0x.
Nous montrerons maintenant que cette réduction sera toujours pos-
sible, tant que les équations primitives elles-mémes ne remplissent pas

la condition
d(ww) + 1 < dyhx.

Il est facile de remarquer que la détermination de p et ¢, dont nous
venons de parler, ne suppose que Vexistence de deux fractions réduites

S —
e————— tel]es, gue l'une ait pour dénominateur une fonction

wvd 2™

d’un degré moins élevé que \/ Tor tandis que la suivante a le dé-

x

uvb,.x"

nominateur d’un degré plus élevé que \/ 7i
I

Or nous verrons que cela aura toujours lieu, tant que la condition

¢uv) + 7 < d\dx n’est pas remplie, et que I'on décompose conve-
nablement la fonction 6 x en deux facteurs 6, .6,, savoir, de manieére

T
ue wh 27 (it d’'un degré fractionnaire. En effet, dans ces suppo-
q N g ’ PP

- , ued 2" . .
sitions, le degré de \/ ‘:/‘__x est au-dessus de zéro, et, par conse-
bz
o,
S—4¢/ =
Vs
uy

par - 2, ot le dénominateur est du degré zéro, on est stir de trouver

quent, st 'on commence la série des fractions réduites de

parmi elles au moins une fraction dont le dénominateur soitd’un degré

'uuél.a:”

Vi

moins élevé que
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Mais alors, dans la série infinie des fractions rédunites de ¥ !

on trouvera nécessairement deux fractions consécutives telles, que
'une a pour dénominateur une fonction d’un degré moins élevé que
uvd, , x™

=" tandis que le dénomirateur de 'autre est d’un degré plus
Vorx

uv By . x™ . . . '3 -
T, si toutefois aucune des fractions réduites de
x

B -
_S - \/a we . x™
uv

b [4 - A ’
n’a son dénominateur du méme degré que —==—-+ Or cel
a é gré q i a

élevé que

n'aura pas lieu, tant que cette fonction est d’un degré fraction-
naire; car, pour 6 de degré pair, toutes les fractions réduites de

5, b
— 2z S — —
5 \/9. _ Vox
up

= ne contiennent que les puissances entiéres de x,
uv :

uoh, . x"

. . . , 1
et pour §x de degré impair, le degré de = alaforme k = 7
x
tandis que les degrés fractionnaires de x, dans la fonction — Ly

ue

sont de la forme k4 %

Nous remarquerons encore que, dans la série des fractions réduites

—_— 5,
5, Vo

T . . . .
de = » on ne rencontrera des puissances fractiomnaires
e up

M . . .
’ o . . " fn - "
de & qu’aprés la fraction < quisert pour trouverlesfonctions petg. Kn

effet, les puissances fractionnaires dex ne peuvent y entrer que dans le
cas ou . est de degré impair. Maisalors toutes les fonctions de la forme

X, 4+ Xy .. , ,
L \__ sont évidemment du degre 0, el par consequent 7= 0.
X, — X yor

Or, 7 étant égal a zéro, d’apres ce que nous venons de dire sur la
détermination de p et ¢, le dénominateur N sera d’un degré moins
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o uo , i X L
élevé que ~/_> et avec un tel dénominateur la fraction réduite ne
Gx

donne, en général, la fonction, d’ou elle résulte par le développe-
ment en fraction continiie, qu’avec une exactitude jusqu’aux quan-

. , o, : 5, .
tités de 'ordre plus élevé que — Ei = ;—- Mais fa

( uv 8, )2 8 w0 up
iz
0,
S — z
9,

partie irrationnelle de ——"—= est justement de cet ordre.

. . . M
Donc, dans ce cas, cette partie n’a aucune influence sur la fraction 5’

A
S—\/¢z
de mani¢re qu'on peut la supprimer dans la formule —7—', et
13

M . S .
chercher 5 par le développement seulement de ~ en fraction con-

tinue.

§ 1V.

Nous allons montrer maintenant le parti que I’on peut tirer de la
réduction, qui vient d’étre exposée, pour la solution des équations

X0+X\/ﬁ_T(ujﬁ g X+ XVie i
—_—— = ~i T =T

X, — X \bx v X, — X oz &

dans le cas, ou §x est du troisieme ou du quatriéme degré. Apres avoir
trouvé les fonctions p et ¢, comme nons I’avons dit, et si ’on fait

X, + X0z <1)s/5,+r1\/9?)‘° P, + Q, oz

XU_X\/E— [J\/—G-,—-—q\/az Po"‘Qo\’/é;

on parvient 4 ces équations

P, + Q, Vor 8% P, + Q,y0x
e ——— :T —— \ -~ . — )
P,—Q, \/9"’ ("' > ’ ¢ P,—Q, \/9x <T ﬂ,)p

' R N R R FY R R RN FARRRRRT! [ s
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. o . . \
Pour trouver la fonction =, on divisera p*6,—q¢*6, parue. D'apres
¢

la méthode qui nous a servi pour trouver les fonctions p et g, il est clair
que le quotient de cette division sera d’un degré moins élevé que O,
et par conséquent, dans le cas de 6 du troisiéme ou du quatriéme
degré, ce quotient sera, en général, représenté par ax +- b. Mais, d’a-
prés les équations (5) et (6), ce quotient, 4 un facteur constant pres,
est égal a 'v'w. Donc, I'une des trois fonctions

w, v, w

sera égale 4 ax + b, et les autres se réduiront a des constantes, et par
conséquent on sera conduit 4 'un de ces trois cas :

A “ —ax+b, Y= const
T ax—+ b o T T ? o '
. . b . . o Rty
Mais en faisant x = — ~ dans les équations (4), ou d’apres 'équa-

tion (6) w'=w, on voit que le premier cas aura lieu, si cette valeur
de & rend

p~\/6,+q\/9~2 .

u

ie second, si 'on a

Vo —ave _
Sl ML)

- . b )
et enfin le troisiéme, si pour & = -~ ~ on trouve en méme lemps

b

P\/a-l--l-!]\/a:_o p\/_g—l“_q\/é_.'__o
122 - v
Donc, si nous convenons de désigner par ¢ une valeur qui se réduit &

+11 —1I, O,

Tome IT (2° série), — Janvien 1857. 3
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b
selon que pour &= — - on trouve

p Vi g Vi _

u

b

pyE— qvo
= 0,

”

ou, en méme temps,

pb+gV o VB — g e
pVOEgNS o eV e

& [l

’
i ’ ’ .
la valeur de —- sera donnée par cette équation
[+

" I
et
4 (ax 4 b)°

D’aprés cela, les équations qui déterminent Py, Q, et p deviennent

P+ QuVoz T N

*

P,—Q, \/97,» - {ar4-b)°F P, — Q, \/"9__2

= (r—m)p

(7)

Dans le cas o1l @ ne se réduit pas a zéro, on peut mettre ces équations
sous une forme plus simple, en introduisant a la place de x une nou-
velle variable z d’apres I’équation

"

ax+b=
z

Pt QViz
Po - Qo \/O—T

cette nouvelle variable, on parvient facilement 4 reconnaitre ue,

‘ \ . . ) P, + Q, VOr
d’apres les équations précédentes, la fonction PotQuVOr o1 2 sera

P,—Q, \/Q‘T

En effet, si 'on traite la valeur de comme fonction de

déterminée par ces propriétés :
1°. FElle reste finie tant que z est fini et différe de o; car ces valeurs

\ . 14 R
de z correspondent 2 celles de x différentes de — — et finies.

| ' ) RN RIS E AR AR ERIE] (XA
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P, +Q, Vo
P, —Q, \/0' '
finie; car ce rapport n’est lui-méme que la limite de la valeur de
P‘«gﬁ_Qo \/Qai . x(ﬂ:—n’l)p

2”. Pour z=o, la limite du rapport (m—m)p

Z reste

pOllI‘ X = L.

Pa - Qo \/9—'-’” '
P+ Q.Wox . )
3°. Pour z = oo, le rapport ——'—Q\—i . 2% reste fini; car ce rap-
Pu - Qn \/ex
, . T . b
port est égal a = quand on fait x = — —
o

Donc, en faisant ax + b = g, on peut remplacer les équations (7)
par celles-ci : "

Pn-an\/o (‘—’«_ bz) PO+QB\/0(“_I’Z)
¥ N\ az T 2™ —me 0 az

[

Mais il n’est pas difficile de s'assurer que a étant différent de zéro, on
aura

T = 7.

PO+ g o

En effet, comme 7, = ¢ —=——1" on peut mettre les différences
PV — g ve.
n —m,, T, — % sous ces formes :
_ _ - . '
YA Uil LT VA Ol T T30 Yt N
p V0, + q \/92 \/uu e

g > e .
YA UE A Yk VL [ X X Tt B 5 ek i)
Vo — g /8, Vav i

. . 20, — g0,
Dong, si le coefficient a dans la valeur de P—'m—’—‘ =ax +bn’est

pas égal a zéro, les différences

T — My, W —T
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sont respectivement égales a

1

p\/5.+q\/9_zx—

N

- T
2611____&/5,—-:1\/93.1.; 2,

N —1, 20
Mais, d’apres le § 11I, on a

—adn T — - - _
VAT I DN Y VAUE 21 BN

Ve \/z_t_(:

et comme (x n’est que du quatriéme ou du troisieme degré, cela
prouve que les différences n — n,, =, — n sont an-dessous de 1, ce
qui ne peut étre, a moins qu’on n’ait © =x,. D’apres cela, les équa-
tions gui déterminent P, et Q, en fonctions de z deviennent

PO+Q0\/9(“—’”> P0+Qa\/e(““’”>
—_L;T’ a B Ny e
P.,—Qo\/e(“"’z) Po-—Qo\/9<“"'bz>
az az

formules que nous mettrons sous la forme

ey (R, Ve )
N Pozz—Qu\/m(“;b‘)_ ’ P.‘»Z’—Qu\/z‘e(a;bz)

pour délivrer la fonction radicale des puissances négatives de z.

Or la premiere de ces équations ne différe que par la forme de celle
qu’Abel a traitée dans son Mémoire sur lintégration de la Sformule

ey . d ; . , . ) .‘
différentielle %ﬁ;ﬁ’ R et p étant des jfonctions entiéres, et ’aprés les

recherches ingénieuses de ce grand géométre, nous savons que cette
équation est impossible, sauf le cas de P, =0 ou Q, = o, si la fraction

. , - b T
continue résultante de \/ z'9 (a — Z) n’est pas périodique, et dans

1 ' ' VUL U s ey o s
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le cas contraire, si 'on a

\/z‘o ’a——bz“_ 4 X
( az )_r ro—+ 1

LT ol '
e -
7y 4+
I
2r -
T
ot [
L}
on vérifiera cette équation en prenant
2
Iii = r - !
I
Qo re ==
ry 4. )
e —_
I
r 4 .

Quant 4 I’équation
P,z 4 Q, \/249 (d _— bz)
a az
a1ty
ey ()
az

on la vérifiera en choisissant convenablement p, savoir

en prenant

— b2 : TN
. Pzt + Q, \/346 (‘i_a_{f) P,z 4—\/2‘9 (a bz)
—'d\ — _I__ d\ Qo /

az

P= ——l S S S
) a— bz $ P @ — bz
e ey /e (F5 ) Ve ()

az

Donc si I'on fait, pour abréger,

p(a)=r+
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. P, -+ Q, V9x .
la valeur cherchée de ~"———Q—‘-”: en fonction de z sera
P,—Q,vox

ey ()

. ’ . a .
et, d’apres I'équation ax + b = —» nous aurons en fonction de x

b\2 “ —
P+ Q, Vo (’” + Z> ? <m -+ b) + Vel_

(9) P—QVir (,Hé)"q,( ) — i

Quant au nombre p, on le trouvera d’apreés I'équation

3

RN \/9(”’)

Cette valeur de p nous montre que la solution des équations (8",
que nous venons de trouver, ne peat étre employée que dans le cas
ou ¢ ne se réduit pas i zéro; car, pour ¢= o, cette valeur de p
devient infinie, tandis que ¢ désigne chez nous un nombre fini. Mais
dans ce cas, on vérifiera évidemment nos équations par une valeur
finie de g, en prenant une des solutions de I'équation

fa — bz
P,z' + Q, z‘O(a >

az

e ’

a—b
P.,z’—Q,,\/z‘O( — z)

que nous avons exclues, savoir Q, = o ou P, =0, ce qui donne

— bz — b
pozz+Qo\/z‘9(” ) Pozﬂ+Qo\/z*9(” > )
— =*1, d m———

a — 0%
=/ (5F)

Poz"—-Qo\/zW( pr )

—E&p =o0.
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Dans ces solutions, pour ¢ = o, le nombre p reste arbitraire, et
"'on pourra prendre o —1. Remarquons que ces solutions, qu’on
pouvait aussi tirer de la formule (g) en prenant ¢( z) égale 4 0 on o,
ne pourront étre employées, a leur tour, que dans le cas de ¢ = o car
autrement g serait égal 4 o, tandis que ce nombre doit étre différent
de zéro.

.

Ainsi Pon trouve la fonction —2== % ¥0® et le nombre g, si le quo-

P, — Q, \/G.r :

fient de la division de p*6, — q*0, par uv se réduit & ax + b et que a
ne soit pas égal 4 zéro. Mais s'il arrive que a = o, les fonctions #, v,
d"aprés ce que nous venons de dire relativement A leur détermination,
se réduisent & des constantes, et, par conséquent, les équations qui
déterminent P, Q, et p deviennent

P+ Q, \’/9-'; — T, o P, +Q, \/0;

= = (W — W .
P, — Qn \’/G"" P, — Qn \/6.?? ( ! ) P

Or, comme ces équations sont de méme nature que les équa-

tions (8) et que seulement ici P, Q,, vix, n — =, remplacent P,z

/ a— bz .
Q. \/ z“@(*~—), ¢, nous concluons, d’apres les formules précé-
az

dentes, que la solution de ces eéquations sera donnée par ces for-
mules

P, =+ Q. Vor v, (2) + Vo . 1 g% (@) 4+ Vo
— - e = -~ - vl |
P, —Q, \/9"7 ¢y () — \/9"7‘ : TR gy ) — \/G”

ou I’on prendra pour ¢,(x) zéro ou I'infini si
7 — 7 = o,
et dans le cas contraire, on développera v6x en fraction continue

T

1

ot
o
Fy o=

e+
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et 'on prendra

Nous remarquerons encore que si les équations primitives

— = T
X, — X Vox

(4

X, + X Voz u\? X, + X oz
X F XVie :T( , @t XVie
X, — X yor

remplissent elles-mémes la condition

O (uy) + 7 < \ox,

on trouvera leur solution au moyen des formules que nous venons
de donner pour résoudre les équations réduites

= (r —m)p.

14

P+ Qor _ o (g_’)f’ O“Po-%Qn\/Ec

Po""Qava— ' Po'_Qo¢E

Dans ce cas, on prendra 7 au lieu de * —m,, et 'on trouvera g, &, ¢
en égalant
u . 1

§ V.
D’aprés ce que nous venons de donner sur la solution des équa-

tions

(10)

¢

bx P X, + X yoz
X—~—————°+X\/9_Z=T(E>, B itk A \/xzrrp,
X,— X Voz X, — X oz

on peut prouver qu’elles sont impossibles, si, 8x étant du quatriéme

Ny
uv 7 . , . Y o4
degré et ‘/——_x de degré impair, I'équation §x = o n’est pas vérifiée en
b )

| ' Vo [ RN I TN A R SRR ER RN ARRN R RN o (XN
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prenant pour x une valeur composée des racines de I'équation uy=o
et des coefficients de Gx, a4 I'aide des seuls radicaux carrés, et que,
par conséquent, on ne peut pas exprimer en termes finis toutes les
intégrales dont la détermination se réduit aux équations (10) de cette
catégorie.

Pour le démontrer, nous remarquerons d’abord que, dans le cas ou

up w™ .. . , . . . .
N est de degré impair, on peut exécuter la réduction des équa-
bz

tions (10), d’apres le § III, en prenant cette décomposition de §x en
deux facteurs 8,, 6, :

=1, 0O,=0x,

et s1 avec ces valeurs de §,, §,, et en supposant connues les racines de
'équation uy = o, on fait la réduction des équations (10), et qu’on
cherche leur solution, on ne rencontre que Pextraction des racines
carrées et les différentes opérations rationnelles. Donc, dans toute
cette analyse, on n’aura que des quantités qui ne peuvent vérifier
I’équation §x = o dans le cas que nous examinons. Or nous allons
prouver que tant que cela a lieu, on ne peut donner une solution des
équations (10).

D’apres le paragraphe précédent, dans la solution des équations (10),

. o fa— bz w—
on ne peut se passer du développement de \/z*ﬁ (‘LL; z.) ou 0 x en

fraction continue que dans le cas ot I'on a
E=0 oOU TWT—m=o0, a=so.
Mais nous savons (voyez § IV) que la quantité ¢ ne se réduit a zéro

. . b . , .
que dans le cas on la valeur x = — - vérifie ces deux équations

P\/at“*“']\/a:_o P\/gl—Q\/a'z__
u

©

’ 0;
et comme le produit

PV +q Vo, pye —gq e

143 v

Tome I1 (29 série).— Janvier 1857. 4
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est égal a
pro—p’e,

uo

= ax + b,

cela suppose que le développement de

pNE+qVe  pB—g Ve,
e

u

. . b . . .
suivant les puissances de x + P contient des exposants fractionnaires,
ce qui ne peut avoir lieu, 4 moins que 6, ou @, ne contienne le fac-

b . b
teur x -+ -, et, par conséquent, cela suppose que la valeur x = — ~

vérifie I'équation 8,0, =6x =0, ce qui ne peut étre admis, comme
nous I'avons remarqué.

Le cas de @ = 0, » — n, = o ne peut avoir lieu; car nous avons
trouvé, dans le paragraphe précédent,

N A T 2 — 2
—f = gd‘P—-———-————‘/e‘-*—q\/g”m_a _ P — g,

w —
I x/ u uv

et comme
pie— g6,

= ax + b,
e )

6, =1, 0,=0x,
eela nous donne

T — = Y AL LTI d(ax + b)

N

— 26\p+q\/ﬁ_auv.x“ . o“(aa:' + b)

:/ﬂ Vo
. . . wx” :
Mais dans le cas que nous examinons, la fonction — est de degre

Vo
+ g Vo : .
&%D d’un degré entier; donc, si @ = o0, la
x
différence n, — 7 est de la forme 2k + 1, et, par conséquent, ne peut
se réduire a zéro.

impair et la fonction

1 ' ) [ AR RN AT S SRR R R RN R RN RRRN
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Il nous reste maintenant & prouver qu’on ne parviendra pas non
plus & la solution de nos équations par le développement de

T Ta— bz\ — . )
\/z"@ <—a—z—> ou y6x en fraction continue. Pour cela, nous allons
montrer qu’en général si aucune des racines de I'équation bicarrée
R = o0 ne peut étre exprimée a Paide des seuls radicaux carrés,

la fraction continue, résultante de yR, ne peut étre périodique, de la
forme

T+ 1
ry -t —

2r 4+ ——
r|+'

En effet, si cela avait lieu, nous savons, par les recherches d’Abel,

qu’on parviendrait par ce développement de VR a la solution de
’équation
Y2 — YR = C,

ou Y,, Y sont des fonctions entieres et G une constante ; le tout, ¢tant

déterminé par le développement de VR, ne peut contenir que des
quantités exprimables par les coefficients de R au moyen des seuls
radicaux carrés. Or, une telle solution de I’équation

Y —Y*R=C
étant admise, supposons que
Yo—r'R=c,

soit celle parmi elles dans laquelle y différe de zéro et soit en méme
temps du degré le moins élevé.
D’apres I'équation précédente, nous trouvons

ri—c=y'R,

£
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et, par conséquent,

(o + We)yo — ve) =5*R.

Comme y, — v¢, ¥, + yc ne peuvent avoir de commun diviseur,
cette équation ne peut étre vérifiée & moins qu’on n’ait

(”) .)/'0+\//E:),‘?Bl ]0_\/’5_]21{2, Y=, R,R, = R,

et, par conséquent,
2yve = yiR, — y; R,

Or on ne peut pas supposer que I'une des fonctions R,, R, se
réduise 4 une constante; car en admettant, par exemple, que R, = ¢,
on trouve, d’aprés (11), :

R
R, = —»

L]

et, par conséquent, ’équation précédente devient

aye = yic, — y2—
\i Ji6 .)"zc"
oun

ac,Ve="(¢c, 7y, —riR,
ce qui donne, contre I’hypothése, une solution de I'équation
Y: - YR =(,

o Y =, est d’'un degré moins élevé que y.

Mais les fonctions R,, R, ne peuvent étre non plus de degrés supé-
rieurs i zéro; car autrement on parviendrait 2 décomposer la fonc-
tion bicarrée R en deux facteurs R, . R,, el, par conséquent, a trouver
au moins une racine de I’équation R = o au moyen des seuls radicanx
carrés; car, d’apres(11), pour trouver R, et R,, on n’a qu’a chercher le

commun diviseur des fonctions 3, +yc et R, ¥, — yc et R.

1 f U IR T I N LRI A LR AR LA AR IRAIIRE o o !
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§ VI

En terminant notre Mémoire, nous allons faire le résumé des procé-
dés qui, d’apres ce que nous venons d’exposer, constituent, avec nos
recherches citées plus haut, une méthode générale d’intégration des
différentielles qui contiennent une racine carrée d’un polynéme du
troisieme ou du quatriéme degré, en tant que cette intégration est
possible sous forme finie.

Nous supposons que préalablement la partie rationnelle de ces

différentielles a été séparée, et que le reste a été mis sous la forme
z dx . . ..

j;” N ou f,x, F,x n’ont point de commun diviseur ; nous suppo-
o Bz

sons aussi que far, qui n’est que du troisieme ou du quatriéme degré,

R . . . x d.
n’a pas de facteurs multiples; car, autrement, Vintégration de f;‘—‘ \;i

ot \Ox
deviendrait tres-simple.

. xr dzx . .
Pour trouver Pintégrale fa —= sous forme finie, en tant que cela
Fox Y ix
est possible, on procédera de la maniere suivante :

1°. On cherchera le plus grand commun diviseur entre les fone-

. ) d(F,x0. , . N
tions Foxrfx et A(O(I'.Z‘ %, Nous dénoterons ce diviseur par Q.
2°. On déterminera les degrés des fonctions Q- for —% . Si ces
For.6z ‘/g P
fonctions sont de degrés inférieurs & — 1, le terme algébrique dans

expression de I'intégrale cherchée est zéro. Dans le cas contraire, on

prendra n égal au plus petit nombre entier supérieur aux degrés de
ces fonctions, et I’'on cherchera les coefficients du polynome

P=B,2" +B,_,a"" .. .+ B,x* + B, v + B,,

d’apres cette condition : la fonction

] di.r d{)
xr —— o b —=
f- X F,zbx dP For dx Foz bz dr )P
° Q dxr \ 2Q Q ’

étant divisée par Q, donne zéro pour reste et pour quotient une fonction

d'un degré qui r’est pas plus élevé que celui de Foz oz
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Si cette condition ne peut étre remplie, on conclura tout de suite
que I'intégrale cherchée est impossible sous forme finie. Dans le cas
contraire, on trouvera les coefficients du polynéme P, et 'on con-
clura que la partie algébrique dans I'intégrale cherchée a pour valeur

gﬂ}.

P —

d~ Vix

Sz Ao Q S :
Fo \Gx—dT—sous la forme 4> ou
Jx, Fx sont des fonctions entiéres qui n’out point de commun divi-
seur; on cherchera les racines de I’équation Fx = o, et 'on calcu-

lera des quantités K°, K’, K”, K”, ..., K d’aprés les équations

3°, On mettra la fonction

0=] — » K=,
K o [Fr Je.z]xzw F () Vo ()
KII _— f(x”) Cey K(l) — f(‘zl)

EE——— —_— %
F/{z")yo(a") F/ (2f) Vo (a')
ou x'y &,..., x¥ désignent les racines de 1'équation

Fx = 0.

4°. On cherchera les nombres entiers M°, M', M",..., MY qui

rendent

M°K® + MK + M’K” + ...+ MOKY = o.

Soit A le nombre de toutes les équations de cette forme qui ne sont
pas identiques entre elles par rapport 4

’ I3
K°, K, K",..., K&,

et
i=1—1 i=1l—1
K= ¥ MK, K'= ¥ MK,
i—=o0 i—=o0
i=1l—2 i=1—4

K = DMK, KTV = I MR

i=0

i=0

oo R IR 1
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les valeurs de X quantités de la série
K°, K, K”,..., K®,

en fonctions des autres, qu’on tire de ces équations.
I’apres cela on conclura que la partie logarithmique de P'intégrale
cherchée est composée de ces 7 — ) -+ 1 termes

K0 K(A+1) K®
log W, + logW.—I—...—}—;l———logW

n, g 1—)

L—

ou n,, n,,..., n, _, désignent des nombres entierset W,, W, ..., W

X, + X 8z
X, — Xyox

[~
des fonctions de la forme

~ K()""f"i)
5°. Pour trouver un terme qlle]conque

log W;, on cher-

n;
chera le plus petit dénominateur auquel les quantités M?, M, M/,...,

i

M{* =" peuvent étre réduites. En dénotant ce dénominateur par o, on
fera

== Mg,

en prenant celui des deux signes = quiappartient a M?, et 'on mettra
'expression

’ o (d—1) R N = =
[(x — M — M (= 2T (2 — 2l J

. . u
sous la forme d’une fraction simple =

6°. On décomposera 6 x en deux facteurs §,.4,, de maniere que

(* T . I . -
\/ m\/o‘;x ne soit pas d’un degré entier, on trouvera une fonction en-
Oz . )
tiere S pour laquelle les fractions
S G
b

2 4

ne deviennent pas infinies, tant que x reste fini, et en développant
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9,
S v/
I'expression *—u})»" en fraction continue, on cherchera parmi les
R
. . Py b , . ,
fractions réduites de — ' celle dont le dénominateur est du degré

uy

. ur®. 2" . e ayg .
le plus proche de celui de \/i‘ » mais moins élevé que celui de

Vo

cette fonction.
14 » M .
En dénotant cette fraction par % on cherchera le quotient de la
division de

(NS — Mup)*6, — N6,

par uv. Ce quotient sera toujours d’un degré au-dessous du second.

7°. Si ce quotient est une fonction du premier degré ax 4 b, on
prendra
K(3+1) g3+ (NS-—Muv)\/O_‘-}—N\/az

~————logW; = —— log*" =
0B *a Og(NS~Muu)x/6,—NV”e,’

dans le cas ou les deux fonctions

(NS — Mue) Vo, + N Ve, (NS — Muv) V8, — N /6,
?

u (4

CNR

se réduisent a zéro pour x = —

Dans le cas contraire, on aura

K( L4y

log W;

i

_ e axr + b\* [/ a ' \/ﬂ

eK(’/‘*'”]O (NS — Muv) \/6,+N\/92:|E a ”a(axﬁ—b)—r
T T (NS — Mur) V8, — N /5, (’M-’-b)z?( a )_\/-e;'
a ax -+ b )

N

[ [ PUE 0 B0 P e e L [T [N
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ol ¢ (z) est une fonction égale a

la fraction continue résultante de \/z4 g (a : bz) étant périodigue et
\ a

de la forme

a — bz"
)+ \/ ’ < )
p le degré de

» e=+1 ou —1, selon que
( \/e( ”)
qJ.Z' —_ Z _

az

o, . , .
x = — - vérifie I'équation
(24

(NS — Muv) V6, + N /5, (NS — Muav) /5, — N /6,
— : =0, ou ; : = 0,

8°. Si ce quotient s¢ réduit 4 une constante, on prendra

(,\—f—-l K(‘{'f_‘) S—W
LS log W; = = — log o Ma) \‘/‘em— b
T (\S—Muu)vé — N\/Gq

(NS — Mue) /6, — N /g,
{NS — Muv) \/6, +N\/

Tome U (2°série ). -- Fivigr 1857,

dans le cas ou

x” est du degré zéro. Dans le cas

5



34 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

(NS — Muv V8, -~ N /6, 2
(NS — Muew) ¢a+N\/Ez ’

contraire, en désignant par ¢ le degré de on

aura
K40 sig(A+ ) S (NS — Muv) V8, + N 6. : (z) + Vozx G-
logW; = ———1lo — ol I — {,
ni X (NS — Muo)y3, — Nyo, | o (z) — Vo
ou

o (x) = r+ :

1
rt

r,+.
4

la fraction continne résultante de y@x étant périodique et de la forme

I
.
1
ry
ry + I
.
1
r—+ 1
r, 4+
I
274 "
A
*
. g z Vox
p le degré de kLl A
PoL — \/9‘7"

g°. Ce que nous venons de dire sur la détermination dii terme

(X=+7)
£ log W, ne sera applicable que dans le cas ou le degreé de la

nl
fonction uvx™ surpasse 1. §'il arrive que le degré de wuvx™ n’est pas
K_()-%-i)

au-dessus de 1, le terme log W, sera aussi déterminé par les

£
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formules que nous venons d’exposer, seulement on fera

8,

(NS — Mav) V6, -+ N6,
(NS — Muw} /8, — N V8,

=1,

1

, 7
on trouvera a, b, ¢ en égalant ~= > el I'on prendra ¢ ==

(ax + &)
dans le cas de a = o.

0°. Apres avoir trouvé tous les termes logarithmiques, on différen-
. . oy . A dz
tiera leur scmme. Si cette différentielle ne se réduit pas a I{_.z' v Vin-
EA
tégrale cherchée est impossible sous forme finie ; dans le cas contraire,
sa valeur sera précisément donnée par la somme

— (2} 1) KW
Q\/9x+lé—lqu +I— log W, + .. +——~logW
7 Ty

;e

§’il s’agit, par exemple, de trouver Uintégrale

dx,

fzx“—i— frr 4+ — 32— 2'— 8r — 8

(222 — 1P Ya' 4 {2+ 22’ + 1
on cherchera le plus grand commun diviseur entre les fonctions

di(22* — 1) (2 + 42° + 22? + 1))
dr T

(2% — 1) (2" + 4% 4+ 222 + 1),

Corame ce diviseur est 2 x* — 1, et que les fonctions

{22’ — 1) (o2 + /x°+7.r‘~—3x3——-x—8.r——b) 22—

. (227 — ) (2 + fo* + 227 + 1) ’ i 42 1

sont de degrés au-dessous de 1, on cherchera les coefficients de la fonc-
tion du premier degré P = B,x + B,. Pour cela, on divisera

2 )2
204t at — 3t — 8 — 8 — (—2?1—2———1% (¥ 4+ 4a% 422> +1)B,
L —
{22’ — 1) {42 + 22"+ 4x) 2&t — ) (2 fad 2t 1) 4aT] \
ML; 2zt — | - (2‘,,:2_1\)2 <B4I+B0)

5..
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par 2x* — 1, Comme cette division donne le reste

(4B.+930~%)x+§ﬂ,+430-—‘3,
, :

2

et qu'on trouve en outre dans le quotient le terme

(r — B)x*,

(az — 1) o' 4 f 20 4 22"+ 1
z(2x'—1)

lera tout cela i zéro, ce qui donne les équations

qui est d’un degré plus élevé que » on éga-

‘ 3
4B 4+ 9B, — L =0, 2B +4B— =0, 1—B =o,
et de i
B4=I, B, = -, P:x+;'

Donc, le terme algébrique, dans 'expression de Pintégrale cherchée, a
cette valeur '

x+%
—tl\/x"—}—ﬁ.ra—}—a.rz%— 1.

22X

En réduisant P'expression

2x"'+4x5+7x‘-—3.z"——-r'“’——8-z—8

(22?—1)?
4+
d—— \z' [ &+ 227+ 1
Y R A A B i .

da
i Ja forme la plus simple, on parvient a

62+ 52+ 7
92— 1 ’

. ’ . 1]
el comme les racines de I'équation 24% — 1 =o0 sont x = — —=
V2

oo i ’| [ R A N I N R F R RN EE NN RN RN N RN
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I 1 g , . S
¥ = 7 on calculera les quantités K°, K’, K” d’apres les formules
2
KO = lim | z(bz + 52 +7) :
ox — )V F 4+ 22 41 [rm o

. 6zt + 52’ + 1
4 Ve 42 oz + 1

62"+ 52" + 7

KII — .
4" Vo' 4" 4 22" 41
/ 1 ” 1 .
en prenant ' =— — —, 1" = —, ce qui donne
|
V2 V2

5 5

K® = o, K=, KR'= =,
2 2

el, par conséquent, on aura
(12) M°K° + M'K' + M"K" = o,
si Pon prend

M°=1, M=0, M=o,
ou

M=, M =1, M =.

Quant aux autres valeurs de M°, M’, M’ qui satisfont a I'équa-
tion (12), elles ne conduisent, par rapport a K°, K/, K’, qu’a des équa-
tions identiques 4 celles qu’on trouve en prenant les valeurs mention-
nées de M°, M’, M”, savoir :

iR+ 0K +0.K'=0, 0K +1.K+1.K =g¢g.
et ces équations nous donnent

K*=0.K", K = -—K"

Daprés cela, on conclut que la partie logarithmique de intégrale
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cherchée ne contient qu'un seul terme

Jeoter

logW,.

<

&

Les coefficients de expression de K° et K en fonction de K7 n’étant
pas fractionnaires, et le coefficient de K” dans la valeur de K° étant zéro,
on prendra

on mettra le produit

. P\ 1
(\x -+ \—/;—_) . (\.I - \—/;)

sous la forme d’une fraction

L =
y2

9

I

PR S—
Ve

et, apres avoir décomposé x* 4 4x° + 24° + 1 en deux facteurs
(x 4+ 1) (x® + 3x* — x + 1), on cherchera une fonction entiére S
pour laquelle les fractions

Syz 41 4 V&b - 38—z + 1 Sy +1 — o'+ 32—z 1
?
z— — PRI

V2 V2

ne deviennent pas infinies tant que x reste fini, ou, ce qui revient au

N . ~ . 1 , -
méme, une fonction S qui, pour x = —, x = — — se réduise res-

V2 V2

pectivement a

_ __\/(;/‘:)34-3@—[;)2—&%—1;—1—1#_3:‘@:
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\/(”Vléy“( ‘/J e B

T e
ST

D’apres cela on trouve

et a

S=1—3x.

»

x4 3:0’-——7—1—1
I — 32 —

("’ 7;) (” @) '

le dénominateur est du degré le plus proche possible de celui de

( L ) +1)
r— —= — | (x 1) z°
( \,/2) ( V2 ’
7
\/x‘—l—/;f—-l-zx’—i—l
mais moins élevé que
ol
——= — | (= 1)z’
Va Q V2.
Vat + 28 + 227 4 1 ’

. 4]
on prendra pour cette fraction ~» et comme

N R T

— 12 (0 + 32 — x + 1) = 8a* — 4,

En cherchant la fraction réduite de

divisé par

donne pour quotient 8x, et que x = o rend nulle la derniére de deux
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expressions ‘

d—3x)yo+ 1+ Vo430 —x 1

(1 —3z)Wo 1 — 2+ 3 — x + 1

1+—

Ve

le terme logarithmique, d’apres le 7°, sera donné par la formule

. ' o \
(I —-—3.7,')V'J,.‘+I+ \/T3-3- 3.’1"“’—.7:-—*—1 —1
5 (I-—3.7:)\/;5—*-1‘——\/.75‘-—’-3.77’—«.7-_A_I_
—_—pe=
2 { /
T log il (i) R ey ’
=< ;
'y (;j — Vi 4 4+ 2241

N]r—«

VT
ou p désigne le degré de - ki 2
mz)—\/ [ (é) *2(%> +1§

Pour trouver la fonction ¢ (3), on développera le radical

\/Zb[(i) +4(§)3 + 2(5> - I] =Vz' + 22" + 4z + 1

en fraction continue. Comme on trouve

vzt 2zt 4z + =20 41 4 :

— 3 -
2

2z — 2+

1
;z+2(z’+ 1)+

) [ R N IR IR F R RN EE RN RRRNRR N o i
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on prendra

go(z):z’—l-l—l—]

-2 -
2

1

1
22— 2 + —I'

-3

o, ?
ce qui donne

25—zt 4 32 4 32 o
23— 2% 4 2z

et par conséquent p, degré de e \/z‘ [ <zi>‘ +i <:‘)3 i <Z£>: M I]

A [EEIE R
est égal a ro.

Ainsi en faisant, pour abréger,

©(z) =

?

A= ya* + 4a° + 2% + 1,

le terme logarithmique cherché aura cette valenr

(1 —3=) \/’r‘—{—i + \/.1:3+ 32— a1 |'°
(1—=32)Yr+1 — o'+ 32— = 4 5

b (s ()] <[ - ()]

A= C =006

ou, ce qui revient au méme,

[(1—3.r)s/-r+x+\/~r3+3x=—x+ 1]“’

llog (1—3%)Yr+1— V@£ 327 — = 1
4 2.7:5+-.7:3+3x’—.1:+1——(2.2'2—-x+r)A
2x° 4 23 + 3.r2——x+1+(2x7—m~4--1)A'

Donc, si I'intégrale cherchée peut étre exprimée sous forme finie, elle

Tome II (2% série). — Févmier 1857, 6
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doit étre égale a

1 ([—-3.2:)\/.7/:—1—1—1—\/x3+3.z"‘——x+1]m
X - —
) 1 {(1— 3=x) \/.1:—;—1——\/.1:3+3.7:’—m+1 e
4 -

284+ 23—+ 1 — (28— x4 1)A s
205 a2t L 3t — o+ 1+ (22 — x4 T}A

ou

A=vyx*+ fa® + 22% + 1.

Effectivement, on trouve par la différentiation que cest bien la valeur

de Pintégrale

dx,

225 4.1:5 + gt — 34— xt— B — 8
(22% — 1)’¢.7:‘+4x3 4+ 22 41

sur laquelle nous avons opéré.
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