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AARART L BA LY AR RAY RAAMATAA AN WA A IR WA AAANIRAA AN

SUR

LA SERIE DE LAGRANGE;
Par M. TCHEBICHEF.

§ I

L’intégration par parties donne la série de Taylor et le terme com-
plémentaire avec une extréme facilité; que manque-t-il a cette mé-
thode pour donner d’une maniére analogue la série plus générale due
2 Lagrange? Toutes les méthodes d’aprés lesquelles on parvient a la
série de Taylor sont plus ou moins susceptibles de donner la série de
Lagrange; la méthode d’intégration par parties présente seule une
exception. En cherchant &4 combler cette lacune, nous avons reconnu
qu’il ne s’agissait que de donner une certaine extension a la méthode
de réduction des intégrales, connue sous le nom d’intégration par
parties, extension gui parait étre utile dans plusieurs autres cas.

L’intégration par parties consiste dans cette réduction de Iintégrale

f 0 () () dor,

f@(_x) Y{x)de = 6(L7('j;fcp(,r:)(/.;c‘ — f@’l‘ [ {'LP(.I‘/}.’I;.X’JI/{L',

ce qu'on peut écrire sans séparer les facteurs du produit §{x) ¢ ()
de la manieére snivante :

) W ; d‘j' Byl v ds
\ o R L oar Y, KRR 4 Jd
(fe('f)‘?(-‘)’/“ == f‘/ (Vs o — S L dr.

en supposant qu’on supprime les accents de a’ et x”, a pres avoir fait
les opérations qui se rapportent exclusivement & ces quantités.

Or, en représentant sous cette forme l'intégration par parties. on
reconnait sans peine que rien ne s’oppose & ce qu’on l'applique au cas
ou le produit §(x”) 4 (x’) est remplacé par nne fonction quelconque

,,,,,,,,,,,,,,
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de x’ et #”. C’est la le changement nécessaire pour qu’on puisse en
tirer la série de Lagrange par le méme procédé qui conduit a la série
de Taylor. L’énoncé de cette réduction des intégrales peut se faire en
ces termes :

Si 'on convient de ne distinguer x’ et x” de & que dans les opéra-
tions qui se rapportent exclusivement a ' ou x”, on a

. . (l " ‘// :f
(1) f( (al, xVdx = ff (x'y x") dx’ — f f——f—(%’,,i—)—({i dx
Il n’est pas difficile de remarquer que la réduction des intégrales dont
nous venons de parler ne differe que par son énoncé de celle que
M. Bertrand a donnée dans le tome VIII du Journal de Mathe’matiques

pures et appliquces de M. Liouville.
Pour montrer la maniere de se servir de cette réduction, supposons

qu’il s’agisse de réduire l'intégrale f(cos:r + e*)dx. On commen-

cera par mettre Pexpression cosx + e® sous la forme d’une fonction
de &' et x”, ce qu’on peut faire évidemment de différentes manieres.
Si I'on s’arréte au cas ou 'on donne un accent 4 x sous le signe de
cosinus et deux a Pexposant de e, expression

cosx + e*
devient
cosx’ + e*’,

et alors, d’apres la formule (1), on aura

* o " d cos z’ " dx’
/(,cosac’ + eV dx =f<cos.7c’+ e Vda' — f S :xj'g S

4
=sinx’ + x' ¢t — f a e dx,
ou, en supprimant les accents,
f(COS.r + eV dx = sinx + xe* — fr<'>"da‘.

En intégrant par rapport 4 x’, nous avons pris pour constante zéro,
mais rien n’empéche de prendre une valeur quelconque qui peut étre
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méme une fonction de x”. Pour s’en assurer on n’a qu’a remarquer
que la formule (1), étant différentiée par rapport 4 x, se réduit a cette
identité

dff(a' 2" jde’  dff(aya")dx’

f(.i’.”, x/r) —_ f‘ (.Z',, .Z'”) -+ s dr"

§ Il

Passons maintenant 2 la démonstration de la série de Lagrange.
Nous supposerons qu’on ait

X—a:f@(x)v

et que I'on cherche le développement de F (X)) suivant les puissances
croissantes de f.

Imitant la marche ordinaire qui mene 4 la série de Taylor, mettons
la valenr F(X) sous la forme

X
F(X) == Fla)+ f ¥ (2) da.

Puis remplacant dans la dérivée F'(x) la lettre a par x”, nous trou-
vons, d’apres la formule (1)

fl" Vda
fF’ dx-—fF’ dr—fdder e

=F (2") (2 + C) — f"F'(_%’"””)d

dz”

7

ou

ce qui donne

[r' Vo = P (a") [ — a — fo(a")]
_ /’ AV (") [2'— a _-f?(x”)j(l{x‘.

dx”

en prenant
C=a— fo(x").
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Bemarquons €n passant que cette valeur de C presente une grande

analogle avec celle que I'on emploie dans le méme cas, en cherchant la
série de Taylor.

Si Pon applique de nouveau la formule (1) & Vintégrale

[ e =St g

. xll ¥

on parvient a cette réduction

dF (z")[2'—a — fo(2")] dF (z") (& —a— fo(z")] , .
f — dx = f s dx

Y CIEE BT WY
// dx

1AF(2) (2 —a—fp(z)} __fdw( Vo —a—fol=)]
2 dr// 2 dr//

dx.

1l ne reste qu’a poursuivre la méme marche, et ’on obtient successi-
vement

¥ (2")[d —a —fo(a")} , 1 dF (&) [ —a— fy(a")]
f d{x") doe = 3 d (2"

1 [ dF (@) [2 —a— fo(2")T
- §f d(z"y dzr,

CE()[#—a—So(=")} 5 1V LF(F)[7 —a— fo(")]
f d(a"y dr =7 (")

I d‘F’(.T”)[.ZJ‘—”C—fq)(.T”
4 d(z")

¥ dx

et ainsi de suite.

La substitution de ces valeurs donne pour I'intégrale indéfinie

fF’(.x)dr

Tome 11 (2° série), — Mar 1857, 22
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cette expression

fF’(.Z‘)d.Z‘ = F/ (xll) [x/ _‘a"’fqo (x”)] ‘— .l_ dF (.27”) ['Z"'—"a—f?(afl/)]’

2 dr?
AT [ —afy()) (1) dF ) [fma — fy @)
2.3 A+ SRR (&
(1) [P () [ — o —fo(a")]
+ 2.3...nf A=) dx.

En passant & intégrale définie

[XF’(x)dx,

on reconnait d’abord que pour
r=x"=ax"=a
les termes hors du signe d’intégration deviennent
’ fz dF' a 2 a) fa szr 3
—jF(a)@(a)——w———-M-—---

S dF(a)(a)
2.3...n da™—t

Ensuite que, pour
r=x =x" =X,

X étant racine de I'équation
X —a=fo(X),

ces termes se réduisent tous & zéro 4 cause du facteur x'— q — Jo(x")
qui y reste malgré toutes les différentiations, et qui s’annule, en vertu
de I’équation précédente, pour 2’ = 2" = X.

Donc
X , ’ tdF’ ¢
j; F(x)de =fF(a)g(a) + L 2 () ()
S d'F(a)¢(a) Sr d F (a) ¢*{a)
+;_§ da? +"'+2.3...n da™'
(—1) X dnF (o) [ — a — fo(")]
+ 2.3...n _/a‘ d(z" dx’
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et par conséquent

X
F(X)=F(a) + f P (w)dz =TF(a) + f ¥'(a) ¢ (a)

L L4R(@)g(e) | f SR @ e

2 da 2.3 da?
f1_ @ Fla)g(a) | (—iF () [ —a— fy (]
-+ 2.3...n da™—! +2.3...n£ d(x”)" dx.

Ainsi 'on parvient a la série de Lagrange

F(X)=F(a) + fF (a)p(a) + L 0P () /L5l

da 2.3 da?
fo a1 F(a) g (a)
+2.3...n da®! i

et 'on voit que le terme complémentaire a pour valeur

(_])n ‘/VX d"F'(.l‘”) [_z,l_a _f?('r”)ln

2.3...7 FICaR dzr,

ou, apres avoir fait les différentiations par rapport 2 x”, on supprimera

les accents de &' et x”. Cetie valeur peut étre évidemment présentée
sous cette forme

t fxd"F’(x+z‘)[fq:(x+i)+a——.z-]"d

2.3...n dri e

en faisant i = o apres les différentiations.
D’apres ce que nous venons de voir, la formule

F(X) =F(a)+fF’(a)q:(a)+.2_féM+

da
S F @ g a) | (R dE ) [(m a e fy(e)]
+2.3...n dar +2 3...n£ d(z dx

subsiste également pour toutes les valeurs de X qui vérifient 'équa-
tion

22..
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Mais les premiers termes

: S dF (a) ¢ (a) S*dv'F(a)y"(a)
I3
F(d)—{-F((Z)Q(a)—i-—Z— da +'”+2.3...n da"—'
de cette expression qui constituent le développement de F(X), d’apres
la série de Lagrange, jusqu’a la (n -+ 1Y*™ puissance de f ne donnent
effectivement sa valeur exacte aux quantités de méme ordre que si le
terme complémentaire

(—1) R F(a)[2 —a — fo(a")] A
2.3...n ), d(zJ '

o anF'(x_;_i)[fq,(x+i)+a-—x]ndx
T 2.3...nJ, din

devient, pour f petit, de 'ordre f™' ou d’un ordre supérieur. Or il
est facile de remarquer que cela a lieu nécessairement tant que X est
celle des racines de I’équation

X =o0=f9(X),

qui se réduit & a pour f= o; car, dans ce cas, en vertu de I’équa-
tion

X —a=f.o(X),

le différence X — a est une quantité de l'ordre f, ¢(X) étant, par la
supposition, finie pour X = a, et par conséquent Pintégrale

fx CF(e+i)[folz+i) +a—al
; ain ’

ou x — a reste compris entre o et X — a, a tout au plus une vaieur
de ordre f=+*. '

§ TI1.

Le terme complémentaire qgue l'on vient de trouver permet d’assi-
gner la limite du reste dans les développements construits d’apres la
formule de Lagrange et arrétés 2 un terme de rang quelconque.

1 ' ‘e e [EER T TR IS AR TR AR R SRR RSN RT
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Nous allons en donner des exemples sur les développements bien

connus de 'anomalie excentrique et du rayon vecteur, selon les puis-
sances croissantes de Vexcentricité.

Pour le développement de 'anomalie excentrique, il faut poser dans
nos formules

Flx)=2wx, ¢(x)=sinx,

en supposant que a désigne 'anomalie excentrigue, x 'anomalie
moyenne et f I'excentricité. Dans ce cas 'équation

X—a=f¢(X)

devient
X —a = fsinX,

et le terme complémentaire du développement de F(X)= X, pro-
s » [3Y 2 - . -
longé jusqu’a f”, s’exprime ainsi :

1 Xd"[fsin(x-i—-z‘)-«}—a——x]"d

e x,
en prenant [ = o.
Or, comme Vexpression

1 di[ fsin(x +i)4a—z]
2.3...n din

pour { = o n’est que la valeur de Vintégrale définic

R fsin{m+r€"‘/:>+“—’”‘"e""”‘/:'d
27 ° r P’

r étant une quantité quelconque, ce terme complémentaire peut étre
mis sous cette forme

. X 27 fsin(x+rng:)+a—.r » —np V==
27]; ﬁ [ ]e ('/[)d(l'

r

Pour assigner‘ la limite que cette expression ne peut surpasser, nous
allons chercher la plus grande valeur que peut avoir le module de

[fsin{x + re?’™) +a —x]
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pour x compris entre a et X, racine de I'équation

X —a=fsinX,

ou, ce qui revient au méme, pour @ compris entre x et ax — Ssinx.
En dénotant par R le module de cette expression, on trouve

R =[fsin(x + re?"™) + a — z] [ fsin(x + re?"™) + a — x];

\ d*R
d’ou, en cherchant la valeur de —’ona

d*R

da®

4R, - .
La valeur de —— étant positive, on conclut que le maximum de R ne
peut avoir lieu que pour les valeurs limites de a, savoir
a=ux,

a=x—fsinx.
Or, pour a = &, la valeur de R devient
f sin (x + rer’=) f sin (& + re?"™"),
ce qui se réduit a

f2

2

cos(2r sin —1)—cos{ax + 27 cos
P P

fz grsinp -+ e—Tsinp
T a2 | 2

— cos(2x + zrcosp)],

et la plus grande valeur de ceite expression a lieu évidemment pour
sinp==1, COs(2a + 2rcosp)= —1,

ce qui donne pour le maximum de R cette valeur

-f_‘z ezr+e~2r+ I~ =f2 er_'_e—r 1.
2 2 2

En prenant pour a son autre valeur limite & — fsinx, on trouve
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que R devient

£ [sin (x + rer*=) sina ] [sin(x + re ") sinx ],

ce qui se réduit &

4f*cos (.:c + = e”":'> sin (5 eP"-:') cos (x + = e—P":') sin (i e—p":'>,
2 2 2 2 ,
et comme

2 COS (x +§e”":‘> cos (.z' +£e“"/:‘)

= cos(rsinpy—1) + cos(2x + rcosp)
ersinpg i g—rsinp

= ————— + cos(2.x + rcosp),

" r . r —
2 sin (; ep‘/:'> sin (-2- e”"""‘)

= cos(rsinpy—1) — cos(rcosp)
e sinp +g—f!iﬂp

= —————— — cos(rcosp),

on trouve pour R cette valeur

R=f’[ﬁw — cos(r cosp)]

2

[er sinp+ e—rsinp

2 +cos(:)..z'+rcosp)J-

On parvient facilement & reconnaitre que cette valeur reste toujours
au-dessous du maximum de R que nous venons de trouver pour
a=x. En effet, en cherchant les valeurs de p pour lesquelles 1'ex-
pression

grsinp +e—-r3inp

5 — cos(rcosp)

peut devenir maximum ou minimum, on trouve I'équation

ersing L g—rsinp
(2) it A

S cosp — sin(reosp)sinp = o.
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Cette équation se vérifie évidemment quand on fait
sinp=o0

ou

cos p = o,

et hors ces cas, elle ne peut étre satisfaite; car tant que sin p est diffé-
rent de zéro, on a

grsinp __ p—rsing
2

2
_._.___._._._> > r?sin®p,
et comme
sin®(r cos p) S r? cos® p,
cela suppose

/ersinp __ o=rsinp

2sin (rcosp) ) > tang’p,

tandis que I’équation (2), pour cos p différent de o, donne

grsinp _ o—rsinp

e == tang? p.
2 sin(r cosp) & P
Donc les maxima et les minima de 'expression

el sinp R sin p i
- — COS{ 1" CO
> cos(rcosp)

ne peuvent avoir lieu, 2 moins qu’on n’ait

COSp =0
ou
sin p = o.

D’apres cela, en remarquant que l'expression

ersinp 4 e sin p

S — cos(rcosp)

devient

er+ e’ r? ré re

2 1=y *to3yts3486 "

- . ' TOE e e s
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oun
rt 7 r6

t—cos(r) =2 — i3zt aEEEe

selon qu’on prend cosp=10 ou sinp= o, et quela premicre valeur
surpasse la seconde, nous concluons que c’est cette valeur

e - e "
2

’

qui est le maximum de I'expression

ersinp+8-rs'mp
———— — CO .
- cos(rcosp)

Mais comme Vautre facteur

0rsinp+e—rsinp
—————— +4-cos(2x -+ rcosp)

2
de la valenr de R
. 2 prsinp e g Sinp
R=f [——;— — cos(rcosp
er sinp+ e sinp
> [—2—— + cos(2x + r cosp)]

A , . e 4 e " . .
ne peut étre évidemment au-dessus de —— +1 il s’ensuit que cette

valeur de R ne peut surpasser la limite
g €+ e+’ el — e\ 2
j2(-___-—1> (——+l> :fz(——->’
2 2 2

, < e \ e+ e""\? ER 3 .
et par conséquent gqu’elle est inférieure & f2{ ——) ; ce qu’il s’agis-
p: quent q es f 5 )¢ q g

sait de prouver.
Ainsi ['on parvient a reconnaitre que la plus grande valeur que peut
avoir le module de Pexpression

[ fsin(x + re?"™) + a — 2]?
Tome I (2€série).— Ma11857. 23
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7

pour x compris entre a et X, racine de Péquation

X — a=/fsin X,

ey

1l en résulte que l'intégrale

X 2T . Vi n
r Ssin{x + retV=1) 4+ a4 — x VI g
— —npV
2"‘/‘: f; [ - e dpdx,

qui désigne le reste de la série en question, est au-dessous de cette

est celle-ci :

valeur

n
2

X 2m lor 4 =T\ 2 )
T R B

Cette limite, du reste, sera plus ou moins grande selon la valeur de r.
Mais comme r est tout a fait arbitraire, rien n’empéche de le choisir
de maniére que la limite devienne la plus petite possible, et par con-
séquent la plus proche de la vraie valeur du reste. On y parvient en
prenant pour r une valeur qui rende minimum I’expression

er+e—~r n
(=)

ou, ce qui revient au méme, maximum celle-ci :

2r
e e

En dénotant par k le maximum de cette expression, on aura pour la
limite du reste la valeur
(X —_ a) ({) ’

et comme la différence X — a, en vertu de I'équation

X — a = fsinX,
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ne surpasse pas f, on peut prendre pour cette limite Pexpression sui-

vante :
f({)n, ou k ({YH-

Quant a la valeur de 4, on trouve que le maximwn de

2r

et e T

a lieu pour r, racine de I'équation

2r
e~ 7" 2
o _—_(er+e_r)2[er+e—r_r(er__e—r)]:o’

et que la valeur approchée de ce maximum est 0,66195.

§ 1V,

Pour trouver la limite du reste dans le développement du rayon
vecteur, on prendra

F(x)=1—fcosx, o¢(x)=snx,

en supposant toujours que x désigne Yanomalie excentrique, a la
moyenne et f Vexcentricité. Ces valeurs de F (x) et ¢ (), en s’arrétant
dans la série de Lagrange au terme

S drF(a)g*(a)
2.3...n da™' ’

donnent pour le reste

' X qn[ fsin(a i) (fsin (x4 i) +a — )]
2.3...n£ din dx,

ou i = o, apres les différentiations. )
En suivant la méme marche que dans le paragraphe précédent, on
mettra cette expression sous la forme

t f" f“fsin (a4 reeV =) [fsin(w 4= ) o a — X It
27 a O

re

e dp dax.

23..
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On commencera la recherche de la limite supérieure de ce reste, ainsi
transformé, par le calcul de la plus grande valeur que peut avoir le
module de

JSsin(x + re?* =) [ fsin (x + re?"™) + a — x ]

pour x compris entre « et X, racine de I'équation X — a = f'sin X.
Or nous venons de trouver dans le paragraphe précédent que pour ces
valeurs de x le plus grand module de Pexpression

[ fsin (x + rep‘/_:‘) +a— x|

. gr_*_c-—r 2 N .
estfz( - ) » et que ce module n’a lieu que pour @ =z et par

conséquent dans le cas ou I’expression

[fsin(x + re?"™) + a — ]
se réduit &
[ f'sin (& 4 re?=) ]2,

f2 er+e—r' 2
2r

est la limite des modules de chacune de ces deux expressions

Donc la valeur

[ fsin(x + re”‘/:')—l—a—.r]’, [fsin(.r—i—re”‘/:‘)]_a;
d’ou il suit que le module de
Ssin(x + re?™=) [ fsin(x + re?™™) + a — x|
ne peut surpasser

L’r—{— e~ ‘er_*_e—r n— ' el‘_l_e—l' A+l
f— (f—“) =S (T) )

et par conséquent ia valeur de 'intégrale
p q 8

%fx fzﬁfsin(x +retV) [ fsin (@ 4+ rep =) 4 4 — 2] e~ dpdo,
7 ), o

rn
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qui est le reste de la série en question, doit étre au-dessous de cette
limite

X 27 — -
fn—H o - " 41 fn+1 P g AR
T = 3 S ()

Cette limite s’approche le plus pres de la vraie valenr du reste quand
on prend pour r la valeur qui la réduit 4 son minimum ; ce qui a lieu
pour r déterminé par I'équation

’

p 1 (6’" -+ e")'”"
r? 2 _nr-1 fef+ e\ r L n r |
- p "2r"+'( - ) [(e + e N n_H(e +e7)| = o.

Mais on n’augmente pas notablement cette valeur en prenant pour » la
racine de I’équation

ricc—e’")—¢c —e’ =o,

qu’on trouve en faisant dans I'équation précédente n infiniment grand.
Avec cette valeur de r 'expression
ar

e+ e

se réduit 4 la quantité que nous avons désignée par 4, et alors I'ex-

pression trouvée de la limite du reste devient
i f T-L
4 (X —_— Cl) (Z .

De plus, comme la différence X — @ ne surpasse pas f, on peut rem-
placer cette limite par celle-ci :

) = ()"

Les limites que nous venons de trouver pour le reste du développe-
ment de 'anomalie excentrique et du rayon vecteur seraient notable-
ment diminuées si, au lieu de remplacer, comme nous I'avous fait dans
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lc § 111, les expressions

e:rsinp_'_e‘zrsinp ’ crsinp_|,_ e sinp

—+1I,
2 2

+1,

el sinp S sin p .
———————— — COS{Fr COS P
> ( Ph

pour toutes les valeurs de p par leurs maxima

€2r+ et ¢ 4 e T e 4 e
—2———'—f—l, —2—*—".“[, > -1,

on tenait compte de leur diminution quand sin p s’approche de o.
Mais malgré cette hypothése défavorable, les limites trouvées suffisen
pour montrer clairement que les développements de I'anomalie excen-
trigue et du rayon vecteur, selon les puissances croissantes de I'excen-
tricité, sont toujours convergentes si la valeur de 'excentricité est
inférieure 4 la limite k= 0,66(95. Cest ce que Laplace a trouvé le
premier, et ce que M. Cauchy a démontré par une méthode tres-
ingénieuse. Ces limites suffisent aussi pour prouver que dans ces deve-
loppements Uerreur est toujours au-dessous du rapport de Uexcentri-
cité a k=0,66195, élevé au degré égal aw nombre de termes grd on
retient.
On s’en assurera si I'on remarque que dans les expressions

() (i)

que nous avers trouvees pour ces limites, les facteurs % et Ar sont
inférieurs & 1, car la valeur de £ est 0,66195, et r racine de Péqua-
tion

e +e’ —r{d—e Y=o
esl au-dessous de 1,9.

D’autre part, en supposant, comme nous 'avons fait, que dans ces
développements on arréte la série de Lagrange au terme

LA ) )
2.3...n da"—! i
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on trouve n -1 ou 7 + 2 termes, selon qu'il sagit du développe-
ment de Vanomalie excentrigue ou du rayon wvecteur; car dans le
premier cas on prend F (x) =, et dans le second Flr)=1— fcosx,
ce qui donne dans ce cas un terme de plus (*).

{(*) M. Tchébichef avait ajouté & cette Note, qu’il nous a remise en décembre der-
nier, un V¢ paragraphe, ol il s’occupait d'un systéme d’équations simultanées : il nous
a autorisé a le supprimer ici, 4 cause de la complication des formules. On le retrouvera
dans le travail complet que I'auteur publiera sans doute bientot.



