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SUR L’EXPRESSION o (r),

QUI MARQUE COMBIEN LA SUITE I, 2, J,..., 7 CONTIENT DE NOMERES
PREMIERS A 72}

Par M. J. LIOUVILLE.

Euler a donné la valeur générale et simple de I'expression ¢ (2),
qui marque combien la suite

1, 2, 3, 4yeny — 1, B,
contient de nombres premiers 4 7. 11 est clair que 'on a
¢ (I) =1,

et pour un entier n quelconque, décomposé en facteurs premiers,
sous la forme
n=a*bf...c",

o= (=3) (=3) (-2

De la il est aisé de conclure, par le calcul effectué, que la somme

Euler trouve

o (1) + ¢ (d) +... +¢(n)
des expressions ¢, appliquées successivement a tous les diviseurs
1, d..., n

de 7, est égale au nombre n lui-méme. Voyez sur ce point une Note

de M. Catalan (1™ série, tome IV, page 7).
Mais on peunt aussi établir I’équation

o(t)+ ¢(d) ... + 9(n)=n
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par un raisonnement direct, indépendant de la formule qui donne
¢ (n), et c’est méme ainsi que Gauss, 4 qui cette équation est due,
a d’abord démontrée (voir le n° 39 des Disquisitiones arithmetice).
Cela étant, si 'on observe que I’équation dont il s’agit, en y faisant
successivement =1, n = 2, n = 3, n = 4, etc., donne 'une apres
Pautre les valeurs de ¢, savoir

s =1, gla)=1, (3 =2 ¢(f) =12

on sera conduit a se proposer d’en tirer la valeur de ¢ (n) pour un
entier quelconque 7.

Le probleme peut d’ailleurs étre ainsi genéralisé. Supposant
JW) + fd)y+...+f(n) =F(n),

ou le signe f(n), qui représente une quantité déterminée dépendante
de Ventier n, est appliqué & tous les diviseurs 1, d,..., n de n, expri-
mer f(n) au moyen de F. La réponse est fournie par la formule sui-
vante, que je me garde bien, dn reste, de présenter comme nouvelle,
cav quiconque P'aura cherchée a dit 1a trouver :

S =F@m—3F (%) + SF(5) =3 ()

a, b, c,.., sont les nombres premiers distincts, facteurs de 7 : les signes
~+ et — alternent : on pose, pour abréger,

2 () =r (5w @) v r () -
S () = () F () () o

Cette formule est aisée & établir, et plus aisée encore i vérifier.
Elle donne

puls, pour une puissance de nombre premier
puis, ’

fla*) =F (a*) — F(a"),
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puis encore
fla* by =F(ab ) — F(a""b%) —F (a” ") + F (a*~" &*7"),

et ainsi de suite.
Mise en usage sur I’équation

¢ (1) + ¢ (d)+...+ ¢ (n)=mn,
elle fournit

o(n)=n—F - +FL—-F 2 ..,

o= i) =) = (=2

ce qu’il fallait trouver.

c’est-a-dire



