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PURES ET APPLIQUKES. 89

MEMOIRE

SUR

LA FLEXION DES PRISMES,

Sur les glissements transversaux et longitudinaux qui U accom-
pagnent lorsqu’elle ne s'opére pas uniformément ou en arc de
cercle, et sur la forme courbe affectée alors par leurs sections
transversales primitivement planes [*];

Par M. bz SAINT-VENANT.

1. Recherches anciennes sur la théorie de la flexion.

Cest & propos du probleme de la rupture des prismes par flexion
que la théorie de la résistance des solides a été fondée par Galilée [**],
et établie ensuite sur sa véritable base par Mariotte [**], qui I'a rat-
tachée 4 celle de leur élasticité, dont Robert Hooke avait découvert, un
peu avant lui, le principe [ ****].

[*] Un premier extrait de ce Mémoire a paru dans les Comptes rendus des séances de
I’ Aeadémie, A la correspondance du 20 novembre 1854, tome XXXIX, page 1027; et
un deuxiéme extrait le jour desa lecture, 20 juillet 1855, tome XLI, page 143.

**] Dialogo secondo , Giornata seconda , 1638 , art. 550, page 63 delle opere di Ga—
lileo Galilei.

[***] Traité du mouvement des caur, 5° partie, second discours, 1684 { posthume ).

[****] Lectures De potentia restitutiva or of Spring, opliscule inséré aux Philosophical
tracts and collections de Robert Hooke, et publié en 1678, c’est-a-dire deux ans aprés
sa bescription of Helioscopes, ot il énonce déja sous V'anagramme ceiiinossstean son
fameux principe ut tensio sic vis, énoncant la proportionnalité des dilatations ou con-
tractions des ressorts aux efforts qui les aménent ou qu’elles développent.

Tome 1¢F (2¢ série). — Mans 1856. 12
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Galilée, en concevant un prisme horizontal a base rectangulaire par-
tagé en fibres ou éléments longitudinaux, supposait qu’elles rompaient
ensemble et opposaient toutes la méme résistance lorsque, sous I'action
d’une force verticale, une portion du prisme se séparait de I'autre en
tournant, comme il le pensait, autour du ¢6té inférieur de la section
transversale ou cette séparation s’opérait.

Mariotte jugeant, au contraire, que les fibres s’étendaient et se com-
primaient avant la rupture qui commence par 'une d’elles, et qu'elles
résistaient jusque-1a en raison du degré de lenr extension ou de leur
compression supposées proportionnelles aux distances a celles qui ne
varient pas de longneur, placait celles-ci, et par conséquent I'axe de
rotation, au milieu de la hauteur de la section de rupture comme on
fait encore aujourd’hui Mais se trompant ensuite, quant aux consé-
quences, d’une maniére singuliére, qui revient & doubler en meme
temps un bras de levier et une force pour doubler leur produit [}, il
trouvait pour le moment des résistances « la méme chose que si toutes

» les parties s ‘étendaient » ou que si la rotation se faisait autour du
bas de la section et non du milieu; ce qui lui donnait les deux tiers
du résultat de Galilée, tandis qu 1! aurait dt n’arriver qu’au tiers,
d’aprés son point de départ.

On s’étonne de voir, vingt ans plus tard, un grand géometre, auteur
de la premiére théorie des courbes élastiques, Jacques Bernoulli, tout
en admettant aussi les compressions et présentant méme leur considé-
ration comme étant de lui, commettre, sous une autre forme, premse-
ment la méme méprise du simple au double que Mariotte dans P'éva-
luation du moment des résistances, ce qui le conduit méme a affirmer
que la position attribuée & I'axe de rotation est tout a fait indiffé-
rente [**]. _

Ce ne fut qu'en 1773 que Coulomb, dans ce Mémoire célébre ou
se trouvent posées presque toutes les bases de la théorie de la stabilité

[*] Zdem, 13° alinéa du discours.

[**] Peéritable hypothése de la résistance des solides avec la démonstration de la cour-
bure des ressorts, lemme 4 ( dcadémie des Sciences, 1705, ou Jacobi Bernoullii opera
omnia, tome II, page 976).
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des constructions [ *], rectifia cette erreur d’évaluation, et que placant,
comme Mariotte et Bernoulli, la ligne des fibres invariables au wilieu
de la hauteur de la section supposée rectangulaire, il établit sur un
lemme évident de statique le principe qui doit servir a la détermination
de cette ligne pour les sections de toutes les formes, savoir la nullité
de la somine algébrique totale des résistances longitudinales des fibres
du prisme qui n’est sollicité que transversalement; et il donna une
valeur exacte de la somme de leurs moments, valeur moitié moindre
que celle a laquelle étaient arrivés Mariotte par une supputation er-
ronée, et Leibnitz parla supposition que les fibres invariables se trou-
vaient réellement a la partie inférieure de la section [**].

Coulomb remarque trés-bien, au reste, que, si la matiére du prisme
ne suit pas jusqu’a Yinstant de sa rupture la loi de proportionnalité
des efforts aux dilatations et compressions, ’axe final de rotation pourra
se trouver ailleurs qu’au milieu de la section, mais il repousse ’opinion
qu’il puisse étre au bas, par cette raison péremptoire qu’une ligne sans
épaisseur ne saurait supporter 4 elle seule une pression finie.

C’est dans notre siécle seulement que son Mémoire, qui contient sur
- ce sujet tant de choses dans les trois pages intitulées Remarque sur ia
rupture , a été enfin étudié et cowmpris. Encore ne Va-t-il été que
peu a peu, car Duleau [***], en donnant la méme expression que
Coulomb pour la somme des moments des résistances, et en placant de
la méme manicre la ligne des fibres invariables pour le prisme i section
rectangle, détermine en général la situation de cette ligne par la con-
dition « que la somme des moments des résistances aux compressions
» soit égale 4 la somme des moments des résistances aux extensions »,
principe faux qui Jui assignerait une situation trés-différente de la vé-
ritable pour les sections qu’elle ne partagerait pas en deux moitiés

("] Essai sur une application des régles de mwaximis et de minimis & quelques pro-
biémes relatifs & Uarchitecture. Savants étrangers, année 1773 (tome publi¢ en 1976).

[**) Demonstrationes novee de resistentid solidorum. Acta Eruditorum Lipsice, 1784,
page 319. Leibnitz cite Mariotte dont les recherches étaient déja connues, mais dont le
livre n’était pas publié.

[***] Essai theorique et expérimental sur la résistance du fer forgé; 1820, pages 2
et 3.
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symétriques. M. Barlow, en Angleterre, faisait la méme confusion "]
avouée ingénument et rectifiée par lui dans son dernier ouvrage sur
la force des matériaux [**] en citant M. Hodgkinson comme I’ayant
signalée [***]. Et son habile et savant compatriote, M. Tredgold, en
fhettant comme lui et comme Coulomb I’axe reutre en question a sa
vraie place pour les sections rectangulaires, imaginait un principe sin-
gulier [****] pour en déterminer la position dans les sections d’une
autre forme, sans comprendre encore le principe si simple invoqué par
Coulomb, de Iéquilibre nécessaire des forces décomposées dans 1ne
méme direction paralléle aux fibres.

Mais Navier, aprés avoir pendant quelque temps placé les fibres
invariables avec Galilée, Leibnitz et M. Girard [*****] au bas de
la section [******], et s’étre livré & diverses considérations compli-
quées [***¥****] auxquelles il a dii bient6t renoncer, a donné enfin,
danssesleonsde 1824, imprimées & mesure et publiées en 1826 [*******5,
et conformément au principe de Coulomb, la théorie aujourd’hui
adoptée de la résistance des solides, non-seulement 2 la rupture par
flexion, mais encore 2 la simple flexion sans rupture, dont Villustre
physicien Th, Young avait, en 1807 [*********] présenté les formules
pour les cas les plus simples, et qui avait été ensuite le sujet d’une

{*] 4n Essay on the Strength and Stress of timber, 1817, art. 120.
[**] 4 Treatise on the Strength of timber, cast iron, ete., 1837, art. 4o.
[***] Tome IV des Mémoires de Manchester, nouvelle série.

[****] Essay on the Strength of cast iron, art. 85, et Elementary principles of Car-
pentry.

[*****] Traité analytique de la résistance des solides, 1798, pages 2, 5 et 7.

[******] Notes sur la Science des ingénieurs, de Belidor, 1818; et Lithographie des
premiéres lecons (1819-1820) faites & I'Ecole des Ponts et Chaussées.

[*******] Notes sur le Traité de la construction des ponts de Gauthey, 1819.

[**#*x2**) Résumé des lecons données & U’Ecole des Ponts et Chaussées sur Uappli-

cation de la mécanique a Uétablissement des constructions et des machines.

[prde2¥22] 4 Course of lectures on natural Philosophy , vol. 1, sect. IX. Ces for-
mules ont été reproduites par le D* Robison, article Strength of materials de V' Encyclo-
pédie britannique.
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grande partic des belles expériences de Duleau et de M. Dupin [ *].
Navier montra en méme temps (ce que Young avait indiqué en pas-
-sant) le vrai parti qu'on peut tirer des formules de flexion pour pré-
venir les chances de rupture €loignée , en limitant convenablement les
dilatations ou les efforts qui alors ne cessent pas d’étre soumis a peu
prés aux lois d’élasticité et de proportionnalité sur lesquelles ces for-
mules se fondent, en sorte qu’il n’est pas nécessaire de placer finale-
ment ’axe de rotation ailleurs que dans la situation ou il se trouve
pendant les petites flexions.

‘Nous ne parlons pas ici des autres services rendus ala méme branche
de la Mécanique par cet homme éminent qui le premier, en 1821 [**]
ou dans le temps méme de ses incertitudes sur la maniére de présenter
la théorie approximative de Mariotte et Coulomb, fondait la théorie
rigoureuse et compléte en donnant les équations générales de I'équi-
libre et du mouvement intérieur des solides élastiques, sur lesquelles on
doit baser désormais toute recherche exacte des changements de forme
que leur font subir des forces quelconques, en y ajoutant la théorie
des pressions ou tensioms intérieures, introduites par M. Cauchy en
1822 [***] et considérées aussi, peu aprés, par M. Poisson [ ****] ainsi
que par MM. Lamé et Clapeyron qui, alors en mission hors de France,
paraissent n’avoir pas eu connaissance des travaux antérieurs lorsqu'’ils
ont présenté leur beau Mémoire de 1828 [*****], dont une partie est re-
produite par M. Lamé dans ses lumineuses lecons sur I’élasticité [******].

[*] Expériences sur la force des bois. Journal de U Eecole Polytechnrique , 19° cahier,
1815, ‘

[**] Mémoire sur 'équilibre et le mouvement des solides élastiques, lu le 14 maii1821.
Mémoires (nous.) de UInstitut, tome VIL, 1827, et Société Philomathique, 1823.

[***] Socicté Philomathique, janvier 1823, page 10; ct ensuite, Exercices de Mathe-
matiques , tome II, 1827.

[****] Mémoire sur les corps élastiques, lu le 14 avril 1828, et inséré au tome VIII
de U'Institut.

[*****] Mémoire sur I'équilibre intérieur des solides homogénes. Savants étrangers,
1829, et Journal de Crelle.

[******] Legons sur la théorie mathématique de I'élasticité des corps solides, 1853
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2. Théorie, actuellement adoptée, de la flexion due aux dilatations
longitudinales inégales des fibres. — Hypothéses sur lesquelles on la
Jonde ordinairement, et qui ne sont pas, dans ce gl elles ont dinexact,
nécessaires pour en établir les formules.

Cette théorie enseignée généralement, et dont les résultats sont assez
bien confirmés par I'expérience dans les cas les plus habituels, est or-
dinairement présentée en'partant de ces deux hypotheses : 1° que les
sections planes faites avant la flexion perpendiculairement aux arétes
des prismes, restent, aprés, encore planes et normales a ces arétes et
aux fibres ou éléments longitudinaux devenus courbes; 2° que ces
fibres, les unes allongées, les autres accourcies, résistent d’une maniére
indépendante , comme feraient de petits prismes isolés ou n’exercant
les uns sur les autres aucune action.

11 résulte de la premiére que les petites portions de fibres comprises
entre les deux sections tres-voisines et toutes égales avant la flexion,
ont ensuite des longueurs proportionnelles a leurs rayons ou a leurs
distances a la ligne suivant laquelle les plans de ces sections se coupent,
en sorte qu’en appelant

o la distance, a cette ligne, des fibres invariables ou restées de

méme longueur qu’auparavant, distance nécessairement
la méme pour toutes;

p + z celle d’une fibre quelconque, z pouvant étre positif ou né-

gatif;
la dilatation de cette méme fibre, ou la proportion de son

extension positive ou négative;

s

P « la force de sa tension par unité superficielle de sa petite section
transversale ;
E le rapport constant, dit coefficient oumodule d’élasticité, des

tensions aux petites dilatations, pour la matiére dont le
prisme est composé, quand il n'y a pas d action latérale ;

on a, pour le rapport de la nouvelle longueur de la fibre quelconque
a son ancienne longueur, la méme que la longueur actuelle des fibres
qui n'ont pas varié,

ptz

[4]
i

z
=1+ -
P
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ce qui donne pour la dilatation de cette fibre :

() 3= g', d’ou (d’apres la deuxiéme hypothese) p = Eg

Ces deux hypothéses, telles que nous venons de les énoncer avec
tout le monde, sont fausses, excepté dans le cas rare ot la flexion
s’opere d’une maniere €gale ou en arc de cercle, sous 'action de forces
faisant couples & chaque bout; car lorsque, comme a 'ordinaire, les
forces extérieures agissant 4 une extrémité d'un prisme pour le fléchir
ont une résultante transversale P qui rend nécessairement la flexion
inégale d’un bout 4 Pautre, I'équilibre d’'une portion quelconque du
prisme de ce coté exige qu’il se développe & travers la section v, qui la
sépare du reste, desactions intérieures aussi transversales, ayantla méme
résultante P [ *], ce qui ne peut étre qu'autant que les sections §’in-
fléchissent et cessent d’étre partout normales aux fibres qui, par suite,
glissent aussiun peu ’'une devant 'antre, et exercent mutuellement une
sorte de frottement ou d’entrainement longitudinal qui exclut Pindé-
pendance absolue.

Mais, malgré ces circonstances, les formules (1) peuvent étre justes,
1° si les sections du prisme se courbent et s'inclinent toutes également
sur les fibres, car les portions de fibres qu’elles interceptent éprouvent
les mémes dilatations que celles qui seraient comprises entre des plans

restés mormaux; 2° si le rapport £ des tensions aux dilatations des
? P}

fibres ne dépend nullement de leurs actions longitudinales analogues
aux frottements, car il suffit alors qu'elles ne se pressent point nor-
malement a leurs longueurs pour que ce rapport soit égal 4 E comme
si elles étaient entierement isolées ou indépendantes.

Or les formules fondamentales (1),

D:;, szga

si I’on peut ainsi les légitimer, condnisent facilement & la détermination
des diverses particularités de la flexion, ou du moins de tout ce qui
dépend des inégalités des dilatations longitudinales et non des petites

[*] Leur existence n’avait pas échappé a Coulomb (Mémoire cité de 1773, art. VII.
page 350); et M. Vicata appelé sur clles I'attention d’une maniére particuliére en ap-
pelant force transverse leur résultante (Recherches sur les phénoménes qui précédent
la rupture, etc. ; Annales des Ponts et Chaussées, 1833, 2° semestre ).

[Tl
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inclinaisons ou glissements dont les grandeurs doivent étre autrement
cherchées : car sil’on nomme

dw I'élément de la section w d’'un prisme AwB, ou la base d’une
quelconque de ses fibres, regardée comme un prisme trés-délié;
M le moment total, autour de la ligne des fibres invariables tracée
sur cette méme section, des forces extérieures qui font fléchir
et qui agissent sur la partie B du prisme, forces qui sont sup-
posées d’abord r’avoir aucune somme de composantes dans l&

sens longitudinal ou des fibres;
I'équilibre de la partie wB, sollicitée d’un coté par ces forces exté-
rieures, de 'autre par les tractions pdw qu’exerce sur elle, au moyen
des fibres, 'autre partie A du prisme, exige, ainsi que I’a remarqué
Coulomb, que ces forces longitudinales pdw aient une somme nulle
comme les forces extérieures décomposées dans leur sens, ou que

‘[;zdm = o0; et il faut aussi que la somme fpdw.z:f?z’dwdes

moments des mémes forces autour de la ligne des fibres invariables
soit égale a M, d’ott ces deux égalités qui sont, avec celles (1), comme
le résumé de deux siécles d’efforts et de titonnements des savants les
plus illustres,

{2) fzdm:o, :Efz?dw:l\’[.

La premiére montre que la ligne des fibres invariables, perpendicu-
laire au plan de flexion, passe par le centre de gravité de la section w.

3 ’ . 1 .
La seconde sert a déterminer la courbure 5 et, par suite (quand

I'effet des glissements dont on vient de parler est négligeable) les formes
diverses de I'axe fléchi du prisme, formes qui ont pu déja étre déter-
minées, quant 4 la théorie, par Jacques Bernoulli [*], Euler [*] et

Lagrange [***] sans connaitre encore le vrai dénominateur E f 2dw,

et qui ont été de la part de Navier, et sont, encore aujourd’hui, I'objet

(*] Curvatura lamine elasticee. Acta Eruditorum Lipsice, 1694, ou Opera omnia,
tome I, page 576. Et Féritable hypothése, ete., cité plus haut.

[**] Methodus inveniendi lineas, ectc. Additamentum de curvis elasticis, 1744 ; et
divers autres écrits d’Euler.

[***] Sur la figure des colonnes , anciens Mémoires de Turin, I* vol. , 1770-1773.
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de nombreuses et utiles recherches faites au point de vue des applica-
tions pour des modes variés d’agir des forces extérieures, dont les in-
tensités et les directions ne sont données souvent que d’une maniere
implicite.

La méme seconde équiation (2) écrite

Mzwb ou M:fz?dwp,
2z z
susceptible, sous cette derniére forme, d’étre démontrée sans parler de g
ni de E, en admettantseulement que la tension p des fibres varie linéaire-
ment avec z, est une généralisation de celle de Coulomb relative au seul
prisme rectangle, et sert 3 déterminer le moment M d’aprées la limite que~
Vexpérience a pu fournir pour les valeurs qui peuvent étre données
a p sans danger de rupture, méme éloignée. Mais il faut observer que
'on n'obtient pas ainsi la vraie condition de résistance, car les glisse-
ments ou inclinaisons de fibres ou de sections dont nous avons parlé,
et que ces équations n’embrassent pas, ameénent de petits écartements
moléculaires obliques qui se combinent avec les dilatations longitudi-
nales ) pour produire, dans des sens différents, des dilatations un peu

plus grandes, et c’est a ces dilatations résultantes, et non i b=%7

qu’il convient d’imposer une limite.

On doit observer aussi, comme a fait M. Persy [*], que la flexion ne
peut s’opérer dans le plan du moment principal des forces extérieures
qu’autant que ce plan de sollicitation a fléchir se trouve parallele a
P'un des deux axes principaux d’inertie de la section w. Dans tout
autre cas, on ne peut pas se servir de ’équation ci-dessus des moments
autour d’une ligne perpendiculaire au plan de_flexion qui n’est point
donné; et nous avons fait voir ailleurs [**] que la question se résout
alors en posant deux équations des moments, savoir une autour de
chacun des deux axes d’inertie de w.

Mais nous avertissons que, dans tout ce qui suivra, nous ne suppo-

[*] Cours (lithographié ) & I’Ecole d’application de Metz, 4° édit. (1834 ), art. 42, 43.
[**] Comptes rendus de I’Adcadémie, 30 octobre et 6 novembre 1843, tome XVII,
pages 946 et 1024, — Mémoire (cité plusloin) sur la torsion, art. 42. — Société Phi-
lomathique , 8 juillet 1854, ou journal Z’Inszicut, 15 novembre, n° 108g.
Tome I¢T (2¢ série). - Mars 1856. 13
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serons pas cette derniére circonstance. Nos sections aurornt toujours
un de leurs axes principaux paraliéle au plan de sollicitation, qui,
ainsi, se confondra constamment avec le plan de flexion.

t . . ’ .
3. Objet et sommaire de ce Mémoire.

Nous nous sommes donc proposé de rechercher, par une analyse
rigoureuse, si les deux formules fondamentales (1) de la théorie connue
de la flexion, malgré ce que nous avons signalé de faux dans la ma-
niére ordinaire de les établir, peuvent étre vraies, quand ce ne serait
que pour des modes déterminés d’application et de distribution, aux
extrémités des prismes, de forces ayant une résultante et un moment
dounés quelconques et capables ainsi de produire une flexion quel-
conque égale ou inégale d’'un bout i V'autre; d'apprécier en méme
temps les circonstances omises par cette théorie, telles que les glisse-
ments relatifs des sections voisines ou des fibres contigués, ou la cour-
bure que les sections acquiérent; en un mot, de résoudre compléte-
ment et exactement le probléme de la flexion, tout au moins pour les
modes de sollicitation qui donnent des résultats d’une forme simple,
servant de limite aux résultats compliqués des autres modes d’appli-
cation et de distribution des mémes forces extérieures, en sorte qu’on
puisse approximativement lessubstituer 4 ceux-ci dans la plupart des cas.

Pour cela, nous démontrons d’abord (art. 4 2 9) d’une maniére
élémentaire et géométrique antant que nous pouvons, les formules
des pressions dans les solides élastiques, les relations d’égalité qui nous
paraissent exister toujours (art. 7) entre leurs coefficients, les change-
ments de leurs plans (art. 8), et les équations différentielles tant indé-
finies que définies (art. 10, 11) gni lient les déplacements des points
aux forces extérieures.

Comme les difficultés encore insurmontées de leur intégration pour
des forces données disparaissent quand ce sont les déplacements qu’on
se donne, et se trouvent considérablement amoindries lorsqu’on prend
pour données, 4 la fois, une partie des forces et une partie des dépla-
cements ou de leurs relations mutuelles en recherchant le reste, ¢’est
cette marche mixte, particuliérement propre 4 la question énoncée,
que nous suivons comme nous avons fait ailleurs [*].

[*] Principalement A un Mémoire Sur la torsion des prismes, avec des considérations

PN bR e p ey
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Apres I'avoir appliquée (art. 12) au cas de I’extension simple, et
avoir rappelé (art. 13) une solution directe, mais simplement approxi-
mative du cas de la flexion, proposée par deux illustres géométres, et
qui a servi de point de départ 4 nos recherches, nous posons(art. 14)
les données de notre probléme mixte sur le méme sujet, et nous re-
connaissons, par une premiére et facile intégration (art 16), que sa
solution se rameéne i celle d’une équation aux différences partielles du
second ordre avec une condition définie exprimant qu’aucune pression
n’agit longitudinalement sur la surface latérale des prismes.

La deuxiéme intégration s’effectue en quelque sorte d’elle-méme
lorsque le contour a certaines formes (art. 18), en nombre infini,
représentées par une équation algébrique quadrinome dont I'un des
termes peut avoir tous les degrés positifs possibles entiers ou fraction-
naires. Les déplacements des points du prisme, les dilatations et glis-
sements, la fleche de flexion complétée par la mise en compte de ceux-
ci, les composantes de pression intérienre ou extérieure donnant le
mode de distribution des forces qui font fléchir, les ordonnées des
surfaces légérement courbes dans lesqueiles se sont changées les sec-
tions primitivement planes, ont alors (art. 19 a4 23) des expressions
aussi algébriques entiéres et méme ne s’élevant pas au dela du troi-
sieme degré; et Pon peut facilement, par une suite de coupes équi-
distantes, tracer la topographie compléte de ces surfaces, dont chacune
est commune i uue multitude de contours d'un méme degré quel-
conque et au nombre desquels se trouve (si ce degré entier ou frac-

sur leur flexion, ainsi que sur Uéquilibre intérieur des solides élastiques en général, et
le calcul de leur résistance & divers efforts s’exercant simulitanément ,1ale 13 Juin 1853,
in-4°, 1855 ; ou Savants étrangers, tome XIV.

Nous renvoyons & ce Mémoire pour la maniére de faire servir les résultats principaux
de celui-ci, ou de combiner les glissements latéraux g, une fois déterminés, avec les

dilatations longitudinales 9 = J, + -5 dont la théoric ordinaire tient compte seulement,

pour avoir les plus grandes dilatations obliques (le plus souvent exprimées par la
2
formule % d+ \/(g b) -+ (%) » donnée déja en 1837 dans un cours lithographie ,

et aux Comptes rendus, tome XVII, page 948), et pour en déduire les conditions de
résistance a la rupture, dont nous ne nous occuperons pas de nouveau anjourd’hui.

13..



IR TR

100 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

tionnaire reste entre 2 et 4) un cercle ou une ellipse qu'on obtient en
annulant le coefficient du terme qui donne 2 I’équation du contour
ce degré au-dessus de 2. Les coupes dont nous parlons se réduisent
a des droites paralléles, et, par conséquent, la surface courbe de la
section a un cylindre a base de doucine parabolique du troisieme
degré lorsque (art. 23) I'équation du contour est du degré g traité

. 18 . ; . .
comme pair = —; et ce contour courbe, si la dimension perpendicu-

laire n’excéde pas la dimension paralléle au plan de flexion, différe
peu d’un contour rectangulaire & angles arrondis (art. 18).

Mais lorsque la section est rectangulaire, la derniére intégration
peut se faire encore exactement au moyen de séries transcendantes
précédées de quelques termes algébriques , aprés avoir transformé con-
venablement (art. 24, 25) les deux équations dans lesquelles se par-
tage la condition définie. On peut, si 'on se contente d’approxi-
mations, effacer ces séries, et ’on peut d’ailleurs calculer des Tables
numériques, en conservant ces mémes séries pour diverses valeurs du
rapport des deux dimensions de la base du prisme parallélipipede.

Ces exemples, outre 'intérét pratique qu’offre I'évaluation de ce que
les formules connues de la flexion ne comprennent pas, suffisent pour
convaincre, si 'on ne se contentait pas de la seule inspection des équa-
tions qu'on ne sait pas toujours intégrer, et d’'une comparaison tirée
de la théorie de la chaleur (art. 30) qu’il existe toujours, quelle que
soit la forme du contour de la section , des modes de distribution des
forces extérieures sur les hases extrémes, pour lesquelles ces formules
admises donnent exactement les dilatations et tensions longitndinales
et la courbure qui en provient.

En sorte que I’on peut continuer de se servir de ces formules connues
quand les prismes sont assez longs par rapport aux dimensions de leurs
bases pour que les glissements aient peu d’influence, ainsi que ce qui peut
résulter des différences entre le mode effectif d’application et de distri-
bution des forces vers les extrémités et le mode tendant a s’établir, 4
Pintérieur, aux points qui s’en éloignent; de méme que dans les ques-
tions ot un état varié dépend du temps au lieu de dépendre de la dis-
tance, cet état devient de plus en plus indépendant des circonstances
initiales et plus approché d’un état permanent {art. 32).
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Enfin nous tichons de donner (art. 31) une démonstration directe
et sans analyse, et pourtant rigoureuse, des formules de la flexion. Si
elle excéde un peu en longueur celle que I'on fonde ordinairement sur
des hypothéses non justifiées et méme inexactes, il faut considérer
qu'elle embrasse forcément plusieurs particularités essentielles & ensei-
gner aussi, savoir les contractions latérales qui accompagnent les di-
latations longitudinales, et les glissements qui accompagnent les flexions
inégales. On peut donc, dans les cours qui ne comportent pas 'expo-
sition analytique de la théorie de I’élasticité, démontrer ces formules,
et ce qui doit les compléter, sans déroger aux habitudes mathématiques
par un mélange de principes rationnels et de suppositions gratuites dont
on ne peut pas méme prouver V'approximation.

4. Deémonstration succincte des formules des pressions & Uintérieur
. , . . . » .
des solides élastiques. — Relations entre les pressions’en divers sens
aw méme point.

Nous appelons pression, sur un des deux cotés d’une petite face
plane imaginée & P'intérieur d’un pareil corps, la résultante de toutes
les actions des molécules situées de ce coté sur les molécules du cété
opposé, et dont les directions traversent cette face; en la regardant
comme positive lorsqu’elle est attractive (ou qu’elle constitue, & pro-
prement parler, une tensior ou une traction).

Il Sensuit que la résultante des actions exercées sur les molécules
d’un élément polyédrique de fa part des molécules qui lui sont exté-
rieures, peut étre remplacée identiquement par la résultante des pres-
sions sur toutes ses faces; car si les pressions comprennent, en outre,
des actions de molécules extérieures sur d’autres molécules extérieures
suivant des lignes qui traversent deux des faces, ces actions étrangeres
se détruisent deux a deux en composant la résultante générale.

I suit de ta méme définition que la pression sur une petite face A
est résultante des pressions supportées par ses trois projections X, Y, Z
sur trois plans rectangulaires passant par son centre. En effet, les
nombres et les intensités totales d’actions moléculaires qui s’exercent
parallélement 4 une méme ligne droite quelconque / & travers diverses
faces trés-petites ayant le méme centre, est évidemment proportionnelle

MITEE
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aux superficies des projections de ces faces sur un méme plan P perpen-
diculaire 4 la droite {: or la projection de A sur tout plan P a unesuper-
ficie égale 4 la somme des superficies des projections de X, Y, Z sur le
méme plan; donc, comme les pressions résultent de la composition
des actions qui s’exercent ainsi dans toutes les directions, celle sur S
est la méme chose que celles sur X, Y, Z composées ensemble.

Ce théoreme de M. Cauchy est dit des projections de plans de
pression. '

I suit encore de la méme définition et de la méme remarque que si
I'on appelle

Pzxxs Pxys P25 Pyes Pyys Przi Pzzs Pzys Pzz

les composantes, suivant les x, ¥, z, des pressions supportées en un
méme point par I'unité superficielle de trois petits plans perpendicu-
laires 4 ces coordonnées rectangles, et ayant le méme centre de gra-
vité, la premiére sous-lettre indiquant le plan par sa normale, et la
seconde le sens de décomposition, I'on a :

(3) Prz=Pzy» Pox=Pzzr Pay = Pya-

En effet, les nombres et les intensités totales d’actions moléculaires
s'exercant parallélemenl 2 une méme droite quelconque { a travers
deux petites faces, supposées egales en superficie, et perpendiculaires
respectivement 4 y et 4 z, sont comme leurs projections sur un méme
plan perpendiculaire a /, c’est-a-dire comme cos (1, ¥) et cos(/, z). Ces
mémes intensités totales d’actions étant décomposées, la premiére dans
le sens z, la seconde dans le sens y, donneront cos (I, y)cos(/, z) et
cos(l, z)cos(l, y), ou la méme chose. Donc comme les pressions ré-
sultent de la composition des actions semblables pour toutes les direc-
tions /, on voit que la pression sur la premiére petite face , décomposée
perpendiculairement & la seconde, a la méme intensité que la pression
sur la seconde, décomposée perpendiculairement i la premiére, ce qui
donne bien p,, = p,,, et ainsi de méme des quatre autres composantes
analogues.

C’est le théoreme de reciprocité des composantes tangentielles, éga-
lement dit 2 M. Cauchy.
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5. Suite. — Dilatations, glissements - forme linéaire des expressions
des composantes de pression.

Quant aux relations que les composantes rormales p,., Pyy s Pezs €t
les composantes tangentielles p,., p.., p., des pressions développées
dans un corps élastique, par les déplacements relatifs de ses points,
peuvent avoir avec ces déplacements, imaginons p'ar un méme point m
de ce corps trois petites lignes matérielles ma, my, mz, primitivement
paralleles aux coordonnées rectangulaires, et changées par les dépla-
cements en trois lignes légérement obliques entre elles m, x,, m,y,,
m, z,. Appelons

E3) ay) 3z,

les dilatations éprouvées par ces petites lignes, ou les proportions
supposées tres-petites de leurs allongements positifs ou négatifs, et dé-
.signons par

8yzs Sz Says

les petites inclinaisons qu’elles ont prises les unes sur les autres, ou
les rétrécissements éprouvés par leurs trois angles, et qui ne sont autre
chose quelescosinus des angles actuels y, m, z,, z,m, x,, x,m,y,, sup-
posés devenus légérementaiguslorsque ’on prend positivementles quan-
tités g; quantités que nous appellerons glissements, parce que celle g, .,
par exemple, mesure de combien auront glissé ’une devant I'autre les
lignes matérielles paralléles soit aux y, soit aux z, situées & 'unité
de distance dans des plans paralléles & celui yz.

11 est clair que ces trois dilatations et ces trois glissements, supposés
connus, et sensiblement les mémes dans toute une petite étendue au-
tour du point m, donnent tout ce qu’il faut pour déterminer les chan-
gements de distance et de situation relative des points environnants,
(comme on le verra bien d’ailleurs par les expressions (6) ci-apres).
Par conséquent, les composantes P.y, Py Pzzy Przs Paxs Py des pres-
sions, si, comme on le suppose, elles étaient nulles avant ces change-
ments, sont fonctions de 3,,9,,9,, gz, 822y Sy

Dans ces fonctions, les six quantités zrés-petites 3, g doivent entrer
toutes avec les mémes exposants, car elles peuvent décroitre indéfi-
niment & la fois, sans cesser d’avoir le méme ordre de grandeur et d’in-
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fluence sur les déplacements relatifs et sur les pressions. Et comme il
y a d’assez nombreuses expériences ou, quetques-unes étant nulles,
les pressions ont été trouvées simplement proportionnelles aux autres
(ut extensio sic vis), toutes ces fonctions doivent étre linéaires.

6. Suite. — Attractions et répulsions, fonctions des distances molécu-

laires. Théoréme de composition géométrique correspondante des

Sorces et des petits déplacements.

Cette forme linéaire des composantes de pressions se prouve égale-
ment si, an lieun d’invoquer des expériences particuliéres dont Pinter-
prétation peut donner lieu  discussion, ’on part d’un principe général
que l'expérience aussi a révélé, et sur lequel nos définitions mémes
sont basées, savoir : « que les points matériels exercent les uns sur les
autres, 4 des distances insensibles, des actions attractives et répulsives,
qui sont fonctions continues de ces distances. » Ef I'on peut, en s’en
servant, trouver en méme temps les relations qui peuvent exister entre
quelques-uns des trente-six coefficients des formules exprimant les six
composantes p en fonction des 2 et des 8

En effet, on déduit d’abord du principe énoncé, ce théoreme sou-
vent applicable : Que la pression due a de petits déplacements résul-
tants de plusieurs autres est elle-méme résultante des pressions qui
seraient dues séparément aux déplacements compbsants. Car si, par
une translation et une rotation générales, ne changeant rien aux dé-
placements relatifs qui seuls produisent les actions moléculaires et les
pressions, on rameéne la petite portion de corps considérée a avoir ses
points tres-proches de leurs premieres situations, et leurs lignes de
jonction actuelles 2 prendre des directions extrémement peu différentes
de celles des anciennes, on verra facilement, en projetant celles-ci sur
celles-14, que les petits changements de longueur de ces lignes, dus
aux déplacements totaux ou résultants, sont sommes algébriques des
changements dus aux déplacements partiels ou composants. Or les
actions moléculaires développées sont proportionnelles a ces change-
ments, en vertu de la continuité supposée des fonctions qui en me-
surent 1'intensité. Donc les pressions, résultantes des actions molécu-
laires dues aux déplacemens totaux, sont aussi résultantes des pressions
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qui seraient produites par les actions dues aux déplacements partiels[*].

Réciproquement, comme les pressions intérieures font équilibre
aux forces extérieures, les petits déplacements produits par plusieurs
de celles-ci sont résultants géométriques de ceux dus a chacune.

Or il en résulte bien qu’en imprimant aux points des déplacements
équivalant & deux, A trois,..., autres déplacements qui donnaient,
chacun, la méme grandeur aux d,, et zéro pour les d,,9;, 8y, 8ez»
gzy, ON aura pour p,,, pour p,., €lc., deux fois, trois fois,..., ce
qui était produit par les déplacements partiels; et que, par consé-
quent, ces six composantes varient linéairement avec 2. Et, comme
on en peut dire autant de chacun des autres d ou g, supposés succes-
sivement exister seuls, on voit que les composantes de pression qui

ont lieu lorsqu’ils existent tous, sont fonctions linéaires de ces dilata-
tions et glissements.

7. Suite. — Nombre des cosfficients essentiellement différents.
Leur réduction de trente-six a quinze.

Pour connaitre les grandeurs relatives des trente-six coefficients qui
multiplient ces six quantités d et g dans les expressions des six com-
posantes p, considérons d’abord un cas simple 011 3,, 3:, gyzs 8o
soient nuls et J,, g,, constants, en sorte que, par tout le corps, les
plans matériels perpendiculaires aux y se soient écartés les uns des
autres dans une méme proportion 3, de leurs distances primitives et
aient en méme temps tourné tous d’un petit angle constant g,, autour
m de lignes paralléles aux z, suivant lesquelles ils cou-

pent un méme plan ymz perpendiculaire aux x. La
»  ligne de jonction r de deux molécules quelconques m’,
m’, qui est supposée avoir, avant les déplacements, des
projections x, y, z parallélement aux coordonnées de
méme nom, aura, aprés les déplacements, les mémes projections x,
z; mais sa projection y sur les y sera augmentée de yd, & cause
des écartements proportionnelsd,, et dexg,, 4 cause desrotationsg,,, ce

[*] Ce théoréme, ainsi démontré, se trouve A des feuilles lithographi¢es d’un cours de
Mécanique fait en 1837-18384 PEcole des Ponts et Chaussées, art. 12, etil en a été
donné de nombreuses applications aux art. 71 4 81 des mémes feuilles.

Tome I¢t ( 2¢ série ). — Mars 1856. I[;
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. . . . v
quidonnera, en projetant sur la ligne r, une augmentation(yd, + xg,,) z
de cette distance m'm” des denx molécules. Tl en résultera, R étant une

N . b Z ’
fonction de r, une action mutuelleR (y?, + X g4 ) > développée entre ces

deux mémes molécules m’, m” par les déplacements. Si ces molécules
sont du nombre de celles situées de part et d’autre d’une face plane
perpendiculaire aux x et ayant une superficie A trés-petite, on aura
les composantes A p,.., A p,, de la pression qui s’exerce A travers cette

petite face en prenant les sommes 2 de toutes ces actions décomposées

successivement dans les sens x et y, ou multipliées par les cosinus des
. . v X ' \

angles de r avec les x et y, cosinus égaux 4 = g a cela prés de quan-

tités qui ne donneraient que des produits trés-petits du second ordre
et négligeables.
11 en résulte

3 R gz R b R g.z R 2
Pee = ZA5xy + ISRy, =7 D5y + 53 Dxyt.

D'ow I'on woit que le coefficient de d, dans p,, est égal au coefficient
de g., dans p.,,.

La méme égalité aura lieu si 3, 2, 8rz s 8=z D€ sont pas nuls, en
vertu du principe (article précédent ) de composition des pressions dues
4 divers déplacements composants. Elle aura lien encore si d et g,
au lieu d’étre constants par tout le corps solide, sont variables ; car
on suppose toujours qu’ils varient fort peu dans I'étendue des petites
portions de ce corps o s'exercent, i des distances insensibles, les
actions qui composent les pressions.

On en déduira, en changeant simplement les lettres ou les directions,
que le coefficient de g, dans p,, sera le méme que celui de 3, dans p,,,
et que, par conséquent, celui-ci est le méme que le coefficient de >,
dans p,,, puisque, comme nous savons, Pr= est la méme chose que Pzy
et doit avoir les mémes coefficients.

On reconnaitra d’autres égalités en variant les sens et en invoquant
encore le principe p,. = p.y, poz = Prsy Pay = Prar

D’ou Pon peut conclure que si 'on désigne les divers coefficients par
une méme lettre a avec les deux sous-lettres de la composante de pres-
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sion a laquelle ils appartiennent, suivies des sous-lettres de la dilata-
tion ou du glissement qu’ils affectent, en doublant, pour la symétrie,
celles des dilatations, ou si 'on écrit

Prr = Baz.55dz + Basgy Oy - 8203505 zauys Bys - Bagese Gae + Azzosy Loy
(4) Pry == 8r.2ede == ++y Puay Prss Pszs Pay = des expressions analogues,
les coeﬁicients ayant les mémes quatre sous-lettres seront égaux ,
quel que soit I'ordre ou elles s’y trouvent placées, ce qui réduit les
trente-six coefficients de ces formules & quinze distinets [*].

Si dans cette démonstration nous avons négligé I'influence des
actions moléculaires primitives, en n’attribuant les pressions qu’aux
actions nouvelles, développées par les déplacements, c’est pour
simplifier et parce qu'il est facile de voir que ces actions anciennes
disparaissent quand on suppose les pressions primitives nulles.

Ce qui précede suppose, au reste, que les déplacements varient,
d’une molécule a I'autre, d’une maniére simple et continue, ou que,
s'il en est autrement, a cause de la grande diversité et de la compli-
cation des arrangements des molécules et de leurs actions en divers
sens, on puisse remplacer les déplacements individuels des molécules
par les déplacements moyens de leurs groupes, qui doivent varier
d’une maniere plus réguliére ou moins compliquée vu la compen-
sation des écarts en divers sens. La possibilité de cette substitution

[*] Cest 4 M. Cauchy que I'on doit ce théoréme, comme la plus grande partie de la
théorie des pressions. Tl 'a donné en faisant quelques suppositions et substitutions dont
la démonstration élémentaire que nous venons d’en donner se trouve dégagée.

Si, aux pages 222 du tome III et surtout 138 du tome IV de ses Ezercices (1828 et
1329, il semble qu'il y a vingt et un coefficients au lieu de quinze, c’est que M. Cauchy
suppose, & ces deux endroits, qu'il existait déja dans I'état primitif des pressions dont
les six composantes sont précisément les six coefficients supplémentaires.

Les termes de p., p,,,. .., ol entrent ces pressions primitives ou antérieurcs aux
déplacements qui ont produit les dilatations ) et les glissements g, s'obtiennent facile-
ment en se servant d'un théoréme qui se trouve démontré d’une maniére élémentaire a
une Note sur les pressions, insérée ala date du 7 juillet 1845 aux Comptes rendus,
tome XXI, page 24. Ils sont habituellement négligeables dans les questions relatives
aux corps solides , mais il faut en tenir compte dans la théorie de la lumiére et dans
celle du son, vu que les forces déja en jeu dans I’état d’équilibre des fluides élastiques
qu'on y considére peuvent avoir une influence comparable ou méme supéricure 2 celle
des forces que I"ébranlement seul développerait dans le cas de nullité de celles-13,

14..
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est accordée généralement et ne parait pas douteuse pour les corps &
cristallisation counfuse, les seuls dont on se serve comme matériaux ;
mais elle est, jusqu’a un certain point, contestable, comme 1’a remar-
qué M. Cauchy, pour des corps régulierement cristallisés dont les petits
assemblages atomiques, tous semblables, tourneraient semblablement
sur eux-mémes lorsqu’on déforme I’ensemble de maniére 4 amener
certaines concordances de périodicité qui s’opposeraieat 4 ’exacte com-
pensation des écarts en plus et en moins. Bien que nous ne pensions
pas que cette circonstance, si elle a lieu, doive avoir une influence sen-
sible, et quoiqu’elle ne puisse regarder que des corps dont nous n’aurons
pas a nous occuper dans ce Mémoire, comme les doutes dont le prin-
cipe de I'égalité du coefficient de g,, dans p,, a celui de?, dans p,,
a été I'objet ne sont pas encore levés pour tout le monde, nous con-
serverons le plus souvent 'indépendance aux trente-six cocfficients, ce
qui, comme P’a remarqué M. Lamé, ne rend pas ordinairement plus
compliquées les solutions analytiques des problemes.

8. Suite. — Changement des axes et des plans pour lesquels on
prend les pressions, les dilatations et les glissements.

On a fait voir (art. 4) qu’une petite face A, perpendiculaire a une

droite quelconque r, supporte une pression résultante de celles qui
, . ) - AN AN N
s’exercent & travers ses projections A cos rx, A cos ry, Acosrz sur

trois plans perpendiculaires aux coordonnées x, 7, z. La pression sur
AN
la premiére projection, par exemple, a pour coniposantes A cos rx.p,,,

A cos rx.p,,, A cos rx.p,, suivant les mémes coordonnées. En écri-
vant de méme les composantes des autres, et en les ajoutant toutes
aprés les avoir décomposées suivant une méme autre droite 7/, on ob-
tient, en divisant par A, la valeur suivante de la composante p,.,
suivant r/, de la pression 2 travers I'unité superficielle de la face per-
pendiculaire & r: .
AN AN AN AN
Prrt = (pm COS I'X ~+ Py COSTY ~+ P, COS 12 ) cos T’ x
AN N PN //\
+ (pxy COS I'C —+ P, COSTY —+ P, €OS 13 ) cos T’y

N N /\) AN
—+ (pu COS I'X -+ p,; COS Y ~+ p,; €COS I's ) COS I'Z.

(5)
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Si 'on attribue successivement & r et r’ les directions de trois nou-
velles lignes rectangulaires 2/, y’, z/, on a les formules servant a
passer d’un systéme 4 un autre systéme de plans de pression.

Quant aux dilatations et glissements, supposons d’abord que les
déplacements des points d’un corps solide ne lui fassent éprouver
qu'une dilatation générale %,. Si la premiére extrémité o d’une droite
om =r, est restée immobile, comme sa projection og dans le sens x

AN\ AN
est r cos rx, la deuxiéme extrémité m aura cheminé de r cos rx.d,
parallelement a o, ce qui, en projetant le chemin mn sur la direction

.. AN AN
de r, ou en multipliant par cos ra, donne 1, cos® rx pour son allon-
gement, et, par conséquent, en divisant par r, pour sa dilatation,

— 2 ,,
9, =17, cos®rx.

Si, en second lieu, le corps a éprouvé partout un glissement gz AU
~ lieu d’une dilatation, en sorte que tous les plans ma-
tériels tels que mps, paralléles aux zx, aient tourné
d’un angle trés-petit g,, autour de leurs intersections
ps avec celui axoy perpendiculaire aux z, comme la

AN
distance mp de m A ce plan fixe estr cos rz, mn aura

AN\ '
cheminé de r cos rz.g,, parallélement aux y, en sorte
que, en projetant sur la direction om de r, et divisant par sa longueur,
on a pour la dilatation 3, que le glissement g,, aura fait éprouver a
cette Jigne :

AN AN
9, = g,,COS I'Y . COS I'z.

Soit maintenant une deuxieme ligne r' = om’ primitivement 4 angle
droit sur celle r = Im, et prenons pour plus de simplicité les longueurs
r=1'= 1. La dilatation générale ?, supposée tout & ’heure aura fait

cheminer parallelement aux x leurs extrémités m, m’ de deux petites
N SN . . K
lignes mn = cos rxc.2, et m'n' = cos r'x .9, paralléles &2 . Si Fon

. .\ PR , , .
projette la premiére mn sur la direction de om’ ou r’, on aura la petite
quantité dont I'angle droit mom’ se serait rétréci s’il était devenu nom’;

R

"

i as
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et si 'on projette la deuxiéine m’n’ sur la directionde rou deom, direc-
tion qui est sensiblement la méme que celle de on, on aura la petite
quantité dont I'angle presque droit nom’ se serait rétréci en devenant
non'. La somme de ces deux projections sera le rétrécissement éprouve
par P'angle droit mom’ en devenant nor’, ou (art. 5)le glissement g,.-.
Donc on a pour ce glissement produit par la dilatation ?, :

AN
grrt = 29, €08 rar cos I’ x.

Si, au lieu d’une dilatation das il 0’y a en qu’un ghissement g,; par tout
le corps, les deux extrémités m, m’ des lignes r — 1, /=1 auront

., PN O\ . . .
cheminé de g, cos rz et g, cos //z paralléelement aux y. En ajoutant,
comme tout 4 I'heure, les projections de la premiere de ces petites
lignes sur r’ et de la seconde sur r, on a pour le glissement g, prove-
nant de celui g,.,,

PN PN PN /’\
8 = 8y: (€OS I3 COS I’ ¥ + cosry Cos I'z).

S’il y a en méme temps des dilatations et des glissements 3., 0,, 2.,
8yzs Gexs Bay dans les sens des coordonnées x, 7, 2, la dilatation o, et le
glissement g,» seront, a cela pres de quantités trés-petites du second
ordre et négligeables, sommes de tout ce qui est di 4 ces diverses mo-
difications séparément. Donc on a

N N D ~ ~ ~ A I )
dp = dy COS 1'I+D,-C°5 ry 4+, cos’ re—+ 85 COS 7Y CO8 TE g, COS Iz COS I lga'_],cos rz cos ry,

AN ~ N ~ ~
Gppt == 20, COSTECOS I'T 2, €OS 1Y COSITY + 2], €08 15 COS 1T 2

-4

o - ’ : ] . . . < gf )
e (cos ry cos 7’ z +- €os 7z cos r'y) + g, (cosrz cos r'x 4 cos rx cos 1 z)+g"(cosrx cos 1y < cos 1y cosi'x);

double formule qui, en donnant successivement aux droites r, r’, la
direction des trois nouvelles lignes rectangulaires x’, y’, z/, servira a
changer & volonté le systéme des axes coordonnés suivant lesquels on
prend les dilatations et les glissements [*].

[*] On trouve au Mémoire cité Sur fa torsiok, art. 6, ces deux formules (6) démon-
trées pour tous leurs termes i la fois, d’'une maniére qui peut paraitre plus prompte,
mais qui fait moins comprendre la raison de leur composition.
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9. Réduction des formules de composante de pression pour diverses
sortes de contextures des corps.

Si le corps est komogéne, les coefficients a des formules (4) sont les
mémes en tous ses points, pour les mémes directions des axes coor-
donnés, mais peuvent changer avec ces directions des axes.

Etsi, de part et d’autre d’un plan que I'on peut appeler plan de
symétrie de contexture, ou, avec M. Cauchy, plan principal d’élas-
ticité [*], les pressions ont les mémes relations avec les déplacements
ou sont exprimables en?,, d1:+» §ays avec les mémes coefficients, les
formules (4) doivent rester les mémes lorsque, ce plan étant pris pour
plan des yz, on change I'axe des x en son prolongement du coté
opposé. Or alors, les axes y et z restant les mémes, p,., p.., Pros
dy3 925 §ys D€ changent pas, et il est facile de voir qu’il en est de méme
de p,, et d,, tandis qU€ Pas Pays Bzzy §zy Prennent un signe contraire
en conservant la méme grandeur. Pour que les équations (4) restent
les mémes en opérant de pareils changements de signe, il faut que
§zx» §ay Nentrent pas dans celles qui donnent p,., Prrs Pzzs Pyzy €t que
925 3y 925 8yz D'entrent pas dans celles qui donnent p,,, Pay- Dou il
suit que lorsqu’il y a, en chaque point d’un corps homogéne, un plan
de symétrie perpendiculaire aux x, on a des expressions de la forme
suivante. On a désigné par les mémes lettres les coefficients qui doivent
etre faits éganx, d’aprés le principe de la réductibilité, a quinze, des
trente-six coefficients de (4), en sorte que les accents seront effacés sj
'on ne met pas ce principe en doute :

Pre =20, + £ 4 &, + hg,.,

Py =1+ b3, + d, + kg,.,
(7) Pz =€, +d", 4 ¢d, + lg,.,

Pre =03, + k), 41, + dg,.,

Por = €8:z + h'g,,,

Pzy =h"g, + £gay.

Si, en outre, il y a un plan de symétrie perpendiculaire aux y, ces

[*] Comptes rendus , tome XXXVIII, page 32g.



112 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

équations devront rester les mémes en changeant pareillement les
signes de Pz, 8yz> Pay €t §ay» Ce qui les réduira 4 la forme suivante, qui
prouve que le plan perpendiculaire aux z sera aussi, par cela seul,

un plan de symétrie ou un plan principal d’élasticite, en sorte quil y .

aura trois plans principaux se coupant parallélement aux x, y, % :

Pzx= ad, + flay + €9 ) Prz: = dgyn
(8) Py = £73 + b3y, + dy,, | et ? Pzz = €8z
Pzz — e, + dﬂby ~+ € Pxy = fgxr

Si, de plus, tout est égal autour d’une paralléle mx aux x, appelée
alors un axe d’élasticité, on a

non-seulement b=c, f=e, f'=¢", d"= 4,

(9) mais encore b=-2d+4d.

On prouve cette derniere relation b = 2d + d’, en prenant, sans
changer V'axe des x, deux nouveaux axes y', 2 faisant, dans le plan
yz, un angle § avec les anciens y et z, et en exprimant qu’on'a
encore pyy =dgyrs En effet, si nous supposons, pour simplifier, que
le point m o ces axes se croisent est resté immobile et que les dépla-
cements des autres points n’ont fait que produire une dilatation géné-
rale 3,, d’our

Pyy = d'a ., Pzz — by, Prz: = O

il en résultera, en considérant les pressions supportées par une petite
face A perpendiculaire a y’ et par ses deux projections A cos& et
A sin€ sur les plans perpendiculaires aux y et aux z, et en égalant la
premiére 4 la somme des deux autres aprés les avoir décomposées

toutes les trois suivant 2 (ou bien en particularisant la formule générale

N N
de transformation (5) de T'art. 8 pour p,,=o0, cosrax=cos r'x=o,
N

AN AN g )
cosry = cosT'z = €08 6, cosrz = — cosry = sin6),

Pyeet = (Poz — Pyy) sin§ cos§ = (b — d’) 2, sin6 cos€).

Il en résulte aussi, en raisonnant comimne on a fait art. 8 pour trou-

PN N

ver g,= 29;COSIX cosi’x, ou en particularisant la formule gé-

o
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nérale (6),
8y = 23, 5in€ cosé.

D’ou la nécessité, pour obtenir p,,—=dg,», d’avoir
b—d =ad,
ou précisément la derniére des relations (g).

D’ou il suit qu’on a, lorsque x est axe d’élasticité,

Pzz— ad, -+ e”by -+ e”azy , Pyz = dgyzy
(10) Py =€ 4+ (2d +d), +d'2;, )} et ( p,=eg..,
Pz = €0, + d'd, + (ad +d')2,, Pzy = © 8z

Les relations nécessaires (9) que nous venons d’établir ainsi entre les
coefficients, sont suffisantes pour que tout soit pareil autour de I'axe
des . En effet, cette parité ne saurait empécher le coefficient d de g,
dans p,., de pouvoir étre différent de ceux e des glissements g,,, g.,
dans p,, p.,, ni le coefficient d’ de 9, dans p,, de pouvoir étre différent
de ceux €, ¢’ ded, dansp,, et de 9, dans p,,, en sorte qu’elle ne peut
exiger aucune autre égalité entre les coefficients désignés par des lettres
différentes.

Aussi 'on peut vérifier, en appliquant les formules générales de
transformation (5) p,y=..., et (6) 9, =..., g,»=..., de l'art. 8,
que les diverses composantes p.., p,y, Py, ps, sont exprimées en
Dy 7y Aoty Gy'a'-++y AVEC les mémes coefficients que celles p,,, p,,, p,.,

Pz 1€ sont en 3, 3y, 95, gy:..., Ce qui est bien le caractére de I'égale
élasticité dans toutes les directions faisant le méme angle avec les x.

§'il y a aussi un axe d’élasticité parallele aux y, il faut, par les
mémes raisons, qu’on ait

(r1) d=e, d=e¢'=¢, a=a2d+d=12e~+¢,

d’ou résulte quil y a un troisieme axe d’élasticité parallele aux z, et

méme, 4 cause de I'égalité des coefficients quand on prend denx nou-

veaux axes ), z/, que ceux-ci, et, par suite, des droites quelconques

menées dans les plans xy’, xz, C’est-a-dire toutes les droites possibles
Tome I¢¥ (2° série ). — Mars 1856. 15
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tirées par le point m, sont aussi des axes d’élasticité. Te corps est alors
appelé isotrope ou d'égale élasticité en tout sens. ‘

Les coefficients se réduisent i deux, e et ¢/, et méme 4 un seul si
(art. 7) 'on ne conteste point I'égalité e = ¢’ du coefficient de , dans
Pz au coefficient de g,, dans p,,.

Mais les expériences de Savart, et la simple considération de la ma-
niére dont s’opérent le refroidissement et la solidification des corps,
prouvent que lisotropie est fort rare, méme, comme le pense
M. Regnault, dans les métaux coulés ou les matiéres vitreuses ou
grenues; en sorte qu’il convient de supposer, en général, une con-
texture inégale en divers sens, et que le désaccord qui peut étre
trouvé entre des résultats d’expériences et les formules d’isotropie
avec e =¢e', ne prouve nullement contre le principe (art. 7)
Azz.yy = Azy.zy = Ayyzzy €fC., pour les corps a contexture soit égale,
soit inégale.

10. Egquations différentielles indéfinies de Uéquilibre des solides
élastiques. — Expression des dilatations et glissements en fonc-
tion des deéplacements amenés a étre trés-petits.

Les conditions de I'équilibre intérieur du corps s’expriment en
posant simplement les trois équations de non-translation de chaque
élément solide, dont le point quelconque m (x, ¥, 2) occupe le centre,
en remplacant par les pressions sur ses faces (art. 4) les actions éma-
nant des éléments qui 'environnent. Soient, parallélement aux coor-
données x, 7, z,

X, ¥, z les trois dimensions trés-petites de cet élément supposé

parallélipipede rectangle,

X, Y, Z les composantes, par unité de volume, des autres forces,

telles que la pesanteur, pouvant agir sur sa matiére.

Les deux faces xy de cet élément, perpendiculaires aux z, éprouvent
des pressions contraires qui, décomposées dans le sens x par exemple,
sont 'une un peu au-dessus, I'autre un peu au-dessous de la pression
supportée par une face paralléle passant par le centre m, et qui est
représentée par p., par unité superficielle. La différence sera le coeffi-

. . res . dpe c 1y . .
cient différentiel % multiplié par la distance z de ces faces, et aussi

BT T TRICTIR SR RT Y PRI B TR AT IR R TR Y ' (R AN T IS FERRL R TIILRRATAT T et S T IR I ITE A TR

t

RN T RRRN TR



PURES ET APPLIQUEES, 115

par leur superficie xy ; la résultante des deux composantes de pression,
suivant x, sera ainsi
dp:s
dz

Xyz.

Comme on peut faire le méme raisonnement pour les différences des
pressions, décomposées dans le méme sens x, qui ont lieu sur les
quatre autres faces de I’élément prises deux & deux, on a pour I'équi-
libre de I'élément sollicité en sens opposé par la force Xxyz, une équa-
tion dont on peut diviser tous les termes par son volume xyz. Il en
résulte la premiére des trois équations suivantes; les deux autres s’ob-

tiennent de méme, en exprimant I'équilibre de translation dans les
sens y et z:

dp; dp,, dp.s dpzj dpy, apsy
(ia) Tt E=% Tt te=0
12 '
dpz. | dpy. | dps
( =ttt =t

Toutes les formules ci-dessus s’appliquent a des grandeurs quelcon-
ques des déplacements absolus, et méme des déplacements relatifs de
ceux des points d’'un méme corps qui sont éloignés les uns des autres,
pourvie que les déplacements relatifs des points trés-proches restent
Jfort petits, ou que les petites distances ne varient que dans de trés-
faibles proportions. '

Pour en tirer les déplacements par le calcul, il faut exprimer, en
fonction de ceux-ci, les dilatations et les glissements. Mais, pour que
le calcul soit simple, il faut, en général, ne considérer a la fois que
des portions de corps d'une petite étendue, et ou I'on puisse, par
conséquent, au moyen d'une translation et d’une rotation générales,
amener les déplacements a étre trés-petits. Soient alors

x -+ u, y+ ¢, 2+ wles coordonnées, aprés les déplacements, du
point quelconque m, dont x, y, z étaient les coordonnées primitives,
ou u, v, w ses petits déplacements dans les sens x, y, z.

Sim’, m" sont deux autres points, dont les coordon-
nées primitives étaient respectivement x -+ X, ¥,z et
X, y—+7y, 3, ousimm =x, mm’=y sont deux petites
droites primitivement paralleles a x et 4 y, comme on

i5..
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aura pour les coordonnées nouvelles dans ces mémes directions,

dem ... x+u, Y+,
deln’...x+x+u+d—ux J'-i—v—i-ﬂx
dx 7 dy 7’
dem”...x—{—u—{—ﬂy,_ Yy +o+ ‘I_"y
dy dy 7’
la longueur nouvelle de la petite droite mm’, restée presque paralléle
ax, sera x (1 -+ ﬂ) et, par conséquent, sa dilatation aura été du,
dz ’ ? dx
Et, si'on a pris mm”’=mm’' ou y=x, la somme des projections,

sur x, du déplacement du point m’, et, sur y, du déplacement du

. , du de , . .
point m’, est p -+ T X» €N sorte que, d apres ce que nous avons dit

art. 8, le petit rétrécissement de I'angle primitivement droit m' mm’,
le gli t L Ay t rai de mé
ou le glissement g, est 5~ + 5= Comme on peut raisonner de méme

pour les autres dilatations et glissements, on a, quand u, v, w sont
trés-petits, les valeurs suivantes :

du dv dw
3 sza, by= E, bz: E‘a
|
( ) dv dw aw du du de

8= gty BuT pty =5t g

Si I'on substitue ces valeurs dans les expressions (4), (7), (8), (10)
de przy Pyys-+s Payy ON A les six composantes de pression en fonction
des déplacements tres-petits des points des corps ou des portions de
corps que 'on consideére.

Et si 'on met ensuite ces valeurs de p,,, p,,, ... dans les trois équa-
tions générales (12) de I'équilibre d’un élément solide, on obtient
trois équations différentielles du second ordre qui sont les équations
indefinies (ou applicables a tous les points ) des problémes ou il s’agit
de la recherche des déplacements u, v, w.

4. Equations définies, a satisfaire principalement pour les points de
la surface.

Les équations différentielles indéfinies dont nous venons de parler,
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sont a intégrer de maniére & satisfaire & des conditions géométriques
d’immobilité de certains points ou de certains éléments linéaires ou

superficiels extrémes des corps supposés assujettis, ou bien de juxta-

position avec d’autres corps ou d’autres parties du méme corps consi-

dérées d’abord. '

Mais elles doivent satisfaire aussi 4 des conditions statiques, consis-
tant en ce que certaines parties de leur surface sont soumises a I'action
de forces données.

Soient II ces forces ou pressions extérieures, par unité superfi-
cielle des divers éléments de surface ou elles agissent;

n les directions des normales & ces éléments.

On aura les projections d’un gquelconque de ces mémes €léments sur

trois plans perpendiculaires anx x z en multipliant sa superficie
P P s Ja

. AN N N\
respectivement pas cosn.x, cosny, cosnz; et la somme des compo-

santes, dans le sens x, des pressions intérieures qui s’y exerceront

N AN AN
Sera P, COSNX + p,,€cOSNY -+ p,, COSNZ.

Faisant de méme les sommes de composantes dans les sens j et z,
.on aura pour P'équilibre entre les pressions intérieures et extérieures,
d’apres le théoréme (art. 4) des projections de plans de pression,

AN N PN ~

Pz COSDT —+ Py, COSNY ~+ Py COSN T == IMcosIlx,

AN AN e A

(14) pxycosnx+pyycosn]+pzrcosnz=Hcost,

AN N AN N
PzzCOSNX + P CcOSNY + Py, COSNZ = Il coslIlz.

Ce sont les équations différentielles définies, ot 'on mettra pour p,,,
Pyas -+ - leurs expressions en fonction des dilatations et glissements, et,
par suite (article précédent), en fonction des déplacements.

12. Application de ces formules a Uextension d’un prisme. — Con-
tractions transversales qui laccompagnent. — Coefficient d’é-
lasticité.

Nous allons d’abord examiner ce cas simple, auquel on raméne les
circonstances les plus influentes de la flexion des prismes.
Supposons généralement qu’en tous les points d’un corps homo-
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gene de forme quelconque, les six composantes de pression p,., ...,
Py Solent constantes et égales i des nombres donnés. Les six équations
du premier degré (4) ou (7), ou (8), ou (10) qui établissent les rela-
tions entre elles etd,, 2, 3, 8yzs 8:x1 82y €tant résolues, ddnneront
aussi pour ces derniéres quantités des nombres constants par tout le
corps. Et on pourra toujours, d’ap_rés (13), = Z—:- s By = :—; + j—;,
trouver des petits déplacements u, v, w qui y satisfassent, en méme
temps qu’aux conditions particuliéres telles que immobilité de cer-
tains points et de certains éléments supposés assujettis ; car on n’aura
qu’a égaler u, v, w A des fonctions linéaires de x, y, z etqu’a disposer,
pour cela, des douze coefficients de ces fonctions.

oy . Iy oqe sy dp" dp_n dpu _
Les trois équations d’équilibre intérieur (12) &t =o,
%,z +..., dont on fait les seconds membres nuls en négligeant la pe-

santeur, sont satisfaites aussi par des fonctions linéaires de x, ¥, z.
Or, si 'on donne les pressions a la surface d’un corps, les pres-

sions intérieures s’ensuivent : elles se réglent par la condition que

tous les éléments du volume soient en équilibre, ou que les mémes

. dp,. . Lo .
équations (12) 111; -+ ... soient satisfaites; et le probléme, quand on con-

nait seulement ces pressions extérieures, est complétement déterminé.

Supposons donc, par exemple, que la forme du corps soit prisma-
tique, qu'aucune pression nagisse sur ses Sfaces latérales, et que ses
bases extrémes supportent sur tous leurs éléments, parallélement aux
arétes, une pression ou tension constante dont Uintensité est p par
unite superficielle, en sorte que, les x étant pris dans le sens des
mémes aréles, les composantes de pression autres que celle Pz soient
nulles sur ces bases comme sur les faces latérales. Le probléme de la
détermination des déplacements pour ces données sera résolu en pre-
nant pour u, v, w des expressions qui satisfassent, par tout le corps, a

Pez=pPy Pyy=0, P =0, Prz =0y Pzx =0, Pay = 03

et les composantes de pression auront ces six valeurs aux points de
I'intérieur comme 4 ceux de la surface. En les attribuant aux premiers
membres p...,..., des six équations (4), la résolution de celles-ci donnera,

L A AR A LA LARANNE LLIAC SIS IR0 IR AL AN L
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si I'on désigne par E, ¢, ¢,..., des fonctions de leurs trente-six (ou
quinze) coefficients,

bx - }%7 a_r == - be, Iy = — S’Bx, 8yz= E”a.'z" 8z — Emba" Bay = S””Dx'

Les dilatations et glissements sont tous proportionnels a la traction
longitudinale p.

Le rapport E de celle-ci & la dilatation longitudinale 2, est ce qu’on
appelle le coefficient d’élasticité d’extension.

Si la matiére offre, en chaque point, un plan de symétrie perpendi-
culaire aux arétes, il résulte des équations (7), combinées avec p,, = o,
Pay = 0, quel'on a g, = o, 8zy = 0, ou que le prisme reste droit.

Si elle offre trois pareils plans ou plans principaux, ,se coupant
suivant les x, y, z, on a, de plus, :

gyz == 0.

Et les coefficients E, ¢, ¢ des expressions (que nous récrivons)

(15) Y, = ,. p=FEd, 2 =—¢g I, = — ¢,

y — x9 z

=i

sont donnés au moyen des neuf (ou six) coefficients des trois pre-
miéres (§)

Pz =20, +1'9, +e"2,, Pry=1t"24+b3,+d"?,, Poz=€3, 4d"d, 42,
par les trois équations
(16) f'—b: —d'd =0, & —d’¢—ce' = 0, a—f'e—ed=E,

qui fournissent, dans le cas de isotropie,

£ o — e E__2+ ¢
T T 2eg-2¢e] e ¢ e’
ocu
i 5
(17) t=¢ = s E= 5 €

si on ne conteste pas le principe (art. 7) de Iégalité du coefficient ¢’
de 9, dans p,, au coefficient e de g,, dans Py €n sorte que le coef-
ficient d'élasticité dextension E est deux fois et demie celuj e qu'on
peut appeler le coefficient d’élasticité de glissement.

[ T
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Toute dilatation longitudinale est accompagnée, comme on voit,
de contractions transversales qui sont avec elle dans les rapports ¢, ¢
lorsqu’if n’y a aucune pression normale latérale ou que I'on a

Pry =0, Ppu=o.

Ces rapports ¢, ¢, ainsi que le coefficient E, seraient encore les mémes
Si Pozy Py WEtaient pas nuls , ou s'il y avait, sur les faces latérales, des
frottements longitudinaux changeant le prisme droit en un prisme
légérement oblique.

Tous ces résultats sont applicables malgré la pression atmosphérique
qui agit sur les faces latérales comme sur les bases, si les déplacements
ne sont comptés qu’en sus de ceux fort petits qu’elle a déja produits
sur les corps pris dans 1'état habituel [ *].

[*] Nous avons abstrait la pesanteur du prisme. Si onla rétablit et si @ est son poids
par unité de volume, il est facile de voir que I'on a, 'axe des = étant supposé ver-
tical, et le prisme, d’une hauteur @, étant fixé par sa base supérieure et I'unité de sa
base inférieure étant tirée par un poids p : :

u:%,‘ I:px+w (az—f;) ——Z(ty’+ e’z’)]a
o= —Lilpy+ule—z)sl, w=—%(ps+ola—z)sl

Ces valeurs donnent en effet, en substituant dans les formules (8) du cas de trois plans
d’élasticité, et eu égard a (16),

Puz=p+s(a—=z), py=0, Pu=0, Pp==0, Pu=0, Py=20,
d’on

Apse | dpsy AP

dx dy dz ’

qui est, dans ce cas, la premiére des équations (12). On suppose que la base attachée
est libre de se contracter, et, en méme temps, de se courber trés-légérement, comme

les autres sections, suivant un paraboloide elliptique dont 'ordonnée est
w
— (s + ¢’ 2%).
S| e

En faisant p — 0, et changeant le signe de =, on a les déplacements des points du
méme prisme pesant, s'il était posé sur sa base inférieure.
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15. Emploi de ces mémes formules genérales par MM. Poisson [*] et
Cauchy [**] pour la détermination approchée des flexions.

Les deux illustres géométres ont trouvé dans le cours de la méme
année (1828 ), I'un pour le cylindre & base circulaire, ’autre pour le
prisme rectangle, que I’expression connue (2) du moment de flexion
de la théorie ordinaire

-
M= f *do

pouvait étre regardée comme approximativement exacte « lorsque les
» dimensions transversales sont trés-petites », en supposant « que les
» pressions et les dilatations, aux divers points de chaque section, sont
» exprimables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances
» entiéres et positives des coordonnées transversales »; et en effacant
finalement les termes affectés des puissances supérieures.

On peut résumer leur analyse 4 peu prés comme il suit, en Péten-
dant, ce qui est facile, au cas ot la matiére n’est point isotrope et n’a
méme de plans de symétrie ou d’élasticité que perpendiculairement
aux arétes.

Soit pris pour axe des x l'axe de figure du prisme. Si, pour une
quelconque de ses sections transversales , on exprime la composante
normale de pression par la série suivante ol Pon suppose que les coef-

ficients A, A,,..., fonctions de x, ont des grandeurs telles, qu'elle soit _

toujours trés-convergente, méme pour les plus grandes valeurs des
coordonnées transversales y, z, en sorte que chaque terme soit trés-
petit devant ceux d’un degré inférieur de deux unités :

Poe = A+ Ay 4+ Aoy + Ay 93 4. .

(18) +A 24 Ay A yra g
+ Al ALy 4L

+ AT+

[*] Mémoire lu le 14 avril 1828, tome VIII des Nowveauzr Mémoires de UInstitut,
art. 39, :

(**] Ewercices de Mathématiques, tome II1, pages 250, 256, 262, 358, et
tome IV, page 26.

Tome Ier (2¢ série), — Mars 1856. 16

il

o
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comme f ™ z"dw est nul pour toute section symétrique par rapport

aux axes des y et des z quand I'un des deux exposants m ou n est
impair, on aura pour le moment de flexion ou le moment des forces
élastiques autour d’un axe paralléle aux y, mené par le centre de o,
une expression

(19) M,:fpmzdm = A',fz’dw—r— A fy*z’dco—i— A% fz‘dm + s

dont le premier terme ’emportera de beaucoup sur les suivants.

Or on a, si 'on désigne généralement par une parenthése avec I'in-
dice zéro la valeur, pour ¥ = o, z = o, de la quantité qui y est ren-
fermée,

’ d Tz ‘
(20) A‘ = ( Zz )o.’

et, en éliminant 2., 3, entre les trois premiéres équations (7)
Pez=2ad,+ 3, 4+ €3, + hg,, p,, = etc., du cas d’un seul plan d’é-
lasticité, on obtient, ¢,, ¢; , ¢; désignant trois fonctions de leurs coef-
ficients, analogues A celles ¢, ¢ de article précédent,

du ' ”
(21) Pez=E - & py ¢y poc ey Py

. dpe\ du dp”) , [dps » { QPys
(22) (TE)G_A'—E<dxdz>.+"(‘d?,,"'e' & ). T\ ),

Mais la deuxiéme et la troisieme équation d’équilibre (12)

dp, dp;.
% +...=o0, j; + ...=o0, donnent, en remplagant Py €L Poz par
1 1 i lles (13), et éliminant = (2 4 %
eurs valeurs(7), puis 8,4, gz par celles (13), et éliminan 7\ +
. d (dw du
pour tirer — { — + —)>
du  dw e dp,s | dp. h” dp,, d:"ﬂ) .
(8) = @ d—Ww (’E"‘ %) Ta—wvw\dy T &)

et le premier terme du second membre n’est autre chose que la cour-
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bure de la ligne dont x est I’abscisse et w Vordonnée tres-petite, en
sorte que, si on y fait ¥y =0,z2=0, 0n a

dw\ 1

dx? ) - P_,
p étant le rayon de courbure de 1'axe du prisme s’il est, comme on
suppose, fléchi dans le plan xz. Substituant dans (22) la valeur de

d’ . , . '
( “ > qui en résulte, puis A, dans (19), on a pour le moment de
o

dz dz
flexion,
E 7 n %
M, = —fz’dm—l—Asfy’z’dm—i—Asfz‘dm+ R
P
(24) =~ d ' "
P\ o (=) po (B ___Be _(dPr: P BN (% %P "
+ b( ds )n""s‘ (dz )a+" (a’z ) T \d &) v \ay T dz),|) 7
Or, si 'on regarde p,,, p,, py; comme exprimables pai‘ des développe-
ments semblables & celui (18) de p,,, il est facile de voir que, d’aprés
la condition de nullité des pressions sur les faces latérales du prisme,
ces trois composantes seront partout, a I'intérieur, du second ordre et
du quatriéme ordre en 7, z et les valeurs particuliéres de ces coordon-
nées relatives a la surface. En effet, en nous bornant 4 une section
rectangle dont les coOtés sont 24, 2c, si nous représentons par les
lettres B (4 la place de celles de A relatives & p,.) les coefficients du

développement de p,,, la condition p; =opoury = +bety= —b
quel que soit z, donnera cette suite indéfinie d’équations

B,+ B, +B,b"+ ... =0, B, +B;5*+B,; 8+ ... =0,
(25)( B, +B, 62+ B, b*+...=0, B,+B,6*+B d*+ ... =0,
B, +B,h?+ B, b'+...=0, B, +B,6*+Bb*+...=o0,...,

d’ou Pon déduit, en tirant les coefficients B,, B,, B,, B),... en
fonction des coefficients d’ordre supérieur B,, B, . . ., et en substituant
dans le développement p,, =B, + B,y + B, 2+ ..., que p, est au
moins du second ordre en y, b, z. On aura la méme chose pour p_,
en y, z, c; et, quant a p,;, qui doit sannuler sur les quatre faces
y==b, 2= =% ¢, on trouvera qu’il est du quatriéme ordre en fonc-

16..
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tion de ces mémes coordonnées ou dimensions transversales que nous
supposons tres-petites. Mettant dans I'expression (24) du moment M,
les développements ainsi trouvés pour p,., p..,p,., on, plus simplement,

d dp
mettant pour (%}’)0, (T;j)o les valeurs B, = —B,b*—B,b* — ...,
B\ = — B, 5*— B 6* — ... obtenues directement de la seconde et de

la troisiéme équation (25) et celles obtenués d’une maniére semblable

dp;z des dp_rz
pour < T )0, (W o» \"a )7 on verra que tout, dans cette expres
sion (24), hors le premier terme, est au moins du quatriéme ordre, et,

par conséquent, susceptible d’étre négligé; d’ou, approximativement,

(26) M, — %fz“’dw.

h

Cette analyse, en supposant que I'on conteste la possibilité de déve-
lopper p.., p,, ..., en séries convergentes entiéres en y, z, peut tou-
jours étre regardée comme démontrant la formule (26) avec un peu
plus d’approximation ou moins de postulats que la théorie ordinaire ;
car celle-ci revient i supposer de prime abord Pyys P2z Duls partouit,
et p.. linéaire en z, tandis que I'analyse qui préceéde, apres avoir sup-
posé simplement ces composantes de pression exprimables par de
pareilles séries, n’opére finalement que des suppressions revenant au
méme que sil'on avait effacé, en commencant, les termes du troisiéme,
du cinquiéme, etc., degré, en conservantles autres, ce qui laisse toujours
une certaine latitude pour représenter, au moins empiriquement, la
loi encore inconnue de leurs variations. Et une autre chose doit y étre
remarquée, c’est que cette méme analyse, en s'appuyant sur deux des
équations exactes (12) de I'équilibre intérieur, et une fois reconnu et
admis que les actions transversales des fibres p,,, p,., Prz, doivent étre
tres-pelites partout, démontre ce que suppose la théorie ordinaire, sa-

voir, que la dilatation 9, est exprimable pard, + s (3, étant une con-
stante), si la flexion s’opére dans un plan paralléle aux z; car, comme

ces équations se réduisent approximativement 4

illi‘-—- dp"’-—o
de — ? de — 7

L T TR S R B PR R R R " ' AL L A AL Ll oL LA AL A L R
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on tire de la premiére
d [dw du\ d du . d*w
a(@‘*ﬁ)—"’ o ZaT T A

. : . . \ d*w 1, .
qui est sensiblement constant et égal & — (=) = = 2 tous les points
‘ . dz’ /o p

d’une méme section, vu la petitesse de sa hauteur par rapport au
rayon p de la courbure que le prisme prend en cet endroit; d’od l'on
tire bien, en intégrant,

du

— ==, = z
dx L‘l. °+p7

et par suite (toujours en raison de la nullité approchée de Pyys Pzzy Preis
(27> Pz :E(DO+ E)’
c’est-a-dire toufes les formules (art.”2) de la théorie ordinaire.

14. Données et dquations de notre probléme de la flexion inégale
des prismes. ’

Il convient néanmoins de rechercher, comme on a dit art. 3, et pour
des bases de différentes formes, des solutions rigoureuses et sans hy-
pothése du probléme des déplacements produisant une flexion, en pre-
nantau besoin, suivant’esprit de laméthode mixte ou semi-inverse dent
nous avons parlé art. 3, des données telles, que tout ou partie de ce qui
est supposé sans contréle dans la théorie de Mariotte et Coulomb ait
lieu effectivement, et en en cherchant la possibilité et les conditions.
C’est ce que nous avons fait au Mémoire déji cité [*] pour le cas trés-
exceptionnel de la flexion égale ou circulaire, en nous bornant 3 des
indications pour le cas général de la flexion indgale , ou les forces ne
se réduisent point & des couples.

Pourtraiter ce dernier cas, qui comprend I’autre, nous considérerons
un prisme ou une portion quelconque d’un prisme sans pesanteur,
comprise entre deux bases ou sections droites transversales, et nous
nous proposerons de déterminer complétement son état nouveau d’équi-
libre apres que ses points auront été déplacés, en prenant pour données :

1*1 Surla torsion, art. 35, 36, 40.

'y

0o
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1°. Une partie des déplacements ou de leurs relations, en ce que

nous supposons qu’il y a en un mouvement de flexion dans un_certain

_plan, mouvement auquel nous donnons pour caractére que I'axe du
prisme, ou la droite qui unit les centres de gravité de ses sections, se
change en une courbe plane, et que les dilatations de ses fibres varient
transversalement d’'une maniére uniforme avec leurs distances mu-
tuelles estimées parallélement au plan de cette courhe;

2°. Une partie des forces, en ce que nous supposons que les mémes
fibres n’exercent mutuellement ancune pression transversale ou perpen-
diculaire a leur longueur, tout en pouvant agir les unes sur les autres
longitudinalement; que, sur les faces latérales extérieures, il n’y ait au-
cune action, méme longitudinale; enfin en ce que nous nous donnons
arbitrairement, quelque part, la résultante et le moment résultant des
forces extérieures dont il n’y a, ainsi, d’inconnu que le mode d’ap-
plication et de distribution.

A quoi nous ajoutons, non par nécessité, mais pour simplifier et ne
pas méler d’abord a la flexion des éléments étrangers tels que transla-
tion ou rotation générale, extension de I'axe, torsion (éléments qui
peuvent étre ajoutés plus tard d’apres le théoreme de composition de
Part. 6):

3°. Que l'une des deux extrémités de 'axe du prisme reste immo-
bile ainsi que le plan matériel de I'élément central de la base corres-
pondante, et aussi une bande longitudinale infiniment étroite du plan
ou la flexion de I'axe s’effectue.

En sorte que nous avons a chercher d’abord si ces données sont
compatibles entre elles, et ensuite quelles sont les grandeurs des dépla-
cements dont on ne s’est donné ainsi que quelques relations, et quelles
sont les forces non données et qui produisent la flexion.

Prenous toujours pour axe des & I'axe non encore fléchi du prisme,
pour origine son extrémité immobile, et pour plan des xz le plan ou
fléchit cet axe. Et appelons

M le moment, généralement variable ou fonction de a, des forces
‘extérieures autour de paralléles aux y menées sur les sections w par
leurs centres : on suppose nulle la composante longitudinale totale de
ces forces;

Pa la valeur de ce moment M pour x = 0;
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I le moment d’inertie fz’ dw de la section;
p le rayon de courbure généralement variable de axe du prisme.

Comme les distances mutuelles des fibres, projetées sur le plan de
flexion xz, sont les différences de leurs ordonnées z, la premiére
donnée se trouve exprimée par 3, =Cz-+ C’, Cet C’ étant deux
quantités constantes pour chaque section. La donnée principale sur
les forces est exprimée par p,, = o0, p,,=o0, p,,=o0 qui suffisent,
d’apres les formules de changement de plans de l'art. 8, pour annuler
toutes leurs actions normales.

Supposons que la matiére du prisme ait des plans de symétrie de
contexture perpendiculairés aux arétes ou aux x, en sorte qu'on
ait le$ formules (7) pour les composantes de pressions. La seconde, la
troisieme et la quatriéme, avec zéro pris au premier membre i la place
dep,,, p.;» p,;, donneront comme & I'art. 12,

(28) Pxa = Es., ay =8y, V== &0y, 8yz — €.

Mettant pour 2, la valeur Cz <+ C’ que nous lui attribuons, et posant
les équations de I’équilibre de translation, dans le sens «, et de rota-
tion, autour de la paralléle aux y menée par le centre de w, de la
portion du prisme comprise entre cette section et I’extrémité opposée i
Porigine, on a

0 :_fE(Cz—f— cdw, M —_—fE(Cz +Czdw

d’ous, comme f zdw = o en vertu de la propriété du centre de gravité,

M

C’:O,- Czﬁ

En sorte que les données (1°) et (2°) se trouvent exprimées par

(2 ) du Mgz dv eMa dw 8,Mz dv+dw_ s Mz
Y “TE T e & EI’ & " dy " F E

. , \ du . .
qui, eu égard 4 p,, = E3,=E 7 3, = Cz, reviennent au méme
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que
M
(30) P.m‘sz’ Pry=0, Pzz= 0, Prz=10,
et avxquelles il faut joindre, pour les données particuliéres (3°), éta-
blissant I'immobilité d’un point et de deux éléments plans,
du ..
#==0, v—=o0, w=0 et — — o0 i l'origine ou pour z =0, y =0, z=o0,

(31) dz

d .

v=0 et d—: =0 surl'axe ou pour y=o0, z==o0 quel que soit z.
Il s’agit de déterminer des valeurs de u, v, w qui y satis-

fassent, en méme temps qu’aux équations d’équilibre indéfinies (13)

dpze | dp., | dpu . \ . . ,

S QU T 24 LE - .. S -

de T 4w + 45 = 0»--., relatives & tous les points du solide, équa

tions qui se réduisent, vu les valeurs (30), 4

(32) Gy | Wpm 2 M dpy o dpe

dy dz — 1 dz dx ! dz = 0

et aussi, mais seulement pour des pointsde la surface extérieure, aux équa-

tions définies (14) p,,cos nax + Pzycosny +p,.cosnz=1Icosx,...,

a appliquer seulemient aux parties de cette surface o1 I'on connait les
pressions II, savoir aux faces latérales du prisme, ot on les fait nulles.

AN
Comme on a, pour ces faces, cosnx = o, la seconde et la troisitme de
ces équations (14) sont déja satisfaites parp,, =o,p,,=o0,p,, = 0,II=o;

. ;. N dz
et celle qu'on vient d’écrire, vu que lon a cosny = — —,

&)gnz: %, ds étant V’élément du contour de 0, se réduit a

(33)  Pudy— pydi=o;

équation qui est & satisfaire aux seuls points des contours des sections,
et que I'on pouvait établir directement, soit au moyen du théoréme
des projections de plans de pression de P'art. 4, soit plus directement,
en considérant qu’a toutes les actions moléculaires traversant 1’élément
superficiel ds dx répondent des actions égales et paralléles qui traver-

sent 'une ou I'autre de ses projections dy dx et — dzdx et qui peu-
vent les remplacer.
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15. Premiéres conséquences de ces donndes et conditions.
La seconde et la troisieme équation indéfinie (32), vu les expres-

N . N d, z d, £z 2
sions (7) de pes, pay. reviennent 3 52 — o, %= — o, ou (formule 13) 2

dz dz
d*u d?y du d*w
3 A e & dw
( 4) dzdy + dx? 0, dzxdz + dz? o

- du Mz \ L.
qui, en mettant pour — sa valeur (29) 5 ou le moment M n’est

fonction que de x, sont la méme chose que

(35) dv _ Lw M

dx? ’

. oy d?v . . )
On voit déja par =0 que les fibres, aprés la flexion, n’ont au-

cune courbure dans le sens y, ou se projettent sur le plan xy suivant
des lignes droites, en sorte qu’elles sont toutes des courbes planes; et,
par — dow M, que leurs projections sur le plan xz de flexion de
dx* EIL :
I'axe ont toutes sensiblement la méme courbure, aux points apparte-
d*w
dx?
dit déja, 'inverse de leur rayon de courbure.
On a donc, comme p désigne ce rayon,

(36) M _1 dn_:

1 P d.z-_p

nant a une méme section », car — est a peu prés, comme on I'a

2z
? P.z‘z:EE7

en sorte que les formules (1), (2) de la théorie ordinaire sont une suite
de nos données et sont vraies quand celles-ci se réalisent.
dp: _ z dM

. .o , . Yo eyey \ Apay
Mais la premiére équation d’équilibre (32) & e T 1@

rouve que lorsque le moment M, ou la courbure =, est variable , les
P q q >

composantes de pression p,,, p, et par conséquent les glissements g, ,
8. ne sauraient avoir une valeur nulle i Ia fois, d’ou il suit bien (art. 2}
que les sections s’inclinent sur les fibres.

dw M ,
aE = TR monirent quen
Torae I°F ( 2¢ série ). — Mars 1856. 17

A ; . d?
Les mémes équations (34) Zz—: = o,
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spes . . \ d M
différentiant deux fois par rapport 4 x celles (29) 7 —f = — sﬁz,

dW , Mz
o =— &g on doit avoir zéro dans le second membre d'ou

d*M

= = .
En sorte qu’il suit encore de nos suppositions ou données, que le
moment M des forces extérieures ne peut varier que linéairement avec
la coordonnée x dont il dépend, ou qu’on peut poser, puisque nous
avons appelé Pa la valeur donnée de M pour x = o,

(37) M=P(a—x),

en sorte que la constante a représente I'abscisse du point (qui peut
étre situé dans le prolongement du prlsme) pour lequel ce moment
variable s’annule.

Et — P est la résultante, dans le sens z, des forces extérieures qui
font fléchir, et, aussi (pour I'équilibre de translation latérale) des pres-
sions tangentielles sur les sections w ; de sorte qu’on a, pour toutes,

(38) prx,dwz—P.
0

Le cas particulier de la flexion égale ou en arc de cercle répond a
P nul, a infini, mais leur produit Pa fini et égal au moment M alors
constant d’un bout 4 autre du prisme, puisque x doit étre effacé de-
vant a, en sorte que les forces se rédnisent 4 un couple, et le rayon de

El . .
courbure p = - (expression 36) est constant aussi.

16. Premiére intégration.

. , s . . , . du Mz
Ceci posé, une premiére intégration des équations (29) TE

do _ EMz dw — , Mz de dw

ae bkt LM e égard 2 celles
dy El° dz El' dz dy EI

du T dy
(31) donnant u, v, w, ~ nuls & Porigine et ¢, P nuls partout sur

\ d M . .
I'axe, et 4 celle (35) 7;‘: = — g7 donne facilement, comme on va voir,
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en mettant pour M sa valeur (37) P(a — x),

2axr — x° a4 —x .
(30 Su_—_P——z—ﬁ——z—i-F(_y, z), v——P Sl (2eyz—¢" 2%),
29 (
a—zx Jax® — x°
— o P et PR o S .
| w=gow Py (e — ) — Py

g, ¢tant une constante (qui représente le glissement g, a origine des
coordonnées) et F( y, z) une fonction qui doit étre telle, qu’on ait

dF

{40) Fz==o0 e —=o0 pour y=o, z=o,
d*F arF d*F E—cef—ce-t+e"h” h” —h”
h” hlll
t4n) tdy’+( + )ab’dz+e i EI @-he—gp Py partout,

/ dz\ (dF 2eyz— "2 dz\ (dF g 22— ey?
W — 22y (22 28" R VAN Gy L.
(42) i( dy> (df+P 2EI ) (e i dy,) (dz &+ P 3w ) ¢

aux points du contour des sections.

En effet, la valeur de « est donnée immédiatement par I'intégration

du Pla—=x dv Mz dw M -
de (29) —— = —(-ﬁ—)z. Celles de (29) il h Al ¢ &
M yz , Mz .
donnent ¢ = — e~ + F(x, 3), w=—¢ s71 + (@ ) ce qui,
. s . de  dw » Mz
en substituant dans la derniére équation (29) — + P donne
celle — el\]—g% + a% (2, y)= s”l\EiIz — diz § (e, z), qui ne peut étre sa-

tisfaite, M étant fonction de x seul, qu’autant que les deux membres
sont une méme quantité constante ou fonction de x seul. En la repré-

. < s e’ Mz
sentant par X, on tire, en intégrant de nouvean, § (x, z) = " A
\ . M " Mz?
X z -+ const.; d’ou, en substituant, v = — s—E)[’Z + E-——z 5T — X2+ const.

diti 3 dv _ _
et les conditions (31) v = o et --= o pour y = 0, Z = 0 prouvent

que cette quantité X est nulle ainsi que la constante, ce qui donne

. 3 . . My d
Pexpression (39) de v. Quant 4 w, puisque X = — & 55~ + @f(x s )
: eMy? d:
estnul, ona f(x, y) = 51 -+ f, (x), en sorte que, comme —— = 0,

17..
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iy . fopy diw M . M & f(x,y)  d*fiz 5,
I’équation (35) ue = — T Gonne — I S P E e d’ott
. 3 L — .
Silx) =— é S Mdx? = —P agFI* + 8o, go €tant une con-

stante, et Pon a bien ainsi la valeur (39) de w.

Et quant aux conditions auxquelles nous astreignons !a fonction

d .
F (7, z), celles (40) résultent de (31) u=o etd—: = 0.4 lorigine;
celles (41) et (42) ou les équations différentielles indéfinie et définie -
dpg, z dM

& T iam ot

. S dp.,
résultent de la substitution dans celles (32) —:y—’ +

(33) Paz = Pay Zj‘, = o des expressions (7) p,, = eg,, + h"g.s poy =

h'g,. + {g,, et (37) M =P (a — x) en faisant, d’aprés celles (39) de

dw du dF o Pe’z’——sy2 o __du do
MW e =t =t 8o+ P B =t T

riF+ P 28y3 — e”z’.

dy 2 EI

Ta solution compléte de la question posée, qui a pour objet, avons-
nous dit, apres avoir reconnu la compatibilité des données, de déter-
miner les grandeurs et les directions de tous les déplacements et de
toutes les forces, se réduit donc & trouver, par l'intégration de I'équa-
tion aux différences partielles du second ordre ( 41), une fonction F
de y, z et une valeur de la constante g,, qui satisfassent anx condi-
tions (40) et (42) pour les différentes formes qu’on peut attribuer au

contour des sections,

On peut déja juger (voyez plus loin, art. 30) que cette solution
existe toujours, en sorte que les suppositions prises pour nos données
sont compatibles et qu’il y a, ainsi, toujours des maniéres de répartir
les forces extérieures sur les bases extrémes pour lesquelles Ia flexion
s’'opérera dans les conditions exprimées ci-dessus.

Mais i} convient de donner plusieurs exewmples de détermination
compléte des, déplacements «, v, w, el des diverses circonstances de
la flexion, dont plusieurs sont omises par la théorie ordinaire et doi-
vent étre prises en considération dans les applications.

Nous nous bornerons pour cela au cas ot la tontexture de la ma-
tiere offre des plans de symétrie perpendiculaires aux J etaux z, outre
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ceux perpendiculaires aux x. Alors
43) h" =0, h" =0, ¢ =o0; dou Pay = £8ays Paz = €8uzy gy = 0.
Posons alors, pour rendre les expressions plus simples ou plus
symétriques,
/

ef ¢e , .
(44) Ten, Low, f=a, e=c,

en sorte que 6, 6" sont les coefficients d’élasticité de glissement dans
les sens 3 et z, nous avons

208 — 2 a—x
; u=P—gr 2+ F(ysz), v=—yP 3Tz,
(4J) . x_i_Pa——x wy® Az P3ax2—.r3
W= 8o °T \¢ &) 7" Tgm
$o €tant une constante et F( y, z) une fonction qui doivent satisfaire 2
d*F d*F —a —
(46) GTI?—I—G' - =p- "7, partout,
dF .
(47) F=o0 et 4 — 0 auxpoinls y=o, z=o,
' dF Pyz dF P /a2 ny’)
—G{— ] d. Vol — | — dy ==
(48) 5 <d]'+r(}[) PG [(iz_‘—go—l—zlk ¢’ G/:I e
au contour des sections.
17. Repartition des forces. — Circonstances qui accompagnent la
Sexion inégale. — Inclinaison et courbure des sections. — Incli-

naison mutuelle des fibres. — Fléche compléte de fleaion.

Avant d’effectuer dans quelques cas Uintégration de (46) qui doit
déterminer F et 8o» il est bon de donner plusieurs expressions qui
dépendent de ces deux quantités, et que nous n’aurons plus qu’a par-
ticulariser pour les divers exemples.

D’abord, la répartition des forces intérieures sur une section quel-
conque ou des forces extérieures sur les bases ou sections extrémes sera
fournie par
Paz = P(:Iicz, Pay = G (% “+7 —P—)’f>a

Gl
dF P /42 7y
pum o[ a & (5]

(49)
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Secondement, V'inclinaison que prend sur les sections w, en se cour-
bant, 'axe du prisme, dans son plan xz, est la valeur (art. 3) de

8zz = %ﬁ, pour ¥ = 0,2 = o. C’est donc, d’apres (49), (47), la con-
stante
8o

de sorte que cette inclinaison est la méme sur toutes les sections.

En troisiéme lieu, ’équation de la surface courbe des sections, ou
de la surface dans laquelle s’est changé le plan de celle w, sitnée pri-
mitivement i la distance x de Porigine, s’obtiendra évidemment, x,,
71, 2, étant les coordonnées d’un de ses points, en éliminant y et z
entre les trois équations suivantes, apreés y avoir mis, pour u, 9, w, leurs
valeurs (45)

X, =x4u, yi=y+v, Z=2z+w.

Or on peut lui donner une forme simple. En effet, le point central
de cette surface, répondant a y =0, 2= 0, aura ainsi pour coordon-
nées

3az*—zx*
Xy =, _,YI=07 Z':gox—P—éi-EI_—’

si 'on y transporte Porigine, et si I'on prend de nouvelles coordon-
nées rectangles ', y', z dont la seconde, )”, soit parallele & 7, et
dont la premiere, «/, soit parallele 4 la tangente a Paxe fléchi du
prisme en cet endroit, en sorte que ¥’ mesure la distance d’'un point
quelconque de la section au plan normal y'z mené a cet axe par le
point central, comme la troisiéme des expressions qu’on vient d’écrire

2 ax— x*

) AN
— 5~ bour le petit angle &'z de

donne, étant différentiée, g, — P

S
Paxe des i« avec celui des x ou x,, on aura, en faisant cosy’ x; =o,

A IO 2 ax — &
et cosz' x, = — sinw'x, = —go+ P T dans la formule de trans-
P AN s

formation x, = x + ' cos#’' x, + ¥’ cos y'x, + 7 cos Fx,, ou lon

/\\ » . 1 .
peut remplacer cosu'x, par I, dont il ne difféere que d’une quantité
du second ordre :

2axr — x°

st (=gt PR ) v = ek PEET e 4 F ()0

oy ' RN NL B AR TR AR o
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Et, en négligeant toujours les quantités trés-petites du second ordre,
on peut y mettre y’, z' pour y, z, d’ou lon déduit pour léquation
geénérale de la surface courbe affectée par la section w,

(50) u=g,z+TF(y, 7).

Comme cette équation ne contient pas ax, on voit que les sections
prennent, par la flexion, toutes la méme courbure comme la méme
inclinaison sur laxe du prisme.

Et c’est pour cela, comme nous avons dit art. 2, que les diverses
fibres se dilatent précisément comme si les sections restaient planes et
normales 4 'axe.

On peut remarquer aussi que les fibres fléchies n’ont pas, 2 leur
passage par une méme section, leurs tangentes toutes paralléles. Une
fibre quelconque fait, avec la fibre centrale, un petit angle qui, projeté

\ do dw
sur les plans xy et a0z, a pour mesures les excés de Z; €t - surleurs

valeurs pour y =0, z=o0, c’est-a-dire, eu égard 4 % =P a;l.z ré-
sultant de (36) et (37):
I I
d— d -
Pyz P [y 2 %y? sy*— ez
5]’ L o= — _i —_— 7)__ _—) = — = .
( ) Gl ' et 21\ G G 2 dx

Ces tres-petites inclinaisons mutueiles des fibres dépendent, comme
Ton voit, de la variabilité, avec x, de leurs contractions transversales

3, 9, par suite de celle de la courbure Pld,ont dépendent les dila-

tations longitudinales 3, — g avec lesquelles elles ont les rapports ¢, ¢.

du’  du'
‘F, a7 et

Elles expliquent les différences que nous trouverons entre
les inclinaisons 8zrs 8z des fibres sur les sections. _

Enfin on peut tirer de la valeur (45) de —w, pour Y=o, z=o,
x = a, ce qu'on appelle la fléche de flexion, ou le déplacement trans-
versal de I'axe de prisme au point x = a qui est ordinairement I’extré-
mité libre o1 la force P est appliquée. En appelant f; on a

Pa?
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Comme g, est une quantité négative, cette fleche complete est un peu
Pa?
TE
Cherchons maintenant F et g, pour diverses formes du contour.

plus grande que ce que donne I’expression généralement usitée

A8. Courbes-contour des sections pour lesquelles la fonction
arbitraire ¥ a déterminer est entiere en y, z. Contour elliptique, etc.

Avant de déterminer la forme de F pour le cas de la section rec-
tangle (voy. art. 24, 28), nous résoudrons un probléme inverse,
celui de connaitre pour quelles formes du contour de la section cette
fonction a I’expression la plus simple, savoir :

F(y,3)=Aoy+Ay* +Ayz+A"2+By ' +By*z+ By + B2
+Cy*+Crz+ ...,

ou A, A, A',..., sont des constantes, et ou nous n’avons dii mettre
ni terme constant ni terme du premier degré en z, afin que F s’éva-

. - dF
nouisse ainst que —— pour y = 0, = 0.

On trouve, en subslituant dans ’équation indéfinie (46), que pour
qu’elle soit satisfaite, quels que soient y et z, il faut, entre les coeffi-
cients, des relations qui en réduisent le nombre, d’ou

) G !
F(y,z)=A0y+A <y’——-G—r,z3) +A'yz+ B <‘71z—- —,z3)+B" (J,zz__iy:> -+
(53) G . 3G 3G

\ + P—I:(;G;Iﬂ’ 2+C (y‘—Gg,y’z’—i- g—,’—nz‘)—i- c” (yz“ — %,fz) ...

Substituant dans la condition définie (48) — G[...]dz+G'[...]dy = o,
nous aurons une équation en y, z, dy, dz, qui sera I’ équation diffé-
rentielle de toutes les courbes-contour pour lesquelles F ( y, z) a une
expresion enti¢ie en'y, z, car cette équation convient a tous les points
des contours des sections.

Elle est facilement intégrable sous forme finie lorsque Pon réduit
Pexpression (53) de F (¥, z) aux termes en y*z et z°, qui suffisent
ponr obtenir une multitude de courbes de tous les degrés. Et 'on
simplifie en prenant alors, au lieu du coefficient B, seul subsistant,
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une autre indéterminée m ayant avec B’ la relation

2GI
m=1—n— —P—B’,

ce qui donne 4 (53) la forme

Tt s pim
(54) F(]’,Z)—PGG,IZ +P 2 Gl .751

en sorte que 1’on a, en substituant dans la condition définie (48), cette
équation différentielle des divers contours de section

(55)— P = yads 4 (G’go + Pl R 2 ya) dr=o.
On la rend homogéne en multipliant par y et en faisant

2 4 2 ZGII ’
7=y, Py ge=1,

ce qui permet de séparer les variables en posant 2z’ =1zy’, et l'on
obtient cette intégrale en passant des logarithmes aux nombres, mul-
tipliant par y* et représentant par C une constante
56 2 G r—an—m a 2G'1
1—m — 2 —

(56) Cr'om+G Bm—a J FTEFE =" ,p 8o

Cette équation, si 'on fait C = o, représente des ellipses.

Silon donne 4 C d’autres valeurs que zéro, et si I’0n attribue aussi
a l'arbitraire m différentes grandeurs, on a une multitude d’autres
courbes symétriques par rapport a V'axe des y, et qui le sont ou ne le
m

sont pas par rapport 4 I’axe des z, selon que l’exposant est re-
pasp PP q P

l—1m
gardé comme pair ou comme impair.
1l est regardé comme pair, quelle que soit sa valeur numérique

m

entiere ou fractionnaire, lorsque I'on conserve a y'~™ le signe -+
quand y devient négatif. C’est ce que I'on peut faire pour tout expo-

. . . 8 A
sant impair tel que 1 ou 2 en leur substituant = et — ou plutot )
2 20

2N
10 2N 1

Tome I¢T (2° série ), — Avrir 1856. 18
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18N ’ . .y . A
70N+’ N étant un nombre entier infiniment grand. Le méme expo-

sant est regardé ou traité comme impair lorsqu’on change le signe de

m

7'7 ™ avec celui de y, ce qui est permis, méme avec tout exposant

2

pair tel que 2 ou %’ en éecrivant yyy?, y ]5 au lieu y® et y" et

ne prenant le radical que positivement, ou bien en remplagant cet

31\1N—+—17 4—1\;—&2, dont il différe infiniment peu.

JA

O3 b

exposant par un autre,

Si 'on appelle
¢ le demi-axe de ces courbes dans le sens z ou — z;
b leur demi-axe dans le sens + ¥, en sorte que

Pour y=o0 onait z=Xc,

:

¥ =+ & toujours,
(57)

Pour z==0 ¢ etaussi y = — b, mais seulement quand

Ir—m

est traité comme pair,
on aura pour la constante 8o, €N faisant Y =o0,z*=c?,
mP
— 2.
(58) o=

—361° )

et pour celle C, en faisant y =&, z = o, une valeur qui, substituée
dans I'équation (56) de la courbe, lui donne cette forme

m

o) (1= 525280 (§) T+ G Gy

3m—2 Gc b 3m—2 Gc’F‘ a=1

m
Lorsque

— est traité comme pair, il faut et il suffit, pour que la

courbe on partie de courbe coupant I'axe des ¥ aux points » —= =+ b
p % J P J

soit fermée et capable, par conséquent, de servir de contour aux sec-
- z . -
tions des prismes, que - ait une valeur réelle lorsqu’on falt'% =1—qa,

o étant un nombre positif tres-petit. Comme on trouve

z a G' b G’ b
' E_\/I—m[m(l_i-Gc’)-(l—-zn)w]’

B R R e L e T L DR AR T I

RN I N S RN TR R A
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cette condition revient 4 ce qu’on ait (1 — 2 étant positif)
m compris entre — 27 t
P —+ Ge D
G'b?
(60)
m IT—2n
R > Ge? ’
[T
Supposons, par exemple,
I E_§ - I
G’:G’, E:Z’ E:;, dOu 77:1—07 I—2n=§5
n peut étre tout nombre compris entre =+ et 1, ou —" ut
mp ¢ comp Elbige) SO0 T, PO
. . 4 b .
étre tout nombre positif au-dessus de prpray il Péquation (59) de-

vient successivement

4k m 46
Pourm—'5(6‘+c’)’ 1—m b+ 5c?’
Lo
2 b2 ¥ 5c*+b* 2 b3 y2 zz_
(+5255)(5)  —sasmmra=s
N . mo_ 35 F 35y z’__
Pour m=g —m— Y <‘+5cz)\/b—z—ﬁ’ﬁ+?~'-

m

9 2 0 62 I—m R R
= M; terme en (%) disparait;

(6 ) 3ct b2
I
2 zz
Ellipse %—2—;-0—2::1.
_4 m_ Yo
m=g» x-—m—4’ termeen disparait ;
§ 2
. Fausse ellipse ‘%-{-%:

_9, M . LAY A N
m=10" T—m 9 <I+7c’>\/b"* 7c’b"+c_’_l'

m _ . bz ’yi ®© b yz z?
—m o % (""523) (z) TEem T aT

18..

vvvv



R e s Rt R TR T T P R BT 2 2 R o) v Tooreme 0k tpetiormeor

W

140 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
La figure ci-contre donne le quart des courbes représentées par

ces équations (61) dans les deux hypotheses
c =bet ¢ =2b. La ligne mixte qui les enve-

Z ’ {

loppe répond & m = 1, ou I'exposant T—-"—IE =

I'infini pair. Elle se compose, pour les valeurs

. de';)—:< 1, de portions des deux branches de

I’hyperbole ayant pour équation

b2 J,.z z? .
TEem o
y?

et, pour les valeurs 7;

rend z indéterminé. Ce contour mixtiligne se rapproche d’ailleurs

=1, des deux droites y = * b, car y?= 54

m

beaucoup de la courbe continue qu’on obtient pour -

= 100 Ou
m

tout autre nombre pair trés-grand.
. 2 m yr L. .

Quand on fait m = 3, ou .—— = 12, I'équation (59) contient deux
termes infinis dont la différence a une valeur finie facile 4 obtenir en
mettant d’abord, pour m, % plus une quantité infiniment pétite, ce
qui produit une équation transcendante

2 ? G’ b2 2
J;—I_z—z-—-(l—ﬁaq) A

7 logZ =1

G b b

2 2
représentant une courbe légérement différente de celle %—, 2=,

c?

Aussi ellipse s'obtient, non pas en faisant I'exposant

= 2,
I1—m
mais en donnant, comme nous avons dit, 4 m la valeur suivante qui
_m
y 1—m
annule le coefficient de (Z) )
2Gc+ (1 — 29)G b
(62) m = (1—2n) 66

3G02+GI b:

' . , . \ ., b .
Chaque ellipse, répondant a2 un rapport déterminé - des axes, fait

L R e 2 LA R R Y R T

[T R N TA RN Y TRT
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partie d’une série de courbes dont les axes 2 b, 2 ¢ ont entre eux tous

b . A
les rapports ;possﬂ)les, avec un méme exposant

m .
compris entre
I=—m

2 2
2 et ;— — 1, ou une méme valeur de la constante m entre zet 1 —an.
/]

Ainsi Dellipse b = ¢, c’est-a-dire le cercle, est un cas particulier des
courbes pour lesquelles on a

_ 2G4+ (1—29)@

. - 3G+ G’ ’
(63) . 7 “ I
=2, " _1 — .
on M= T—m 3 quand - G =G, 1=750
s 11s T \ 8,8
Uellipse ¢ =2b est un cas particulier des courbes ou m = 3
T— =5, etc. Aussi il y a, comme on verra (art. 22), quelques

propriétés communesa chaque section elliptique et 4 une série d’autres
courbes pour lesquelles m est le méme.

s v » . z: 1
Les courbes de la série des fausses ellipses z + ==1, ou 'expo-
p bt ot ! p

7 4 I ’ -
sant est = 4, ou plusgénéralement = — — 1, sont les seules qui
I—m 27 ’ .

puissent se déduire les unes des autres en augmentant ou diminuant

dans une méme proportion les abscisses ¥ sans faire varier les ordon-
p

nées z.

m

T—m

~ Nous trouverons aussi (art. 23), aux courbes a exposant

r_r I e . vie .
et plus generalement ~— 1 trait¢ comme pair, une propricte dlgne
1

d’une attention particuliére.

m

Quand 'exposant -I—”f—"—l est traité comme impair, en sorte que (%)"""

devienne négatif en méme temps que 7, les courbes ne sont plus sy-
métriques par rapport a I'axe des z. Pour qu’elles soient fermées, il

faut toujours que la condition (60) soit satisfaite ; mais il faut, de plus,

1—2n—m . oy . .
que —g——— soit posmf, car on tire pour ce quotient une valeur
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essentiellement positive en faisant, dans ’équation (59) de la courbe,
z = 0, et y = une valeur négative quelconque — &. On doit donc

- m o s I
avoir pour m et I'exposant —— des limites plus resserrées que celles
(60), savoir

2 m I— 2%
55 ou —— entre 2 et
3 1—m

m compris entre 1 — a7 et )

\ . I . I h
c’est-a-dire entre 2 et 4 lorsque n = - Mais cette condition néces-

. . . b
saire n’est pas encore suffisante; il faut aussi que le rapport = reste

entre certaines limites qui dépendent de la valeur atiribuée a m. Sa
limite supérieure est la valeur pour laquelle’équation (59), avec z = o,

a deux racines% =1, car, alors, il y a deux branches de la courbe qui

se coupent au point ¥ = + b, et ce point multiple se change en un

1.4 1 b .
sommet de courbe fermée quand on donne i - une valeur moindre.

. . i . . . ’
On 'obtient en exprimant que =1 satisfasse non-seulement a I’équa-

tion (59 ) avec z = o, mais encore a sa différentielle par rapport a %9

ce qui donne pour la limite supérieure

(64) =Ve

ST . b , - - ; :
La limite inférieure du méme rapport ~ répond généralement a la li-

. , b . . \ . .
mite supérieure de —; elles’obtient en exprimant que la méme équation

(59), avec z = o et en changeant le signe de son premier terme, a deux
racines égales, ou que la dérivée de son premier membre s’annule pour

A . b \ .
la méme valeur inconnue z = - que le méme premier membre non
b b

différentié, ce qui donne deux équations entre lesquelles on élimine

’

. b R ..
facilement T d'ou la condition

m

(65) (1_'—2"—'" G’b’)( m Gc’):ﬁzz—zm

3m —2  Ge \—2n—m G & Sm—2a’
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© s . . ) b
servant a déterminer, par.tﬁtonnement numerique, la valeur de P

qui est sa limite inférieure, pour chaque valeur de m ou de l'expo-

sant —
m 5 5 4
Par exemple, pour ——— = -, ou m = pl—an=gp G =G,
5 . . b
on trouve — = 2,886751 et 1,05950 pour ces deux limites de -. Et
~/§ ¢
les quatre équations suivantes
b __5__ ¥ 3 T Y )
PourZ: ~1/3..--_-2,886'75, — 4<3) 4 5‘%;—4—6—2-:1,;:0,366,
b ':’ 7.2 22 b
=2, — 1,4 % + 2,4b2+§—‘1,z-:0,540,

bf
-+ 1,35—[7—,—}-;2:1,3-:0,7735,

)
) sz

—b—: 1,5, _ 0,35(
[4

’

. 5
b I\ : 2 b
o= 1,05950, +0,326476 (‘?’5) + 0,673524%—2+§2= 1, 5= 2,72385,

représentent des ovales ou courbes ovoides dont un des bouts est plus
gros que l'autre. Le petit bout dégénére en pointe pour la premiére
et pour la derniére.

L’axe des z ne passe qu'exceptionnellement par le centre de gra-
vité des sections terminées par ces contours non symétriques; mais
peu importe, car comme les fibres (art. 15) restent toutes dans des
plans, tout ce qui précéde est également vrai si 'on prend pour axe
des x I'une quelconque des fibres qui ne varieront pas de longueur.

19. Mode d’application et de distribution des forces extérieures qui,
pour ces divers contours , rend exactes les formules ordinaires de
la flexion due aux dilatations longitudinales. — ¥V aleurs de 1’in-
clinaison centrale g,. — Sections elliptique, circulaire, en fausse
ellipse, etc.

Nous voyons que, pour des prismes ayant des sections de forme ex-
trémement variée, dont le contour est représenté par I’équation (5q),
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le probléme des art. 3 et 14 a une solution compléte, c’est-a-dire que
les points de ces prismes éprouvent des déplacements satisfaisant aux
conditions (1°, 2°, 3°) de I'art. 14, ou aux équations (29), (30) qui
conduisent exactement aux formules ordinaires (36) de la flexion, ou
pour mieux dire de la partie de la flexion due aux seules dilatations
longitudinales; la courbure de 'axe pouvant étre égale ou inégale
d’un bout a I'autre du prisme, si, les faces latéralesn’éprouvant aucune

action, les bases extrémes sont sollicitées par des forces ayant les ex-

. . . . —mPe?
pressions (49); expressions qui deviennent, en mettant (58) ——ZZ,—IC

pour g,, et pour F (x, ) sa valeur bindme du troisiéme degré (54):

P(1—m) -z G j1—2n—m
I

(67) Pxx:Pa-—_i—xz’ Py = —3 0% pa‘zz_'nP 21 ""(‘,_P_—_zl—]'2

Comme la deuxiéme base extréme répond ordinairement 4 x = a, la
composante normale p,. est nulle a tous ses points, en sorte qne les
forces qui font fléchir n’y sont que tangentielles, et leur résultante
— P y est distribuée suivant des lois paraboloidales.

Par exemple :

1°. Pour m =

CrlF~

I \ - .
sy =n = = c’est-a-dire pour la fausse ellipse

2

.2'_:.;_ }: 1 qui porte le chiffre 4 dans la figure de Part. 18, et ou le

rapport des axes 2b, 2¢, peut étre quelconque, on aura simplement

Pz . 2P¢?

F(ry, 3) = g7 + ") go=—§—G;"
(68) Pyz ¢ — 32
d’Oﬁpzy:'ﬁ’PIz=—'2P 5T .

4

c ]._'Z..‘ 3 7
Le moment d’inertiel:.&fbd_yf\/ ’ z”dz:%cfbdj (1 -
] ] (1]

i—:Y’ et 'aire w = 4fb2d)’ = 4Cfb dy \/1 —{—: peuvent s’obtenir

au moyen d’une fonction elliptique de premiére espece en posant
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™R

= cos ¢, car on leur donne ainsi la forme

4 bc 2 sin? 0’ — sin's sin‘ g 4 be? 4 sin‘ g — 4 sin® p - sin’¢
1——sm"‘ 3\/2/ \/t-—-ésinﬂp

Et comme les deux intégrales, considérées comme indéfinies, revien-
nent respectivement a

2 dy 2 . 1.
3 T T gtosgsing l—gsmch,
\/1-— ;sin’?

- Si[l‘? 1 .
_—cosq)smtp 1 sin P x—gsm’ap,
sm‘

on a, les seconds termes s’évanouissant aux limites, et en désignant

k3
avec Legendre 2 de par F! (\/ é) dont la valeur est
\/1—-—1-sin’q> :
o 2

1,854074677301 (fin de sa table I1°) :

8b
gv—: "(\/é) = 3,496076 be, 1= %cz 0= 0,993888 be?,

(69) { ou, environ, I = bc*, w = % bc, dou, a trés-peu prés,
=y p=— 2 (1—L) et go= — s = — 1
Pzr = 553 )% P== = — 53 ) 8= T 5T T3
2 . £ . » .
La relation I = 375 s qui est exacte, pouvait s'obtenir de |’expression

(68) de p, eu égard A ce que 'on a (38) fp” do=—P.

Cette méme relation f Pzs dw = — P donne pour toutes les cour-

bes (59), quel que soit m, en représentant par I' le moment d’inertie
" TomeIer (a¢ série). — Avai 1856. 19
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fy“dco:
co—I _l—?.n—mG'I'

(70) M =1t T G

ce qui offre une propriété commune a toutes ces courbes.
18 . . .
2°. Pour m = 2, 0u == puisqu’on le considere comme pair (art.
10 20
précédent), ce qui donne des courbes se rapprochant ordinairement
d’un rectangle dont les angles auraient été abattus en pan coupé, on

a, en prenanty = v’ = 0,1, G= &,
) €D P

__ 2Pz __Pyz . gP oy . g Pe
(70) F(ry2) = Bel P = 101’ P== = — 551 (cz_ zz+q_>’g°_—2oG’I'

Et I’on trouve, par quadratures,
. c! P
Quandb=¢c, quew=3,8218¢, I=1,2326¢ :ﬁ, g°:l’3953m’

' _ _ . wc? - P
Quand c= 25, que @ = 3,7676 be, 1= 1,1559 bc —W’ go_—1,4668m_

2 . . o
3°. Pour m = 1 = >, ousi (article précédent)le contour est le qua-

drilatére mixtiligne qui embrasse les autres figures a exposant pair,

on a
_ 3Pz / »? . _ P/ ., 7 Pe
(72) F (r;2)= zo(}l(z +3—)’P”—°’ p"_—ﬁ<c - +§>’ o= 56T

les actions tangentielles sont nulles dans le sens y.

4°. Pour le contour elliptique qui offre un cas plus compliqué
puisque, comme nous avons vu, il ne peut pas étre donné par une

s b .
valeur de m indépendante du rapport ~ des axes, il faut prendre pour
c

m la valeur (62), ce qui, eu égard a ce qu’on a dans ellipse
’ ’ q P ?

(73) w=mnbc, 1= /‘cr’.:u':rdrzﬂ'b—za=wc2

1
2 Jo 4
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donne
(74) m__zGc’+([—2n)G’b’ ___mPce 2P 2G4 (1—21)G b
T T 3Ge+GH ) BT TL61T T Ge 3G+ G 6
(75) F(y’z)=(2—3n’)(}c’+(l —,2n—n’)G'b’. 2}’23 _}_(1—-371)(‘16’--I--:nG’b’.21’_}'2z7
3G4-G' b 3G wc 3G+ G' Y Guwe?
, Gt 201G b* 4Pyz 4P 22 1 —62)G &b 2? 2
6 = APy —_4r[,_ =z, (=6mC O/ = _ 3]
7%) Pr=3Gex G5  ac’ PrT 3,,,[ T Eerr 20\ "o 3%

La valeur de p,, donne bien (38)fpm dw= —P, vu que fj’ dw
w b? .
=~ cequi offre une vérification ; et I'on a aussi f Pay dw = 0. ’

5°. Pour le contour circulaire, et la contexture étant supposée
égale dans les deux sens transversaux, ona b=c¢, G=G, n =7,
wct ‘

w=nmnc? 1= T d’ou (expressions 74, 75, 76)

3 — an (3—2n)Pe  (3—22)P P I

M= T T T ger 2Ge = Uhga =1
F _P(I—Zn) 2 "
(17) =g W+

__P(1+27) _ 3— 2 2? 1 —6n y?

Py=—"—"G 7% Pu=—P—o ('__>+P EYRRE
_— A . . (3—2n)Pc* _ 7 Pe
On aurait la méme expression de g, = 86l — — — 156Gl

14
. , , b y 6 yz_’_zz

pour toutes les sections représentées par (I—- c—,> (Z) + =,

Cest-a-dire (art. précéd.) pour toutes les courbes-contour de la série

déterminée par la valeur

— T del s :
=3 de I'exposant traité comme pair,

. . . b
série dont le cercle fait partie et répond au rapport —= 1 des axes.
¢ -

6°. On a encore, si G’ = G, ' = n = 0,1,

. P 441,647 P
Pour une ellipse c=1,5 5, o= —5—" W;—I,?}GBE,

(78) : b
1dem c=2b, idem = —1,35f{ —-

Ge

19..
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En comparant ces valeurs de g, pour les divers contours, on voit
que linclinaison de U'azxe sur les sections est, ou exactement ou a peu

pres, les % de ce qu'elle serait si la section en s'inclinant restait plane,
ou si g,, était constant en tous ses points en sorte qu'on et (équa-
tion 38) wp,, = w G’ g,, = — P.

20. Mémes contours. Fléche compléte de flexion.

Vu la valeur (58) g, =

Pa’® Pa
3E1—ﬁl<1

mPc? . .
~ 21 la fléche de flexion (52) — goa +

3mE c*
2 G at

Pa 1+9_67‘ Ec\ P& : a1 ¢? g 1 E 5
8 G'a*)  3EI +8; M= &

) ales valeurssuivantessil’on suppose G =G’

Pour la section circu- )
laire et pour toute sec-

. 3—2
tionm—=>_="

=
Pour une section ellip- 2

tique et pour toute sec-
26*+ (1-27) b?
3+ b2

62+ 3(r—22)8'E ") _Pa <1+ 15c’+6b’c=> ,
Ry A T T .
tion m— 6c+ 2 b2 G'a?/  3EI 6c+2ba

Pour toute section en
fausse ellipse du 4° de-
gré

Pour la section symé- g

quel que soit le rapport
deca b.

27 E i) —ra <I+32ﬁ) id.

Pa®

3El <l+ 20 G/ @
Le second terme entre parenthéses rend la fleche compléte en ce

quelle représente la proportion de ce qu’on néglige dans la théorie

ordinaire o 'on ne tient pas compte des glissements transversaux ou

de I'inclinaison prise par les sections sur I'axe.

trique du degré g = i
2

1. Mémes contours. Surfaces courbes affectées par les sections pri-
mitivement planes. Leur topographie en général.

Si, dans 'équation générale (50) &' = g,z + F (y’, 2) de la sur-
face affectée par les sections infléchies, nous mettons pour g, et pour

— mPec?

la fonction F leurs valeurs (58)——-r~ et (54) relatives aux prismes

R TEE IR DRR T T2 3 1 o LR S NS AR RS RN RALNLARAREE Lasni 2101 LA RN TR1EL o1 LA ERER LA

FAREER NpE

Preesyy oo
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dont les sections ont des contours rendant F enti¢re du troisiéme
degré (art. 18), nous avons en otant, pour simplifier, les accents de

Y 3

, P/ m m—' I—n—m
(80) ¥=“f@@§z“—mrﬁ“‘fﬁif”) )

Désignons par u,, la valeur de I'ordonnée u’ qui répond 4 y = o,
z = — c, valeur qui est ordinairement la plus grande de toutes dans
les limites de la section, nous aurons

am-4v Pc
(81) Un =3 ET

et I'équation de la surface peut étre écrite

m— 2z G 1—an—my z
2m—4-v-e G 2m~+a9 ¢ ¢

o 3m 3
(82) L= M I

Un am—n

. . & crpr
En donnant successivement i %et a- différentes valeurs o,1, o,2,

o . . . yod
0,3, etc., cette équatlon fournit les expressions correspondantes de -,

m

et, par conséquent, autant qu'on veut des coupes de la surface par
des plans perpendiculaires soit aux y, soit aux z; on peut en dé-
duire graphiquement, si on les a amplifiées convenablement dans le
sens #/, une suite de coupes par des plans équidistants ' = 0,1 w,,,
W == 0,2 Upyery U= U perpendiculaires aux #’ ou a la tangente i
Paxe fléchi du prisme, d’une maniére plus facile qu'en résolvant par
rapport 4 y les équations de ces derniéres coupes. En les projetant
toutes sur I'un de ces plans, le plan ' = o par exemple, on a une
topographie compléte de la surface.

Sa coupe par le plan &' = o normal 4 I'axe du prlsme se compose
a la fois de la ligne droite z == o, des fibres invariables et d’une courbe

G 1—n—my? m—n' z’__]

(83) el T

Cette courbe est un cercle d#hs la figure ci-aprés, qui est relative

A
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au casm = 0,7, G = G/, n = %"= 0,1, et ou I'on a étendu les coupes
hors des contours des diverses
sections circulaires ou ovales
auxquelles elles conviennent
(art. suivant), pour faire bien
concevoir la forme de la sur-
face. Elle est, plus générale-
ment, une ellipse lorsque 1 —
n — metm — x' sont de méme
signe, ou que m est compris
entre »’ et 1 — »n (ou entre 0,1
et 0,9 quand » = =o,1).
Ft les autres coupel, par des
plans paralléles séloignant de
plus en plus de celui #' = o, sont des courbes fermées de plus en plus
petites, et intérieures les unes aux autres, comprises entre Paxe des y
et lune ou Pautre moitié de ellipse, savoir, la moiti¢ superieure ré-
pondant 4 des valeurs positives de z pour les valeurs négatives de u/,
et la moitié inférieure répondant 4 des valeurs négatives de z pour les
valeurs positives de z'. Elles se réduisent 4 un point de maximum tom-
bant un peu hors du contour des sections, pour des valeurs de =’
! du’

, , du . . qe
répondant & =% = o0, c’est-a-dire pour

(84) yr=o, z2==% C\/mT_n,, U= um.znfi':_n, \/mzn,-

Les mémes plans coupent encore la surface (82) suivant des courbes
indéfinies situées au dela de la moiti¢ de’ellipse (83) opposce a la coupe
fermée; et ces courbes indéfinies ont, de part et d’autre, Paxe des y
pour asymptotes.

Mais ces derniéres courbes n’appartiennent ordinairement qu’a un
prolongement idéal de la surface hors du contour de la section, qui
reste compris dans Vellipse enveloppe (83) des courbes fermées, ex-

, . G’ m s
cepté dans les cas assez rares ou Yonab>c \/(T PP cest-a-

. m . - .
dire b > ¢ \/ ——— si G = G', n = 0,1, comme il arrive, par exem-
0,9—m ’ K] ’

ple, vers les extrémités du contour ovale le plus grand.

hime e - PN Rl R I e L L L R r T a——.

R R S N RN E ERRY RN
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Lorsque m > 1 — n et > n’ (ou lorsque m > 0,9 sin == n'= o0,1),
la coupe @ = o se compose de la ligne droite z = o et de 1’hyperbole
que représente alors I'équation (83); toutes les autres coupes sont des
courbes indéfinies, dont les parties comprises dans le contour de la
section, se confondent ordinairement, 4 peu de chose prés, avec des
droites paralléles a 'axe des 7.

Dans le cas particulier m = 1 — %, les coupes se réduisent toutes a
des droites paralléles (voy. art. 23).

Les coupes de la méme surface par des plans (' y), c’est-a-dire par
des plans perpendiculaires aux z ou paralléles 4 la fois 4 1a ligne oy des
fibres invariables et a la tangente ' a la courbe d’axe, sont des para-
boles ayant leur axe de figure paralléle a cette tangente, ou situé dans
le plan de flexion. On ne les a pas figurées.

On peut aussi considérer, parce qu’elles sont trés-remarquables, les
coupes de la méme surface par des plans obliques passant tous par
I’'axe des y. Ces coupes, projetées sur le plan yz normal a4 'axe du
prisme, sont des ellipses toutes concentriques conaxiques et semblables
lorsque m (supposé > 7’) est plus petit que 1 — » : ce sont des hyper-
boles quand m > 1 — » (ou lorsqu'il est compris entre 0,g et 1, n étant
= o,1). Ce sont des cercles quand la section est circulaire.

Mais les coupes les plus intéressantes & counsidérer pour les conclu-
sions mécaniques sont celles de la méme surface courbe par le plan de

Aexion (¥ z) ou (xz), et par les divers plans y = constante qui lui
sont paralléles.

On en a tracé etrabattu trois, celle y = o, celle y =c, celle y = ac,
en donnant une certaine grandeur a u,, pour rendre lear forme bien
sensible. '

Ce sont des paraboles cubiques, courbées en doucine dont le point
d’inflexion répond a z== o0 ou se trouve sur la ligne des fibres inva-
riables; chacune de leurs moitiés a précisément, en petit, la méme
forme que prend D'axe fléchi du prisme s’il est encastré & un bout et
sollicité & Pautre par la seule force perpendiculaire P. A partir de
y=o0, la plus grande ordonnée de ces coupes diminue graduelle-

s G’ m \
ment : elle s’annule pour y = ¢ \/(—}— g et, au dela, comme
on voit parcelle m = ¢, la coupe change de coté par rapport au plan yz.
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Elles montrent bien que c’est au centre (y = 0, 2= o) que le glisse-
ment g, a 1a plus grande valeur.

. . R T “du’
Partout ailleurs qu’en ce point, V'inclinaison — de ces coupes sur la

tangente a la courbe d’axe n'est pas égale 4 'inclinaison g, dela fibre
sur la section, dans le sens z: elle en différe de la petite quantité que
mesure la deuxiéme expression (51) due, comme nous avons remarqué
art. 17, 4 la variation légere des contractions transversales d’'une sec-
tion 4 Pautre; ce qui explique aussi pourquoi le maximum de #’ (ex-
pression 84), ou la coupe suivant un point, tombe un peu hors de la

au lieu de répondre aux som-

. ’ \ m
section, ou répond 4 z= £ ¢ \/ -
m—n

mets z = ¢, y = o pour lesquels on a g.. =o et la fibre normale

a la section.

22. Suite. Chaque surface courbe des sections est commune a une

infinité de contours.

'Une circonstance digne de remarque, c’est que la surface courbe est
la méme pour toutes les sections ayant le méme axe 2 ¢ dans le sens
z, quel que soit leur axe 2 b dans le sens y, pourvu que la constante
m qui entre dans I’équation de leur contour ait la méme valeur pour
toutes, ou qu’elles fassent (art. 18) une méme série; car b ne se trouve
pas comme ¢ et m dans I'équation générale (80) de cette surface. 11
faut aussi, pour que les surfaces aient la méme hauteur «,, et n’aient pas

A . A P
seulement les mémes coupes, que la force P soitdansle méme rapport ;

avec le moment d’inertie. Mais ce n’est que dans le cas de la fausse

1—2y

b
que les contours des sections dont le plan se courbe ainsi de méme
peuvent se déduire les uns des autres (art. 18, 23) en amplifiant ou
réduisant les coordonnées paralleles a4 y dans le rapport des divers
axes 2 b.

27 1
ellipse dont I’équation est (Z> + -ZF = 1, répondant am=1— 27,



PURES ET APPLIQULES. 153

23. Particularisation pour diverses sections. Cercle. Fausse ellipse.
Sections a contour du neuviéme degré qui se courbent exactement
en cylindre a base de doucine du troisiéme degré.

1°. Lorsque la section est circulaire, on a (expressions 77, 81, 82)
en supposant G =G/, n =’ = o,1,

Pt o z z Y42

(85) m=o,7, Un = rEp Z=f1,42+0, R
La figure donnée pour exemple art. 21 est, avons-nous dit, rela-
tive & ce cas. La coupe de la surface courbe par le plan yzou &' = o
normal a l'axe, est, avec la ligne z =o0 des fibres invariables, ur

¢

cercle extérieur au contour de la section, et dontI’équation se réduit a

7

yR+2=:c,

"ou dont le rayon est \/% = 1,87083 fois celui de la section.

La valeur maximum (84) de «' pour la partie de surface répondant
aux courbes fermées est

uz::-_',i_’é- %.um=$l,0081um, pour z:ic\/%:ix,oBolc,
2

en sorte qu’elle est, comme nous I'avons expliqué art. 21, un peu
hors de la section dont la plus grande ordonnée = z est = c.
La doucine suivant laquelle la surface est coupée par le plan xz de
flexion y = o a pour équation
U = — um(g—-———s
¢c b¢
La méme surface est coupée par des plans obliques passant par la ligne
des fibres invariables suivant des courbes ayant toutes pour projections
sur le plan yz normal & Uaxe du prisme, des cercles concentrigues, et
qui peuvent étre regarddes comme étant ces cercles eux-mémes, vu la
faible inclinaison de leurs plans sur celui yz. La déformation de la
section a consisté ainsi en ce que les circonférences concentriques a

Tome [€F (2¢ série). — Awrir 1856. 20

Ty

LT

He Blae
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son contour n’ont fait qu’incliner légerement et diversement leurs
plans en tournant autour de la ligne des fibres invariables. Et le con-
tour de la section est resté une courbe plane.
Conformémentalaremarque del’article précédent, cette mémesurface
14
. . , bz J,. 6
courbe convient a tous les contours representes par <I —_ c—,) (Z)
f’ + z2
cz
méme aussi; car sans cela les surfaces auraient bien les mémes coupes,
mais i des hauteurs différentes et proportionnelles aux «, qui varient
P
i |

. R . P .
-+ =1 qui ont le méme demi-axe ¢, pourvu que T soit le

comme = Ceux de ces contours pour lesquels & n’excéde pas ¢ on

3 e . A .
méme > ¢ différent fort peu des ellipses ayant les mémes axes. Aussi

cette surface convient encore, trés-approximativement, aux sections
elliptiques ayant le méme demi-axe ¢ et des demi-axes b quelconques
plus petits que 1,5¢. Clest, au reste, ce qu’on verrait également en,
construisant les surfaces relatives & quelques-uns de ces contours ellip-
tiques, ou les surfaces (50) ' = g,z+ F (r, z) avec ia forme (75)
pour F et les valeurs de ¢ et & que nous venons de dire.

2°. Lorsque I'on considére des sections ayant pour contour la fausse

. 7-4 zi
ellipe 7.+ = =1, la
particularité que nous
venons designaler a lieu,
non plus a peu pres,
mais exactement, confor-
mément & la méme ob-

servation de l’article pré-
cédent. Aussi la figure

. . m
ci-contre, qui donne pour le cas = 4 ou m=o0,8, la forme de

la surface courbe, dont I'équation est alors (si G = G/, n =n"=o0,1)
7. _ 17 PB¢&
&t (""'"302(}1 ’

convient toutes les fausses ellipses ayant méme demi-axe c, et des demi-

(86) ZZ;=‘_"" C
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axes b aussi petits et aussi grands qu’on veut, ces courbes étant prises
pour contours des sections d’autant de prismes soumis a la flexion.

La courbe qui enveloppe les autres est la coupe elliptique représentée
‘7-2 2
8ct ' ofe?

La partie des coupes u'= constante comprise réellement dans les
sections est presque droite quand b n’excéde pas ¢. Mais il n’en est
plus de méme quand b= 2¢; et, lorsque 'on a b > 2,8284 ¢ ou plus
grand que le demi-grand axe de I’ellipse-enveloppe (83) des coupes fer-
mées, ou lorsque le contour dela section sort de cette ellipse, la surface
courbe a, de chaque c6té de la ligne des fibres invariables, des parties
qui se replient sur les bords de maniére A repasser de I'autre coté du
plan yz.

3°. Cest lorsque

par P'équation (83)

m _I—n
MEITH TS

?

c’est-a-dire m = % quand n = 0,1, ou quela courbe-contour est 'une

de celles du degré g traité comme
pair (art. 18), que les coupes de
la surface par les plans #' = con-
stante sont foutes rectilignes et
paralleles entre elles, comme on
voit & la figure ci-contre, car le
terme en y*z disparait alors, et
Véquation (82) de la surface se

réduit &
8 )u' 3—3n =z I—p—y 3 ou u 27z 8 28 ,
— = ~- : =9 —_—lm = == - ——=Sly=n"=o0,1
( % 2w 92n4ne 2—2y4yc U 19¢  19¢ 1

d’ou Ton tire z = constante pour chaque valeur attribuée 2 u'; en
sorte que le plan de la section dont le contour était I'un de ceux ayant
pour équation (59)

1—7

([+ " G’b’)(z) n__n @by

1—3n Ge? b 1— 39 Ge: b° c’=I’

20..
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s’est changé en une surface cylindrigue ayant pour base la doucine
ou parabole du troisiéme degré représentée en u' et z par V'équa-
tion (87).

24. Prisme rectangulaire. Transformation des conditions indéfinie et
définies.

Quand la section est un rectangle, la fonction F (y, z) (art. 16)
ainsi que la constante g,, et, par suite, les valeurs des déplacements ,
w, des g]issements et des composantes de pression Py Pxz 1€ peuvent
étre obtenus qu’en série transcendante.

Soient, en effet, 2 & et 2 ¢ les cOtés de cette section parallélement
aux y et aux z. La condition (33) p,, dy — p,,dz = o exprimant la
nullité des actions longitudinales sur les faces latérales se partage d’elle-
méme en deux autres p,, = 0 ou g,, = o sur les faces paralléles aux
xy, ou pour lesquelles dz = o, et p,, = o ou g,, = o sur les faces pa-
ralleles aux xz, ou pour lesquelles dy = o. 1l faut donc chercher F
et g, de maniere a satisfaire (formules 46, 47, 48)

d*F ,d*F f—n—y

Fy—;+G =P———— z partout,

(88) aG = i

(& F(r,2)=TF(—y, 5) aussi partout (vu la symétrie de la figure et
du mode supposé de sollicitation),

(89) ?
s dF .
4F=0 e -~—=o0 auxpoints y—=o0, z=—o,
\ dz
dF ”2 2
Sz‘l Ez_g"_Pzn(;"I_'- P—;ig—lpourz:ic,quelquesoity
(90) entre —b et b,
. dF ryz -+ .
a Ty:—nPﬁ pour y = == b, quel que soit z entre —c ete.

On ne peut faire usage pour cela des procédés connus qu’autant que
Pon réduit préalablement a zéro, par une transformation, le second
membre de 'une de ces deux équations définies (go). On y arrive pour
la deuxiéme, et 'on annule en méme temps le second membre de 1’¢-
quation différentielle indéfinie (88) en posant

F(y,z)=F, (), + By*z+ B'z°,
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F, étant une nouvelle fonction, et B, B’ deux constantes dont on dé-
termine la valeur, aprés substitution de cette expression pour F(y, 2)
dans (88) et la seconde (go), de maniére a produire la double annu-
lation dont nous parlons.
11 en résulte
7P

, P
SIB:——ET’ 2GB +~6G’'B :—I(I—-n');

d’ou, en tirant les valeurs de B, B’ et substituant,
l—,—‘l]l ﬂP
(91) F(r,8)=F (o) +Poen? — 5%

F, devant satisfaire 4 ces conditions indéfinies et définies :

d'F d?
(92) G——Jy—zl-l-G’ P,

dz?

= o partout,

d
(93) F,(—y,2)=F(y, ) aussi partout; et F, =—o, aF, =0 pour y == 0,2==0,

dz
dF, , P 4P
e = gy e = —— — —
Tz 8o — o1 + gp) pourz===¢ et y quelconque entre — b et b,
(94) § ap ,
— = ==4bet lconque entre — c et c.
p o pour y = == b et z quelconqu
25. Intégration en série transcendante.
e s T A s P d°F, ,d*F,
On satisfait 4 ’équation différentielle (92)G—— + G’ =0 en
dy? dz?

prenant pour F, une somme de termes

Ae% e?7, get ¢ étant ligs par G¢? + G'q® = o;

! —

doug=xg\/c v — 1, ce qui donne pour P'intégrale générale, en
remplagant I'exponenticlle imaginaire par sa valeur trigonométrique,
faisant disparaitre le y — 1 par un choix d’autres coefficients, et dési-

gnant par 2 une somme s'étendant & toutes les valeurs possibles de ¢,

G’ o G’
(95) | F,=2e‘1‘ (chosqy_\/a-i-Aqsmq_y\/G—)
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Pour qu'on ait (93) F(— y, z) =F(y, z), il faut que les sinus dispa-
raissent ou que A, = o. Et, pour avoirF, = o quand ¥ =0, 2= o,
nous rendrons égaux les coefficients A, des termes ou (}a la méme
valeur avec des signes différents, ce qui nous donnera

§ G’
96) Fo= 3 4, (e — o) cos gy /5
< . dF,
Quant 4 la troisiéme condition (g3) 4 =opoury =o,z=o0,o0n

ne peut y satisfaire en méme temps qu’aux précédentes qu’en posant
une certaine relation entre tous les coefficients A ; elle nous servira ,
plus tard, 4 déterminer la constante 8o-

La deuxiéme condition définie (g4) %—' = o pour y = = b devien-

dra ainsi

G’ . /G’
B Zq G A(e” — e %) sin gb \/;—: o,
quel que soit z. On y satisfera en prenant les quantités q telles que

. G’ . . .
sin ¢b \/E— = o0, d’ou, n étant un nombre entier quelconque,

(97) 1=F\e

Il faut mettre cette expression a la place de ¢ dans la formule (96)
F, = 2 -=» et Pappliquer & toutes les valeurs de n, y compris n = o,

sans quoi I'intégrale ne serait pas générale et pourrait ne point donner
ce quon cherche. Mais, d’aprés sa forme, on peut se borner aux
termes répondant aux valeurs positives de 7, puisque les termes pro-
venant de valeurs égales au signe prés s’y réunissent simplement en
ajoutant leurs coefficients; et il convient, surtout si 'on considére que

la différentiation mettra r en facteur sous le Y., de n’appliquer ce
signe qu'aux valeurs de n depuis » =1, en ayant soin d’écrire, en
dehors du 2 , le terme répondant 4 n = o.

Afin de voir quel est ce terme, développons les deux exponentielles
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pour une valeur de n ou de g supposée d’abord. tres-petite ; nous au-
rons A, (e?” — e%*) = A,. 2qz qui sera fini si I'on fait A, infini en
méme temps qu’on fait ¢ nul. Désignons ce terme par K z, nous aurons
pour notre intégrale générale '

nnsyc nnzye

. b [ G
(98) F,:Kz+2 A, \e Ve’ —e B cos-"—"%!.

n=—=oo

Et la premiére condition définie (g4) sera

nrr;\/c— _nnc\/c_;

* bye’ bys
G . P
(\99)K+2n%,A,, e +e cos’z—?z—go—-;%i—k%i]*[*].
1

Pour en tirer la valeur générale de A,, observons que lorsqu’on

- . . . L. dF,
[*] Observons que nous aurions pu remplir de suite la condition {g3) — =0

pour y= 0, 2= 0, et réserver, au contraire, celle F, = o pour étre remplie ulté-

G’
rieurement, en prenant F, — 2 A, (er* + e 1*) cos gy \/g au lieu de (g6). Mais

alors le premier membre de I'équation définie (gg) ett été affecté du double signe =+,
parce que la différence des deux exponentielles prend un autre signe lorsqu'on fait
z = — ¢ que lorsqu’on y faitz= + ¢: or il elit été alorsimpossible de rendre ce pre-
mier membre égal au second. Il n’y a donc, des deux conditions initiales ¥, — o,

— = o0, que la premiére F)= o qui puisse étre remplie pour chacun des termes (ou

dz

..o dF N .
des couples de termes) de la série 2 L’autre condition 7;— = o doit- étre remplie

ultérieurement d’une autre maniére, ou au moyen de Pensemble de ces termes.

Observons aussi que nous aurions pu satisfaire 3 une partie des conditions en affec-
tant de » les exposants réels de e, et dezles exposants imaginaires ou les multiplica-
teurs des arcs : mais il n’eiit pas été possible de remplir la deuxiéme condition définie
(94) dd—I; = o par une infinité de valeurs de g, car il 0’y en a qu’une seule, savoir ¢ = o,
qui annule % — 9%

L’expression trigonométrique choisie est donc la seule qui convienne a la question
parmi celles qui résolvent Péquation différentielle indéfinie (92).



160 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

veut développer en une série de cosinus d’arcs dont les multiples sont

les nombres naturels depuis 1, uue tonction ¢ (y) qui, comme la notre

— O _.lz: ; h d h i d
bo - G'1 -+ n EIJ‘ s D€ change pas quand on c ange le 51gne e

7 et que on considére seulement dans sa partie comprise entre les
limites y = — b et y = b, il faut se servir de la formule d’Euler [*]

(100)9 (¥ f oy df+b2(f 9 ' cos = ydy) cos —:'Z:

n—i

dont le terme constant provient de la valeur n = o comme I'on sait.

Or—f (_g°—zG’ )d)’_ g°_%’

b
1 , 2 Pc _y
f gd)/J__B_ Zl (._ g°—2_—(}'1> cos ==L dy' = o,
b I: 4 H !
" nxy’ b nn}' _2b/(—=4b_, nry b . mry) b
[ yrcos——dy' = [ ~5= (————M_y cos — +n——,ﬁ,smTA

nw o
_ln—lbw
= COSnrt-— 2( 2,
nmw
d’ou
€0
Pe? 2P Pc? 2Pb 1P —I)""' Ty
IEAEY S S CAR - Lty O S Y'Y GI( )2 eos 57
1
w0

Egalant au premier membre K + 3.+ de (9g), puis assimilant, dans

I
les deux membres, les parties constantes qui proviennent des termes
répondant a n = o, et assimilant de méme, terme A terme, les parties

affectées de cos 12’1, on obtient
‘Pe*  2PH
K=—8—;¢1t 361
46 /67 2P (—1)! '
101 A = —1_ /= .. .
( ) " Ly \/G GI1 w nreye nxweyc
bye by
e + e

[*] Disquisitio ulterior super seriebus, tome XI (1798) des Nova Acta Academice
Petropolitance, ou Traité de Mécanique de M. Poisson, 2° édition, art. 326, p. 650.

e

Vopreeeg e
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Nous aurions pu arriver également 4 ces valeurs 4 la maniére &’Eu-
ler et de Fourier, sans supposer connue la formule générale de déve-
loppement (100), en intégrant d’abord de o 4 b les deux membres de

I'équation de condition définie (99) K + ¥.... = ..., ce qui et fait

disparaitre tous les termes du Z, et donné pour résultat la valeur

(1or) de K que I'on vient d’écrire; puis, en intégrant aussi entre o et

b les deux membres de la méme équation de condition (99) multi-
. . nwy b ATy
pliés, cette fois, par dy cos 7 car, comme on a f). dy cos—= = o

b ' b o
et f coswcos'ﬂdy = 0 ou = selon que 7’ est différent de 7 ou
o b b 2

que 7' = n, tous les termes tant hors du 2 que sous le 2 eussent

disparu excepté un seul, ce qui et donné la valeur (101) du coeffi-
cient A,,.

Substituant (101) 4 la place de K et A, dans (g8) F, =Kz + 2,

nous avons pour la fonction cherchée

nrzyc -iﬁZVG—
w e e
. Pt gy P npba\/af 4o (—1)y—e —¢ o cos ™Y,
('OZ)F‘(y’Z)—(—g"_zG'I""361)"‘_ a Vo 22w T ameyo ok
: YT Ve
e +ec

Mais il reste, avons-nous dit, & faire remplir 4 cette fonction une
derniére conditi oir 25 — o pour y = =
condition, savoir — = o pour y = o0,z =o.

Nous disposerons, pour cela, de la constante encore indéterminée o
et cela servira a nous faire connaitre la valeur de ce glissement a I'o-
rigine. Nous aurons ainsi

®©
Pe G 25b? 12 o (—1 2

103 e —_—— i —— . -

( J Eo 2G'1 ! G 3¢ ! 7!'72 n? nwe\/z nTe \/T

1 —_— -_ —

[) 7 A 7

. \/G te \/G

Tome 1°% (a¢ série). — AveiL 1836, 21
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26. Expressions des deéplacements des points du prisme rectangulaire.

Substituant cette valenr de g, dans celle (45) du déplacement w, et
aussi dans I'expression (102) de F, (5, z) qu’on vient d’écrire, puis
- . 1—' 23
ajoutant, d’apres celle (g1), P 56i% "3 GI y?z pour avoir la valeur
de F (7, z) a substituer dans u, nous aurons définitivement pour les
valeurs des trois déplacements suivant les &, y, z, en représentant en

— &

r g . . . . 4
général par sih o et coh « les sinus et cosinus hyperboliques

&% —
etE "% _dea:
2
n_.aa
sax — x’ Pz Py’z Pz (=
=P —- —— —
“ P S S T3 75 Sy s S 1:’2 T ameve
n—lﬂch
Nz
s].hnﬂZ\/G ﬂ‘l’l]‘
nP_ba G' 42 (=17 bye b
pomeve
(v0f) 2
o — _ Pla—z)
== ﬂ—-———GI Y25
=3
___ ke : G’ 2d 1 (—r1)-
21| TG 3¢ m areve VV°T
' 1 n*coh
bye
P 3ar—x a—zf92y* 02
—“zE 3 P31 (E“E")'

Q7. Pressions p,,, p... Veérification de ces résultats.

Ces valeurs (104) de u, v, w satisfont évidemment aux quatre équa-
. . du Pla—x)z de du ] .
tions générales (29) - = —¢——7 o= g ete de la question,

. du ’
et, auss;,a 4 =0, ¥ =0, W =0, 7= =0 pour X =0, ¥ = 0, z=0,

ainsi qu’a la condition de symétrie en vertu de laquelle « et w restent

O . C o R R e R L e 1 T TR A S T IR TR

VRS R RS

XTI
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les mémes et ¢ change de signe sans changer de grandeur lorsqu’on
met — y pour .

Pour vérifier les autres conditions qui sont (32) et (33), dé-

’ du dv
duisons d’abord les composantes de pression p,, =G ( e -+ d—x> et

d di
Pz = G’( = d:> Nous trouverons
/ ' nnz\/—
fr @m0 bye
nP 2 / —
= o 2
P-”)‘ i 7t G’ 2 n? coh nwe VG
i —
(105) b Vs
coh” mzye cosnﬂy
__Pe( @\ PRG[ 3y 12§ (=1 VG
Po =37 ¢ 316 b* e n nrcyc
‘ coh A
i b VG’

Indépendantes de x l'une et I'autre, elies remplissent bien les deux

‘s ‘s e 14 s d Ipzs . .
derniéres conditions indéfinies (32) %’ = o, ‘Z; =0, et il est bien

dpsz — P_z

ds 1
Quant 4 la condition définie (33) p,, dy — p., dz = o qui se dé-

compose, avons-nous dit, en

. . . , . s d
facile de voir aussi qu’elles vérifient la premiére 2%
q Y dy

Pzy =0 pour y = *b, et p,; = o0 pour z=*y,

by s’annule

pour b = £ y; et, quant 4 la seconde, I'expression (105) de p,, se
réduit, en y faisant z2 = * ¢, &

3 . roos . . . n
la premiere partie est évidemment remplie puisque sin =L

o
nP b G’ 3yt 12 (—1) nxy
Pas = 316(1 2 ?27“7)’

]

qui est nulle, puisque, comme nous avons vu, on a, entre les limites

b2 b2 —_—T )
—bet b, y’=75-— %z( ;) cos 1—, égalité qui peut étre vé-
rifiée, du reste, en intégrant successivement les deux membres de o & &,

21..
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aprés les avoir multipliés, la premiere fois par dy, la seconde fois par

nrwy
b

Si I'on multiplie par dy I'expression (105) de p,., et si on I'integre

dycos

de — b a b, le ¥ disparait, et méme les deux termes 1 — 37{ de la pa-

renthése ou il est contenu, en sorte qu’il reste, en divisant par 2 b,
pour la composante moyenne de pression sur chaque bande paralléle
aux y,

(106) | El—bf_b,, P dy = —]_23_;7 (1_:_:>;

d’ot1, en multipliant par 2 bdz et intégrant de nouveau,

v j;mp,zdwzf_cc dzfjb Pe:dy = — P,

ce qui doit étre (égalité 38, art. 13) pour tous les prismes sollicités
par des forces dont la composante totale dans le sens z est — P.

¢ b
Quant a fpr de = f dz f Pay &y, on le trouve nul, comme
—e —b

cela doit étre, vu la symétrie de sollicitation par rapport au plan xz.
Ce sont deux vérifications de plus des formules qu'on vient de
donner.

28. Glissement central. Courbe d’axe. Fléche de flexion.

Le glissement central — g, est donné par expression (103). En cal-

. culant la série 2 qui y est contenue, nous avons trouvé, sin =o,1 :
PourZﬁ: + . L ' 3 T 1,25 1,5 2 2,5 3
GI

P t]
_gc,:-?Tc,x 0,69624( 0,84918

i 0,94031] 0,96177] 0,97101

0,90729 0,98341| 0,98934]0,99259.

12 - .
- Comme le terme — 2 qui y entre ales valeurs successives
9

0,69648 0,43442

0,21775

0,10464| 0,04785

0,02175]0,004537]0,000944|0,000196,

R T T Y] v s T R T R ey e g s bop A " B R I A R IR LT RARET L L T N R L R RN AT R SN N YA ERRN TRRT
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on peut I'effacer toutes les fois que ¢ yc est plus grand que 4 ye', ou
prendre

(107) g = Pe( 2aGE\ 3 P b P
7 8o = ;o1 3G¢

Les déplacements des points de I'axe du prisme rectangle sont les va-
leurs (104) de u, v, w répondant 4 ¥ = 0, 2= o, ou

P 2
(108) =0, vV=0, —W=—g,X+ — SEi <ax2_§,>

La troisiéme de ces expressions donne I'équation de la courbe d’axe,
équation tres-connue si 'on 6te le premier terme — g, x que notre
analyse ajoute.

La fléche de flexion, valeur de — w pour x = a, sera, quand on

pourra réduire — g, a (107), (vu que 1 = S, expréssion [;4) :

E
P 'P &2 Pa® _ Pa 3E ¢ b\ |
S= (z—eq*"e.—m) a "f'ﬁi“?,_m(‘ APy i &z)’
. 1 E 5 '
ou, si ¢ =p g=73"
Pa® [ 15— B
(109) f"" 3EI ( fat )
La théorie ordinaire ne tient pas compte du second terme entre paren-

théses.

29. Surface courbe affectée par les sections transversales rectan-
gulaires primitivement planes.

Si, dans I’équation générale (50) ©' =g,z + F (r, z) de cette sur-
face rapportée an plan normal a I'axe fléchi du prisme, nous mettons
pour la fonction F sa valeur donnée par (g1) et (102), le g, disparait
et nous obtenons

. ' N . sihnr Y% cosnm
11,’—-._30_3_ l_ﬁb’G' f_l—n’f_s_i_ b’Gyz 2by(G 2 ——1"—1 by 7
(moj'= 2G'1 3G/ 3 o G b*c ™ c\/G c\e
! coh nr

v Q/G
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Les valeurs positives de «' répondent aux valeurs négatives de z et ont
la méme grandeur que celles négatives répondant aux valeurs égales et
_positives de z.

En appelant, comme 4 Vart. 24, u,, la valeur de &' pour y =o,
z = — c, et en désignant par tak la tangente hyperbolique, on a

Pe 2—|—n" 2y b* G’ 26 VG \' o (—1)—  nrc |G
(o) “m—ze'l[ 3 36 77 (;c./a) X th sve |

. 1 I3 - A r . 14 \ l
-expression ou la série peut étre écrite, eu égard & ce que 1— — +
8 23

%.; ...-%—}—... = 0,901542677 :

0,9015427;.<1—tah1rw_) ](I—tahzwbg> ;( ah3m \é(})

et dont le calcul n’exige généralement pasque I'on prenne plus de deux
des parenthéses (1— tah). Nous avons obtenu ainsi, en supposant

n=1n"=0,1,

1
'

Pour—_ 2,5

I
|
0,5 ‘ 2

Pct

= 0,700000
um =561 ° )7

I0,605!415 0,656498|0,677261 0,686241‘0,690822\0,693454

= | |

’
. . - 7 -—_—Uu
Nous avons aussi fait le calcul, plus compliqué, du rapport — pour
m
une suite de valeurs de 3 et - croissant par dixiemes, pour lecas 6 =c,
3 . ~ 3
G = G'. Il suffit de prendre de deux & neuf termes du Y jusqu’a -=o0,9

. . . z . . 2" .
inclusivement ; et si, pour - =1, il en faut prendre jusqu’a trente-cinq,
le calcul s’abrége en remplagant les tangentes hyperboliques par I'unité

au dela du troisi¢me terme du 2 Voici les résultats :
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’
7

Valeurs deTizour lecasb—¢, G=G', n =% =o,1.
78

0,3 ] 0,4 | 0,5

z
Pour — ~=o,0 o 0 o 2 0 0 o o
¢

= 0,1429]0,1432(0,1437]0,14450,1456]0,1469|0,1485{0,15060,1533 0,1558
0,28310,2837|0,28480,2863|, .883(0,2910|0,2943|0,2983]0,3032 0,3088
0,41810,4190(0,4205|0,4227 (0, 42570, 4295] 0, 4344 |0, 44040, 4476] 0,456
0,54520,5463|0,5482|0,5510(0,554810,5598]0,5661|0,5740]0,5835| 0,508
0,6617{0,6630|0,6651|0,6685)0,67300,6789|0,0865]0,69610,7078 0,7219
0,7653]0,7667|0,769010,972610,7976|0,7842|0,7928|0,803910,8176| 0,8344
0,853310,854710,8571|0,8607|0,8658|0,8728|0,8321 10,8943 0,9098| 0,921
0,92340,9246/0,9268(0,9302(0,9352|0,9421|0,9515]0,0642|0,9810( 1,0028
0,9731(0,974110,9759{0,9788|0,9831 |0,0894 10,9982} 1,0106|1,0278| 11,0514
1,0002/1,0008(1,0020]1,0040|1,0072[1,0122|1,0195|1,0303|1,0469| 1,0700

o
4]
[§]
(o]
(o]
]
[s]
V]
(4]
1

Ces chiffres ont servi a tracer I’épure ci-contre. Les lignes hachées
ont été construites avec des abscisses z et des ordonnées u' prises

dans les colonnes% = o0 et% = 1en choisissant arbitrairement BA=c et

CGe = u,,, et en répétant inversement ces courbes au-dessous de B’ By.
En amplifiant, dans le sens &/, ces mémes coupes

—  ainsiquecellesintermédiaires fournies parlesautres
colonnes, on déduit facilement de leurs intersec-
tions avec diverses paraliéles & CC/, les coupes fi-
gurées de la méme surface par une suite de plans
équidistants ©' = = 0,2u,, = *0,4 u,,...,
b e voe 4= u, quon a projetées toutes sur le plan
primitif de la section dont le contour est le carré

y

AN D'D.
Ces coupes, comme on voit, sont presque rectilignes et paralieles

. . £ . \ .
a Vaxe des y jusqu’a &' = S Um,0U dans la partie ot les glissements g,

sont les plus grands. Ensuite, elles s’infléchissent légérement en tour-
nant leur concavité vers cet axe, tandis que les coupes analogues des
surfaces dans lesquelles se transforment les sections du deuxiéme et du
quatriéme degré considérées art. 18, 21 et 23, tournent lenr convexité.

IR

B
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Cela est d’accord avec ce que nous avons vu (art. 23) pour la section
du neuviéme degré, se rapprochant ordinairement d’un rectangle a
angles trés-arrondis, et on les coupes sont toutes rectilignes et paral-
léles.

Pour une section rectangle ou la largeur & serait moitié de I’épais-
seur ¢, le parallélisme en question s’observerait d'ailleurs a peu preé
pour toutes les coupes. :

Les portions des valeurs de « provenant de la série trigonométrique,

quand & < ¢, ont peu d’influence, ainsi que les autres termes affectés
2 bt

denz?—zl

= environ : et I'on peut réduire alors, pour la pratique,

les expressions (110), (111)
Pe? [z 1—x'2 3Pe fz 1—n3 . Pe n'
(n2) o/ = — —— <*———> =T LG (E_ Tﬂ;), d’'ou Un = Gr e 1+
ce qui fournit pour coupes, au lieu des lignes légérement courbes de
Ia figure, des droites paralleles aux assant 4 peu pres aux points de
sure, p JP peu |

celles-ci répondant 4 y = = 0,7 .

En sorte que 'on peut souvent regarder approximativement les sec-

tions comme se changeant dans la surface cylindrique en doucine re-
présentée par équation (y12) [*].

30. Sections de forme quelconque.

Nous venons de reconnaitre que la détermination des déplacements
u, v, w satisfaisant aux conditions du mouvement de flexion défini
art. 14, détermination ramenée par une premiére intégration (art. 16)
a celle de la fonction F qui, elle-méme, au moyen de la relation (g1)
applicable quelle que soit la forme de la section, se trouve ramenée

[*] C’est un résultat auquel nous arriverons directement et simplement dans une
note de l’art. 31 relative 4 un prisme dont la base a sa dimension 2 & trés-petite par
rapport & celle 2¢. Nous 'avons obtenue d’une autre maniére (sauf le terme en »’ né-
gligé } aux art. 40 et 44 de notre Mémoire cité sur la torsion.

Nous renvoyons au méme Mémoire, ou & I'art. 51 ci-aprés, pour la détermination
de la forme nouvelle que prennent, par suite des contractions transversales, les contours
des sections, forme qui n’a au reste aucune influence sur les résistances.

Iy e oo [ B R R S YRR DR AL ALIEIST R ALk o R RO T L R LR R T s L TN L R T R R R R R TN S T RR Y SRR R T AN
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a celle de la fonction F, devant satisfaire

[of]
e}

d*F d*F
aG 72' d d-r; = o partout,
(113) aF=o et -‘E'=o aux points y==0, z=0,
dF, d dF Pz Py?
h—GFy—"d_j G’<Tzi+g"+ﬁz’l_%>=0 sur le contour

des sections,

pouvait se faire analytiquement d’une maniére compléte pour des sec-
tions rectangulaires, et aussi (art. 18, 19) pour des sections a con-
tours curvilignes de forme extrémement variée.

Cela montre suffisamment qu’avec des sections de forme absolument
quelconque, les points des prismes peuvent toujours prendre des dé-
placements satisfaisant aux mémes conditions, car la forme des con-
tours peut bien influer sur la difficulté de déterminer les valeurs de
ces déplacements u, ¢, w, mais ne saurait rendre leur existence tantot
possible, tantot impossible : elle peut compliguer analytiquement la

. - \ d gy , .
derniére des conditions (113), 4 cause de = qui dépend de Péquation
dy

du contour, mais elle n’augmente pas le nombre des conditions, et
puisqu’elles peuvent étre remplies pour certaines sections, il doit, sta-
tiquement, en étre de méme pour toutes; ce qu’on peut étendre au
cas plus général des équations (39) a4 (42) relatives & un prisme dont
la matiére n’a de plans principaux d’élasticité que perpendiculairement
A ses arétes. :

C'est, au reste, ce qu’on peut rendre sensible par une comparaison
physique. La recherche de la fonction F, satisfaisant aux conditions
(113) qu'on vient d’écrire, n’est autre chose que la recherche des tem-
pératures permanentes F, qui seraient prises par les points du prisme,
ou d’une de ses tranches de longueur finie ou infiniment petite, sil’on
rendait les deux bases imperméables et sil'on faisait traverser les faces
latérales par des flux constants de chaleur paralléles aux y et aux z,
et ayant entre eux les relations auxquelles la derniére équation (113)

" . ‘1o ., dF, dF ,
assujettit les coefficients difféventiels ——» —— (représentant ces flux
ly dz
comme P’on sait), aux divers points du contour des sections; flux qui

Tome I°F (2° série).— AvaiL 1856. " 22
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sont les uns entrants, les autres sortants, et ceux-ci égaux a ceux-la
non pas seulement au total, mais individuellement pour méwmes valears
soit de y, soit de z, sile contour a une forme symétrique. Un pareil
état permanent des températures s’établira toujours, quelle qu’ait été
leur distribution initiale dans le prisme.

II pourra toujours étre rendu tel qu’on ait F, = o pour y = o,
z = 0, ou que la températﬁre soit zéro du thermomeétre au centre de
la section en ajoutant ou retranchant un méme nombre de degrés en
tous les points, ce qui n’empéchera pas ’état de se conserver, et I'on
pourra disposer de P'indéterminée g, pour que cet état soit tel aussi

. dF A
qu’on ait — = o au méme centre.
Z

Nous regarderons donc comme établi qu'’il existe, pour tout prisme,
un mode d’application et de distribution sur ses deux bases, de forces
ayantune résultante et un moment résultant donnés, tel que les dilata-
tions longitudinales des fibres varient linéairement ou uniformément
avec la distance quand on passe transversalement de 'une a P'autre,
comme quand on considére divers points de chacune, et que les cou-
tractions transversales soient avec les dilatations dans les rapports qu’il
faut pour que les fibres ue se pressent point I'une autre perpendicu-
lairement & leur longueur; ou, autrement dit, pour que les formules
nsitées représentent exactement ces dilatations des fibres et les pres-
sions sur les sections, aussi dans le sens longitudinal, ainsi que la cour-
bure due a I'inégalité des mémes dilatations. En sorte qu’on pourra
toujours les appliquer, sauf 4 y joindre, au moyen d’autres formules,
comme celles dont nous avons donné des exemples, ce qu’omet a
théorie ordinaire et qui n’est pas toujours négligeable, savoir les effets
dus aux glissements relatifs des sections ou des fibres, afin de déduire
de leur combinaison les fléches complétes (art. 20 et 28), ainsi que
les plus grandes dilatations qui ont lieu dans un sens oblique et qu'’il
convient de limiter pour garantir de tonte altération, méme éloignée,
la cohésion de la matiére (art. 3 ci-dessus et chapitre XII du Mémoire
sur la torsion).

Ces modes d’application et de distribution des forces sur les bases
sont donnés par les expressions (4g), art. 17, de Pzzs Pzyy Pzz €D par-
ticularisant 1és deux derniéres pour chaque forme de F, eten ajoutant
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a la premiére, p,, = P Z—I %, un terme constant g
outre la force transversale P, une traction longitudinale Q uniformé-
ment répartie que nous avons abstraite a I'art. 14 pour simplifier, et

. . 5, Q . . du . A .
qui ne fait qu’ajouter - aux dilatations —-- On pourrait méme facile-

ment, en raisonnant comme a 'art. 12, et en vertu du théoréme gé-
néral (art. 6) de composition des déplacements dus a différentes
forces, modifier les résultats pour le cas ol les faces latérales suppor-
teraient la pression constante d'un fluide dont les effets ne soient pas
censes précomptés comme ceux de la pression atmosphérique.

-_—T

lorsqu’il y a,

. Démonstration directe et sans analyse des formules connues de la
Mexion des prismes, due a leurs seules dilatations longitudinales.

Une pareille démonstration de ces formules (1) qui peuvent étre
écrites

D:bo—«}—g, [)_‘—_‘E(ao+§>a

quand on ajoute a la dilatation variablez une dilatation générale 3, et
d’ou 'on déduit { 2)

Q=Ew?d, M= £ f do
P
pour la traction totale Q et pour le moment de flexion M lorsque
la ligne z = o passe au centre de gravité, est, avons-nous dit, trés-
désirable (art. 3) pour pouvoir les enseigner dansles cours quine com-
portent pas I'établissement préalable des formules différentielles et in-
tégrales de la théorie de I’élasticité, et ou il convient cependant de ne
pas partir d’hypothéses gratuites et souvent fausses.

Pour y arriver, nous rechercherons, par le seul raisonnement, a
quelles conditions les fibres dilatées d’un prisme n’exercent les unes
sur les autres latéralement aucune action perpendiculaire 4 leur lon-
gueur ou aux arétes, ce qui amenera nécessairement 4 parler des con-
tractions transversales accompagnant alors leurs dilatations longitu-
dinales; puis, aprés avoir montré que les bases trés-petites de ces

22..
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fibres peuvent toujours, en conservant leur contiguité, étre modifiées
simultanément de maniére que cette condition de nullité d’action nor-
male soit remplie, quand les dilatations longitudinales varient linéai-
vement ou uniformément en passant d’une fibre 4 I'autre dans deux
sens transversaux, nous montrerons que si seulement les deux bases
extrémes du prisme sont supposées éprouver des tractions longitu-
dinales variant snivant cette loi linéaire, avec ou sans actions tangen-
tielles transversales distribuées d’une certaine maniére, il en est néces-
sairement de méme sur toutes les autres sections du prisme dont on
suppose que les faces latérales n’éprouvent aucune action extérieure;
que, parsuile, on a exactement (méme quand il y a des pressions laté-
rales constantes comme celles d’un fluide), les formules connues de la
flexion susceptibles d’étre étendues approximativement aux cas ou les
forces agissant aux extrémités sont un peu antrement appliquées et
distribuées, et qui sont a compléter, du reste, de toute maniére, par
les formules moins simples donnant les glissements, dans les cas ou
Pinfluence de ceux-ci n’est pas négligeable. _

Supposons donc qu'un corps élastique homogeéne ait été divisé par
la pensée en éléments parallélipipédes rectangles tous égaux, en sub-
stituant au besoin & sa surface généralement courbe une suite de petits
plans. Aprés I'action de forces extérieures, les coOtés de ces éléments se
sont un peu allongés ou raccourcis, et meme généralement inclinés
les uns sur les autres de maniére i rendre les parallélipipedes légere-
ment obliquangles. Les molécules du dedans de chacun se trouvant
plus rapprochées ou plus écartées qu'auparavant de celles des élé-
ments environnants, il s’engendre des actions moléculaires nouvelles
dont les résultantes, prises a travers les diverses faces de contact de
ces éléments, sont leurs pressions ou tractions mutuelles. La grandeur
et la direction de ces pressions ou tractions dépend des proportions
des petites dilatations ou contractions des cotés ainsi que des petites
inclinaisons qu’ils peuvent avoir prises les uns sur les autres.

Si, par exemple, les cotés sont restés rectangulaires, et si Pun d’eux
u ab est devenu ab’ ou s'est dilaté sans que les deux
e *»  autres ac, ad aient changé, comme les molécules
w m, m, n, n des éléments contigus, qui ont parti-
¢e o cipé 4 ce mouvement, auront pris des positions
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nouvelles telles que m’, m/, n’, r’, les molécules M de I'intérieur s’en
seront toutes éloignées, mais plus de celles m, m situées au dela des
faces A, B perpendiculaires 4 la dimension augmentée ab, que de celles
n, n situées an dela des faces paralléles a ab. Sila dimension ab s’est
contractée an lieu de s'étre dilatée, les distances des molécules du de-
dans aux molécules du dehors de I'élément qu’on considere, auront
au contraire toutes diminué, mais toujours plus a travers les faces A,
B qu’a travers les quatre autres faces.

Toute dilatation d’un élément dans le sens d’une de ses trois dimen-
sions développe ainsi des actions attractives, et produit des fractions
ou tensions & travers ses six faces, et toute contraction produit a tra-
vers les mémes faces des actions répulsives ou pressions proprement
dites : mais ces tractions ou pressions engendrées sont plus fortes, en
les rapportant a 'unité superficielle des faces , a travers celles perpen-
diculaires qu’a travers celles paralléles aux dimensions dilatées ou
contractées. Et 'on pourra leur donner, en faisant varier les dilatations
et contractions, telle grandeur qu’on voudra, dans les limites de la
cohésion de ia matiére. '

De plus, snivant le mode de contexture moléculaire, contexture
grenue, fibreuse, lamelleuse, etc., et qui, bien que supposée la méme
en tous les points du corps homogeéne, peut étre trés-inégale en di-
vers sens, les tractions ou pressions pourront avoir des directions
plus ou moins obliques aux faces ot elles s’exercent, méme lorsque les
éléments seront restés rectangulaires; & plus forte raison s’ils sont de-
venus, comme nous disions tout & I'henre, légérement obliquangles.
En sorte que ces résultantes d’actions peuvent méme quelquefois étre
purement tangentielles ou se réduire a des espéces de frottement ou
d’adhésion paralléle sur les mémes faces.

Cette contexture de la matiére peut, au reste, étre telle que toute
modification trés-petite des petits prismes AB changeant ou ne chan-
geant pas I'angle dac des faces latérales, mais n’altérant point la per-
pendicularité des arétes ab sur les deux bases A, B, n’engendre ja-
mais sur celles-ci que des actions longitudinales ou paralléles a ab, et
sur les quatre faces latérales que des actions transversales, c'est-a-dire
perpendiculaires aux mémes arétes; et que toute inclinaison trés-petite
des arétes sur les bases ne développe que des actions tangentielles,

T
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longitudinales stir les faces latérales et transversales sur les bases. Il
suffit pour cela, comme il est facile de voir, que les molécules offrent
dans leur arrangement une certaine symétrie par rapport a toutes les
sections transversales ou paralléles aux faces A, B prises pour bases.
FEt c’est cette sorte de contexture moléculaire que nous supposerons
lOU]OllrS.

S’il y a a la fois dilatation des éléments dans un ou deux sens, et
contraction dans 'autre on dans les deux autres, il résulte du théo-
réeme de composition correspondante des forces et des petits déplace-
ments (théoréme dont nous ne reproduirons pas ici la démonstration
donnée sans calcul a I'art 6), que les pressions sur les diverses faces
seront résultantes de ce qui serait dit a ces deux modifications succes-
sivement opérées. Et il suit du méme théoréme que deux, trois, etc.,
petitschangements égaux développeront des forces doubles, triples, etc.,
ou que les forces sont proportionnelles aux petits changements , soit
de dimensions, soit d’angles dont elles proviennent, et que récipro-
quement elles peuvent produire.

Ces changements pourront donc étre entre eux dans des rapports
tels qu'il y ait, a travers quelques-unes des faces, par exemple les
faces latérales, destruction mutuelle des forces, ou compensation entre
les actions attractives et les actions répulsives, de sorte que ces quatre
faces G, D, E, F d’un élément n’éprouvent ni pression ni traction de
la part des éléments contigus, tandis que les autres, ou les bases A, B,
en supportent d’aussi grandes qu’on veut. Ainsi, supposons que, tous
les angles restant droits, il y ait par unité de longueur une dilatation
dans le sens longitudinal ab, des dilatations — 9’ (ou des contractions
) dans les sens transversaux ac, ad, et que, d’aprés la contexture de
la matiére, toute dilatation daus un sens produise respectivement, sur
Punité des faces perpendiculaires et sur I'unité des faces paralléles,
des tractions égales a cette dilatation multipliées par deux certains
nombres ze pour les premiéres et e seulement pour les secondes faces.
On aura 1° sur les faces A, B perpendiculaires 4 a, &, des tractions
z ned +e(—2) + e(— ); 2°sur les autres faces C, D,
E, F, des tractions ne(— ) + e(— ') + ed. Celles-

. - Y 1 \
z  ci seront nulles sil'on ay = e celles-la, ou les
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. 2e )
tractions sur les bases , auront alors pour valeur (ne - n+1> d. En
sorte que si on a n = 3, les fibres latérales w’éprouveront aucune ac-

. . 1 . -
tion lorsque les contractions transversales 3 seront le Zde]a dilatation

longitudinale 3. Et les tractions sur les bases seront alors égales a la

. . e 1 T 5
dilatation longitudinale 3 multipliée par le nombre e (n -2 ) ==e
741 2

C’est ce nombre, quel quil soit pour les divers cas, par lequel il faut
multiplier la proportion de I’extension longitudinale d'un élément
prismatique pour avoir la force de traction capable de la produire,
pour l'unité superficielle de la base de ’élément, lorsque les faces la-
térales ne supportent aucune action perpendiculaire aux arétes, qui
est appelé en général coefficient d’élasticité d’extension de la mwa-
tiere dans ce sens des arétes du petit prisme.

Ceci établi, soit un prisme 4 base quelconque divisé par deux sys-
temes de plans rectangulaires paralleles & ses arétes, en fibres longitu-
dinales prismatiques. Supposons ces fibres partagées elles-mémes ex;
€léments parallélipipedes rectangles par des plans transversaux ou
perpendiculaires anx mémes arétes, plans par rapport auxquels la
contexture moléculaire est supposée jouir de la symétrie que nous
avons définie par ses effets, et qui parait avoir lieu trés-souvent.

Je dis que si les dilatations longitudinales des fibres, aux points ou
elles traversent une méme section transversale «» du prisme, ne varient
que linéairement dans deux sens rectangulaires aussi transversaux,
c’est-a-dire croissent ou décroissent uniformément avec les distances
comptées dans ces deux sens sur w, on pourra toujours transformer
leurs bases, on les petits rectangles dans lesquels cette section « se
trouve divisée, en figures qui, sans cesser d’étre contigués, auront
précisément les formes et les dimensions qu’il faut pour que les faces
latérales des fibres n'éprouvent aucune pression perpendiculaire aux
arétes.

En effet, supposons d’abord, pour simplifier: 1°. Que la matiére offre
également la symétrie par rapport aux deux autres systémes de plans
de séparation des éléments convenablement choisis, on que les dilata-
tions et contractions de leurs cotés n’engendrent, comme on a dit tout
& I'heure, que des pressions perpendiculaires & leurs faces.
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2°. Que la dilatation longitudinale ne varie que dans I'un des deux
sens, celui 0z, des lignes de division de la section w, et que, pour une
fibre quelconque dont la base a son centre en m, elle soit représentée

z ’ , . \
par P—‘, p €tant une constante nécessairement tres-grande par rapport

a4 2,, qui est ce que devient la coordonnée mp = z, distance positive
ou négative de m i une ligne de division oy dans l'autre sens. Repré-

sentons par ¢ et ¢ les rapports constants (l I’un et I’autre dans I’exems-

4

ple pris tout a l’heure) qu’il doit y avoir entre les contractions trans-

versales dans les sens 0y et oz et la dilatation longitudinale de la fibre
pour que les faces latérales n’éprouvent ni pression ni traction nor-
male. Puis décrivons, sur un plan, unarc de cercleo, y, avec unrayon
cr .

. 0,C= g, et des arcs concentriques ¢y, ¢,
c,,... dont les petites distances consécu-
tives 0, Cy, C, Cy... soient égales aux cOtés

z £ primitifs oc, cc, cc... des éléments réduits
AR : dans la proportion de ¢ par suite des di-
c H . . . .
(et latations longitudinales de ceux-ci, ou mul-
\ L ]
~LE B

. vy 2z . .
tinliés par 1 — ¢ —- Si nous tirons, par le
P p

centre C, des rayons aux points de division de I'arc o, y, en parties
0, b,, b, b,,..., égales aux cotés ob, bb,..,, des bases des mémes élé-
ments dans I'autre sens, nous aurons partagé le plan en quadrilateres
mixtilignes pouvant étre regardés comme rectilignes vu leur petitesse,
et dont I'un quelconque ayant son centre m, a la distance m, p, de
P’arc o, 7,, aura dans le sens des arcs une largeur qui sera a la largeur
g

primitive bb = b, b, de I'élément correspondant comme >~ — i p, est

. m \
a EE, ou comme 1 —s—iﬂest al.
p

D’onr il snit qu'en prenant z, = 2, Py, les petits quadrilatéres mixti-
lignes, comparés aux rectangles en méme nombre qui servaient de
bases aux éléments ou aux fibres, remplissent bien la condition voulue
d’avoir précisément les dimensions que les déplacements doivent faire
prendre a ceux-ci pour que les faces latérales ne supportent pas de
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pressions normales, et, aussi, la forme nécessaire pour qu’elles n’éprou-

vent pas d’actions tangentielles transversales, puisque leurs angles sont
restés droits. Et la possibilité énoncée de la transformation des uns
dans les autres sans faire cesser leur contiguité, se trouve en consé-
quence démontrée.

La construction qui fait voir cette possibilité s’opérerait aussi faci-
. . . . . ’ , Z . Z,

lement si les dilatations étaient représentées par 9, + = au lien de =':
p

ou si les fibres coupant oy n’étaient pas de longueur invariable : on

2 \ . —£d,
a prendre le centre C des arcs 4 une dlstanceg- —
o

lieu de E« et les points de division b,, &,,..., du premier arc i des dis-

b

n’aurait qu au

tances égales aux distances primitives ob, bb, bb,..., multipliées par
I — £d,. :

Ou bien, aprés avoir tracé la figure comme si 'on avait la cone
stante 9, = o, on contracterait tous les petits rectangles mixtilignes
dans une proportion &), suivant les arcs, et ¢ 3, suivant les rayons, ce
qui ne les empécherait pas de rester contigus.

Si la dilatation variait linéairement dans les deux sens o0z et oyala
fois, ou si elle était représentée par 9, +§' +?, J. étant ce que de-
vient la distance » de m 4 oz, on pourrait faire la construction d’a-

. ’ . PN Z . . ’ -
bord comme si elle se réduisait 4 3, + =, puis comme si elle se rédui-
g

sait é%,', et définitivement en composant géométriquement ensemble

les déplacements transversaux trouvés dans ces denx hypotheses, ce
qui donnerait, comme il est facile de le voir, un réseau de quadrila-
téres curvilignes dans les deux sens, et toujours orthogonaux, satisfai-
sant ainsi aux conditions voulues.

Mais on peut, en négligeant les différences de %‘ aZ,deZ aZ et les

!

autres quantités teés-petites du second ordre [*], construire le réseau

z " .
[*] Comme dg, est = dz (;-— ¢ F‘) lorsque la dilatation ne varie que dans le sens

Tome ¥er (2¢ série). — AveiL 1856. 23
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d’une autre maniére qui a Pavantage de s’appliquer également au cas
général, supposé le cas ordinaire comme nous avons dit, ot la matiére
du prisme v'a pour plans de symétrie que les sections transversales, et
ou, par suite, la nullité des actions mutuelles transversales des fibres
exige que les cOtés de leurs bases rectangulaires non-seulement se
contractent, mais encore généralement s’inclinent légérement un sur
I'autre de quantités proportionnelles aux dilatations longitudinales [*].

. . \ dy,—d
Alors, comme les proportions des contractions des cotés sont J.ij

dz, — dz dy, dz, . . . - .
et ————; et coinme 2~ 4+ ——est la petite inclinaison qu ils ont prise
dz dz dy

Uun sur 'autre, ou le resserrement de deux des angles opposés des élé-
. . kq ’ . . .
ments superficiels, on devra avoir, 3, 4= + ]—', étant la dilatation longi-
p P

tudinale, et &’ un nouveau nombre constant

0 dy,—ay | 1 — s L R I .y @Lzl_”(fz.
(114) dfl—-!l.}’[l _<Do+ +P,>], dz, —dz [[ & <DO+P+ )], dz+dy—5 D°+{,+P’

p ¢

A

Si I'on integre les deux premieres de ces équations, il faut ajouter
respectivement des fonctions arbitraires f(z) et f( y) a leurs intégrales;
et, eu substituant dans la troisiéme équation, elle devient

z e

J @) —ds = o= =) e+ T

Elle est satisfaite en faisant les deux membres égaux a4 une méme

'z
. ., 2, - z ¢2* 57z i
z, on obtient, en intégrant, - —= — \ 1—e £ == o~ ==+ == — ... quiest
P e 20 6p

. , . .3 - z? R .
bien reductible a; en négligeant —, trés-petit du second ordre.
4

[*] Ce cas de contexture & un seul plan de symétrie est plus étendu que celui que
nous avons traité analytiquement i partir de la fin de 'art. 16, Clest celui des for-
mules (7) de I'art. 9. La nullité des actions transversales p,,, p., et p,, sur les faces la-
térales ou paralléles aux «, exige bien, d’aprés ces formules comme d’aprés un raison-
nement facile, que y; 3: et le resserrement d’angle g,. ou la petite inclinaison mu-
tuelle des cotés des bases des éléments soient dans des rapports constants avec d;, quelles
que soient les inclinaisons g.,, g.. des arétes sur les bases, car celles-ci n’engendrent
sur les faces latérales que des pressions tangentielles p,,, p...
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constante arbitraire ; et cette constante est égale & €"), si ’on suppose,
pour abstraire les translations et les rotations générales, que le premier

élément de la ligne oy est resté immobile ainsi quel'origine 0, ou que

dz,

Pon ag =0 ainsi que ¥, = 0, z, = o pour y = 0, z=o0. llen résulte,

pour satisfaire aux trois équations différentielles (1 14) exprimant les
conditions & remplir afin que les fibres ne se sollicitent pas trans-
versalement,

"o !y 2
g 2 —25]'Z €2 —E‘}’
-

=32+ (1 —8& -+ -
(115) 4 e o °f i
& yr—od yz g2 —ey?

5, == (1—¢€d) 2 + 7 Iz .

b}

ce qui prouve que ces conditions sont trés-compatibles entre elles, et
ce qui donne les positions des points du nouveau réseau formé par les
bases des éléments, ou les deux systemes de lignes qui les limitent.
" Ainsi la seconde de ces expressions (115), en attribuant 4 z diverses
valeurs constantes, donne les équations des lignes légerement courbes
dans lesquelles se.sont changées les droites tracées primitivement sur
la section & parallélement aux y: ce sont des paraboles dont le rayon

. . qee d*z
de courbure est sensiblement constant et égal 4 I'inverse de —;Iy—,‘ =

1"
& \

€ . . o \ 1

; + 7 et qui se confondent ainsi 4 trés-peu pres, lorsque 5= 0, avec

les arcs de cercle trouvés ci-dessus, dont les rayons pouvaient étre
4 14 7 « 37 o

regardés comme égaux vu la grandeur supposée considérable de > par

rapport 4 z ou z,. La premiére expression (1 15) donne de méme pour
les lignes de division qui étaient primitivement paralléles aux z, des

. e EU
paraboles ou des arcs de cercle dont le rayon est Vinverse de S+
et qui se réduisent 4 des lignes droites comme ci-dessus lorsque ¢'= o,
ou que les angles des petits rectangles doivent rester droits, si, cn

A i o s . . . .
méme temps, ona -, = o, ou variation de la dilatation longitudinale

avec la coordonnée z seule.
Toutes les fois donc (conformément a ce que nous avons avanceé)
qu’on aura un prisme dont la contexture offre par rapport aux sections

23 .
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transversales une symétrie telle que le changement des dimensions de
ses fibres ou éléments longitudinaux et I'altération des angles de leurs
bases ne puissent engendrer sur celles-ci que des actions longitudi-
nales, et sur les faces latérales que des actions paralléles & ces mémes
bases, si les dilatations longitudinales éprouvées par ces fibres ne va-
rient que linéairement dans deux sens transversaux aux points ouelles
traversent une section quelconque, leurs bases pourront tounjours
prendre, sans cesser d’étre contigués, des formes telles que les fibres
n’exercent les unes sur les autres latéralement aucune action perpendi-
culaire 4 leurs longneurs [*].

Ce leinme va nous conduire facilement 4 la démonstration cherchée
des formules connues de la flexion pour les cas ot elles sont rigou-
reuses.

[* ] On peut voir que, réciproquement, I'action latérale des fibres ne peut étre nulle
dans le sens transversal qu’autant que leur dilatation longitudinale varie uniformément
del'uneal'autre avecla distance mutuelle mesurée au moins dans deux sens transversaux.

En effet, supposons d’abord la contexture symétrique par rapport i chacun des trois
systemes de plans de séparation des éléments. Leurs angles devront rester droits pour
que les actions en question soient nulles. Or soient, aprés les déplacements sur une
méme section w, abdc, cdfe les bases de deux fibres contigués : si les cotés ac et ce, bd
et df ont des longueurs égales et s'ils sont restés rectilignes, il faut, pour que leurs

et ¢_f anglessoient encore droits aprés la courbure que peuvent avoir prise

ch cl_1an les autres cotés, qu'il y ait la méme différence de longueur entre ceux

L~ opposés ab et cd de la premiére base qu'entre ceux cd, efdela se-

conde. La méme équidifférence doit exister si ace, bdf sont devenus

aussi legérement courbes tout en conservant la perpendicularité 2 ab, ed, ¢f, car on peut

les remplacer par les lignes ponctuées qui leur sont tangentes aux milieux ¢, d, sans

changer la longueur des cotés perpendiculaires ab, fe que de quantités d’ordre négli-

geable. Et il doit y aveir équidifférence aussi dans l'aulre sens, c’est-A-dire entre les

cotés ac, bd, gh de la base abdc et de celle dbgk d’une troisi¢me fibre contigué a la pre-
miére si 'on suppose ab = bg, cd = dh.

Comme les lignes maintenant équidifférentes étaient primitivement égales, on voit
que les contractions subies par les cotés des bases des fibres doivent varier linéairement
ou uniformément avec les distances de celles-ci, dans chacun des deux sens de divi-
sion , pour qu’elles n'exercent les unes sur les autres par leurs faces latérales aucune
action tangentielle transversale.

Or, pour qu'elles n’exercent par les mémes faces non plus aucune action normale, il

a—% 43
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Commencons en effet par le cas le plus simple, celui de la flexion
egale ou circulaire , ou les déplacements longitudinaux sont supposés
tels que les sections transversales restent toutes planes et normales aux
fibres également dilatées ou contractées d'un bout a I'autre et changées
en arcs de cercle dont les centres se trouvent sur une méme droite, in-
tersection commune des plans nouveaux des sections; en sorte que si
%, est la dilatation de la fibre qui passe par les centres de gravité des
sections, p son rayon ou sa distance i I'intersection dont nous par-

lons, et p + zle rayon d’une autre fibre quelconque, on a (r+9,) pre

pour la longueur nouvelle d’une portion de cette fibre égale primiti-
vement & 'unité, et par conséquent

DO+

]

pour sa dilatation longitudinale (vu que 2, et gsont supposés trés-pe-

tits et leur produit négligeable ) - Et supposons les déplacements trans-

versaux relatifs tels, sur toutes les sections w, que les fibres n’exercent
les unes sur les autres latéralement aucune action transversale, ce que
nous venons de démontrer possible quand les dilatations longitudi-
nales ont une pareille expression. En désignant par E le nombre que

faut, comme nous avons vu ci-dessus pour une pareille contexture , qu'il y ait un certain
rapport constant entre les dilatations longitudinales des fibres et les contractions laté-
rales dans les deux mémes sens,

Done, pour que les fibres d’un pareil prisme ne se sollicitent pas perpendiculaire-
ment A leur longueur, il est récessaire que leurs dilatations longitudinales varient uni-
formément de I'une A autre dans les deux sens transversaux paralléles aux intersections
des plans de symétrie de contexture.

En passant au cas plus général ot il n’y a de plan de symétrie que perpendiculaire-
menl aux arétes du prisme, on verra facilement que les trois équations différentielles
(114) ne peuvent étre d’accord entre elles, ou satisfaites par les mémes valeurs de y,
et z, en y et zsi 'on ajoute destermes affectés des secondes puissances ou des puissances

. " s z . .
supérieures de y ou z aux trindmes entre parenthéses J, + ;+‘Z, exprimant les dilata~
P

tions longitudinales. On ne peut y ajouter qu’un terme en yz, n’empéchant pasla dila-
tation de varier uniformément dans le sens de chacune des coordonnées y, z. Dong, etc.

(NIE

T

o
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nous avons tout 4 '’heure appelé coefficient d’élasticité d’extension,
les actions toutes longitudinales exercées sur les éléments dw des sec-
tions seront exprimées par

Edw (Do + E)

Les actions sur les deua bases extrémes auront la méme expression
et les actions sur les _ﬁzces latérales du prisme seront nulles.

Réciproquement, comme le probléme des petits déplacements relatifs
des points d’un corps élastique est complétement déterminé lorsqu’on
donne les forces extérieures qui y agissent, Un prisme dont les faces
latérales ne supportent aucune action et dont les bases extrémes sont

sollicitées par des tractions longitudinales Edw (30 + E) » C’est-a-dire

des tractions (positives ou négatives ) égales sur toutes deux aux points
homologues , normales aux éléments dw ou elles s’exercent, et variant
linéairement avec une méme coordonnée transversale z, éprouvera pré-
cisément les déplacements tant longitudinanx que transversaux que
nous venons de supposer, c’est-a-dire une incurvation en arc de cercle
dans un plan paralléle aux arétes et a z, avec des dilatations longitu-

. 2 . . , . P
dinales 3, + ; partout, et, aussi partout dans lintérieur, les mémes

tractions longitudinales Edw (Do + §> que si ces fibres étaient isolées.

En sorte que les formules de la théorie ordinaire de la flexion s’y ob-
serveront exactement,
De plus, ses fibres éprouveront des contractions transversales

/
g (bo—i- §>, 4 Kao +§) dans un sens perpendiculaire et dans un sens

paralléle & z, en sorte que le contour de ses sections prendra le léger
changement de forme qu’assigne la construction ci-dessus (et que I'on
peut observer expérimentalement en fléchissant un parallélipipede de
caoutchouc).

Passons maintenant & un cas plus compliqué et bien plus habituel,
celui de la flexion en arc non circulaire dont I'inégalité de courbure
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d’un bout a Pautre du prisme est déterminée par des forces agissant
transversalement ou tangentiellement aux sections.

En raisonnant comme tout 4 ’heure d’'une maniére d’abord inverse,
‘nous ferons des hypothéses sur les déplacements en nous les donnant
tels : 1° que les diverses sections « se soient toutes infléchies et incli-
nées de la méme maniére sur les fibres, de sorte que les portions
mm' n' n de celles-ci comprises entre deux sections trés-voisines aob,
a’ o' b’ aient apres la flexion la méme longueur que les
portions pp’ q' g comprises entre deux plans doe, d'o’ e’
menés normalement 4 la fibre centrale 0o’ par les cen-
tres de gravité o, o' des sections, et que les dilatations
longitudinales puissent ainsi étre toujours exprimées

par 9, + ga 9, étant la dilatation de la fibre o0/, ¢ son

rayon de courbure oG, et z la distance d’une fibre
quelconque a la droite o menée par le centre de la
section, parallélement 4 P'intersection C des deux plans
normaux ; 2° que les fibres se contractent latéralement
(ainsi qu’on 1’a démontré possible toutes les fois que leur dilatation a
une expression linéaire) de maniére qu’elles ne se pressent pas I'une
Pautre perpendiculairement 4 leur longueur, et que par conséquent

. ' . z -
la traction longitudinale sur I’élément dw soit Edw <30+ ;) ; ce qui

n’empéche pas les mémes fibres de pouvoir exercer les unes sur les
autres des actions longitudinales analogues a des frottements sur leurs
diverses faces latérales telles que mm', nn', etc., en vertu de leurs pe-
tits glissements les unes devant les autres ou des inclinaisons qu’ont
prises leurs. arétes sur leurs bases dw = mn ou m'n’; 3° que 2, soit
constant, en sorte que les diverses sections w déja sollicitées tontes tan-
gentiellement par les mémes forces transversales qui dépendent de ces
inclinaisons, et dont nous appelons P la résultante constante supposée
paralléle 4 oG ou aux z, soient aussi sollicitées toutes par des forces
longitudinales ayant la méme somme E®?,; mais que I'on ait la cour-

. y . I 1) 7 \ Pla — )
bure ;—variable uniformément d’un bout a I'antre, et égale a %’7

I exprimant le moment d’inertie fz“dw de la section © autour de la
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ligne o, et P (@ — x) le moment variable autour de la méme ligne o,
des forces extérieures qui agissent & Pextrémité du prisme; en sorte
que ces forces sont tenues. en équilibre de rotation par les tractions

Edw (Do -+ E) sur une méme section, vu que le moment total de celles-

ci est P fz”dw; 4° enfin que, d’aprés la forme courbe aob prise par

toutes les sections, les actions tangentielles longitudinales soient nulles
sur les faces latérales extérieures du prisme, et que, sur les faces mn?,
nr/y etc., d’un élément quelconque de fibre, les différences qu'offrent
ces actions tangentielles en vertu de ce que les inclinaisons des arétes
sur les bases ne sont pas les mémes en m qu’en 7, en m’ qw'en ', etc.,
se trouvent juétement équilibrées par la différence due a°la variation

de ;—, des actions aussi longitudinales Edw (30 + E) qui s’exercent en

sens opposé sur les deux bases mn, m’ 1/ du méme élément.

La compatibilité des trois premiéres de ces suppositions faites sur les
déplacements est évidente d’elle-méme; et comme elles assurent I'équi-
libre soit de translation, soit de rotation générale, de toute tranche
comprise entre deux sections w, elles se concilient aussi avec la qua-
triéme dont Faccomplissement se réduit & choisir, parmi I'infinité des
formes attribuables 4 la surface courbe des sections infléchies, celle
qui produit 'équilibre de detail, ou de chaque élément de la tranche
en particulier; forme qui doit toujours exister, bien qu’on ne puisse
Passigner pour chaque cas qu’a la suite d’une analyse plus ou moins
compliquée, dont nous avons donné ci-dessus divers exemples [ *].

{*] On peut déterminer cette forme immédiatement dans un cas simple, le cas ol
les sections supposées rectangulaires seraient assez étroites dans un sens perpendicu-
laire au plan de flexion o C o’ pour que les coupes aob de leur surface courbe pussent
étre regardées comme les mémes par tout plan paralléle a 0 Co'.

En effet, — u’ étant la perpendiculaire abaissée de m sur le plan doe perpendicu-

N ; du’ e
laire lui-méme 4 la tangente i la fibre centrale en o, = 5t linclinaison de cette tan-

gente sur la section au point m; mais la fibre ou ligne matérielle mm’ primitive-

a

ment parallele & la fibre centrale, a sur elle maintenant une légére inclinaison

< : et 7 K .
due 4 ce que les contractions dans le sens z ont étée (bo -+ -) sur la section aoé , et
p
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Lesdéplacements des points du prisme étant tels qu’on vient deles sup-
poser, ses faces latérales n’éprouveront aucune action, et ses denx bases

ar
O Pl + :if.z; « mm’ sur celle @’ o’ &', ce qui a rappro-
ché le point ' plus que le point /2 de la fibre centrale oo’, de
ar
P

z
db - nm’, f zdz, etdonne ainsi en divisant par mm’ et inté-
T 0

8'

! 52
grant,—e-z— P
2 d.

~— pour l'inclinaison de mm’ sur cette fibre centrale;
x

1
t
{
1
!
!
i
] I
1
i
!
'
'
‘
H
;
|

I
ce qui fait au total do’ &2 i.i pour Uinclinaison prise par la
dz 2 dx
fibre mm' sur la section & & laquelle elle était primitivement perpendiculaire.

Appelant G’ le coefficient par lequel il faut multiplier cette inclinaison ou ce glisse~
ment pour avoir, par unité superficielle, la résistance qu’il développe, et 25 la petite
largeur dela section dont 2 ¢ représente la hauteur doe, on a pour Péquilibre de trans-
lation longitudinale d’une tranche mm’ n’ n de cette largeur 24,

1 2
d— d.E (0, +-
dldd 22 p (" p>
' 2y __:2 F —_ do
G.zbdxdz 7 > r dz 2 bdz z;
I
ou, co meEI~P ) ———d;— P = 3P .
» com o (a—x,dx... EI — Ewe?’

G,d /du &z 3P __ 3Pz
dz K.dz 2 Eac?/ T we?’
- - c oo . dd 22 3P
d’otr, intégrant de maniére que, pour z = ¢, I'inclinaison d—L; -+ ETZ Fact de la fibre
sur la section soit nulle :

o <du’+e’z’ 3P > _3P(F—¢)

dz 2 Ewc? 20ct
ou, intégrant de nouveau de maniére que «’ = o pour z= o,
, 3Pe¢ [z gG\ 2
U= ——-— - {— — — 1.
2G'w e E /3a)

comme nous avons déja trouvé art. 29, expression (112).

Cet exemple suffirait pour convaincre, s'il en était besoin, que le probléme de la
forme courbe des sections n’impose pas, quel que soit le contour, plus de conditions
gwon n’en peut remplir, et qu’il a par conséquent toujours une solution.

Tome I¢r (2¢ sérle). — AveiL 1856, 24

~
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extrémes seront sollicitées par des forces longitudinales Edw ( do + g)

et par des forces tangentielles ou transversales qui dépendent de la
forme nouvelle des surfaces des sections primitivement planes.
Réciproquement, comme les déplacements relatifs sont produits d’une
maniére unique par des forces extérieures données, Un prisme dont
les faces latérales ne sont soumises & aucune action et dont les dewx
bases extrémes supportent & la fois, 1° dans le sens longitudinal , des
tractions (positives ou négatives) qui varient linéairement ou qui sont

exprimables par Edw (Do + :—) » Edw (Do + :—) » la constanted, ayant
“1 2

. . 1o .
une méme valeur sur les deux bases, mais cplles; ' ayant générale-
] 2

ment des valeurs différentes dont Uune des deux peut étre nulle, et la
coordonnée transversale z étant, du reste, comptée et dirigée de la
inéme maniére sur L’une et sur lautre ; 2° dans un sens transversal ou
tangentiel, des actions qui ont mémes grandeurs et directions aux
points homologues de ces deux bases dont nous appelons a la distance,

et une résultante P ayant avec le quotient % (é - é) un rapport de-
2 1

terminé qui deépend de la forme et de la grandeur des sections [*], ainsi
que le mode de distribution des mémes actions ; ce prisme , dis-je , pren-

dra dans toutes ses parties des dilatations longitudinales 9, + g, ;:— va-

. . , o1
riant uniformément le long de Uaxe entre ses valeurs extrémes ~»> -

po e

les éléments dw de chaque section intérieure supporteront des actions

{*] Ce rapport est E [ z°dw, ou plus généralement EV([#do) 4+ fride),

11 1 L .
car — (— — — ) n’est autre chose que ce que nous désignions dans la note précédente
P2 £

(I .
par — d;; et, P, et P, étant les composantes de P dans le sens z et dans le sens d’une
-

autre coordonnée y perpendiculaire 4 z, enfin 2 — z la distance de » i la seconde extré-
mité¢ du prisme, I'équilibre de rotation autour des lignes z, y passant par o, s'exprime

par —P,(a—x):fEdm (ao‘f—g)z’ —Pl(a-x)szdw (Do+§)]5

d 1 ) d 1
d’odt P,=E 2o - = .- .
ot P, fz ® de,P, Efyzdm &7
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normales ou longitudinales Ed w (30 + E) » et précisément les mémes

actions tangentielles que chacune des deux bases extrémes ; actions
dont la résultante P doit produire, avec un bras de levier égal a la
distance de chaque base 4 unesection quelconque, un moment capable
de contre-balancer justement celni des actions longitudinales autour du
méme axe tracé sur cette section par son centre.

En sorte que, pour un pareil mode de sollicitation , on aura exacte-
ment les formules connues de la théorie ordinaire de la flexion des
prismes, accompagnée d’extension de la fibre centrale; formules ne
donnant jamais, au reste, comme nous avons dit, que la partie des
déplacements due aux dilatations longitudinales des fibres, et aux-
quelles il faut joindre, pour avoir les autres parties et en tirer les con-
ditions complétes de résistance, les formules un peu plus compliquées
et que I'analyse seule peut fournir, qui donnent les déplacements dus
aux petits glissements des tranches ou des fibres 'une devant autre;
déplacements le plus souvent négligeables, mais qui dans quelques cas
augmentent sensiblement la flécke de tlexion, ainsi que la dilatation
maximum, alors de sens oblique, qu'il convient de limiter pour pr¢-
venir les ruptures. '

32. Conclusion. Observation génerale pour le cas ou le mode d’ap-
plication et de distribution des forces extérieures vers les extremilés
est différent de celui qui rend tout a fait exactes les formules «ux-
quelles conduit la méthode mixte. '

Ainsi que nous avons dit art. 3, si le mode de sollicitation est diffe-
rent, ou si des forces ayant & chaque extrémité méme résultante géo-
métrique et méme moment résultant que celles dont nous venons de
parler, y sont appliquées et distribuées d’une autre maniere, les résul-
tats ci-dessus pourront étre toujours employés comme représentant
trés-approximativement 1'état du prisme, supposé n’éprouver dans
Pintervalle aucune action extérieure.

En effet, si, sur deux sections quelconques de ce prisme, extrémes
ou non, la distribution des forces a lieu comme on a dit, Panalyse
précédente prouve qu'elle aura liew, par cela seul, de la méme ma-
niére sur toutes les sections intermédiaires. L’ ékat que ces formules dé-

24..
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terminent est ainsi pour les diverses sections considérées a partir de
chaque extrémité, ce qu’est Pétat permanent d’un écoulement d’eau,
ou l'état de réglement du mouvement d’une machine, etc., pour les
divers instants considérés & partir de I’état initial : c’est un état limite
qui se continue de lui-méme une fois qu’il est atteint quelque part, et
vers lequel converge jusque-ld I'état réel du prisme fléchi, quel que
soit le mode d’application de forces données vers les extrémités, 2 me-
sure que I’on considére des sections moins proches de celles-ci, car ici
le réglement s’opeére par I'espace et non par le temps.

C’est une remarque que nous avons eu ’'occasion de faire ailleurs
pour les divers cas de torsion et méme pour celui d’extension d’un
prisme par des forces qui le tirent aux deux bouts, cas dont la formule
trés-simple et admise par tout le monde sans difficulté est cependant
subordonnée, pour étre exacte, aussi a la condition d’une distribution
déterminée des forces de traction.

La convergence est-elle prompte, ou I’état-limite de distribution in-
térieure qui tend & s’opérer s’opére-t-il en effet sensiblement 4 de tres-
petites distances? Cest ce que I’analyse ne peut encore révéler (art. 3),
mais ce dont plusieurs faits d’expérience ne permettent pas de douter.
Que, par exemple, on pinceavec des tenailles un prisme en caoutchouc,
on verra que I'impression produite s’étend a peine de part et d’autre 4
une distance égale a sa plus grande profondeur : elle parait absolument
nulle au deld. On observe quelque chose de semblable en étendant
transversalement quelque part une laniére de cette méme substance.
En général, les déplacements produits dans les diverses parties d’'un
prisme par des forces qui se font équilibre par P'intermédiaire d’une
de ses parties, deviennent tout A fait négligeables hors cette partie, a de
trés-petites distances des points ou les forces s’exercent.

Or, quel que soit le systéme des forces qui agissent 4 chaque extré-
mité d’un prisme pour le fléchir, le tordre, I'allonger, etc., on peut
toujours le remplacer par deux autres systémes, 'un de forces ayant
meéme résultante géométrique et méme moment résultant que les
forces données, mais appliquées et distribuées de maniere a engendrer
des déplacements exactement représentés par les formules; 'autre
systeme se composant de forces ayant une résultante et un moment
nuls, c’est-a-dire de forces se faisant équilibre sur une portion tres-
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courte du prisme, et pouvant étre négligées comme nous venons de
dire quant & leurs effets sur le reste de ce solide.

On peut donc regarder tout au moins pour la pratique les déplace-
ments produits par des forces extérieures, appliquées et distribuées
d’une maniére quelconque vers les extrémités des prismes, comme re-
présentées par les formules que I’on tire des équations différentielles de
Iéquilibre d’élasticité traitées par la méthode que nous appelons mixte,
méthode qui fournit des valeurs rigoureuses dans un cas, et, dans tous
les autres, des limites promptement atteintes hors des petites portions
ou les forces s’exercent, et que les constructenrs ont toujours soin de
renforcer ou de garnir de fourrures.

En_sorte que si Uon parvient un jour 4 déterminer analytiquement
d’une maniére compléte I'état intérieur d’un prisme pour des forces
agissant d’une maniére quelconque vers leurs extrémités, tout porte
a prévoir que les formules excessivement compliguées auxquelles on
arrivera retomberont dans celles dont nous venons de parler lorsque,
pourles rendre applicables, on les débarrassera des termes peuinfluents,
causes de leur complication et expression des effets, rapidement éva-
nouissants, de systémes en équilibre on n’apportant rien & la résultante
ni au moment total qu'il suffit ainsi de considérer seuls pour chaque
extrémité.



