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Détermination des valeurs d'une classe remarquable d’intégrales
définies multiples, et démonstration nouvelle d’une célébre for-

mule de Gauss concernant les fonctions gamma de Legendre;

Par M. J. LIOUVILLE.

1. L’intégrale définie
k’
‘)
f e “/da
[V
est, comme on sait, égale a
L m -2k
> Vme?t,

k désignant une quantité quelconque positive ou nulle. En y rempla-
cant « par yx et doublant sa valeur, on a donc

LA .
% —(admm) ~em1- -

(1) f e (“ “)a° xda=\/1ze”".

. o

Jignore si I'on a remarqué déja que la formule

't pAry nl— o
r (;) r (T)— 2" ~#yn T (u),

ouT (u)désigne, suivantlanotation de Legendre, I'intégrale eulérienne

de seconde espéce
hd —1
f e~ =a" " "da,
(o)

est une conséquence immédiate de 'équation (1). Il suffit de multiplier

les deux membres de I'équation (1) par &*~ dk, puis d’intégrer de
¢ =104 k= oo.Cela donne en effet, en changeant I'ordre des intégra-
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tions pour « et &,

&2

fxe—ua;—ldaf e~;é'u—ldl‘: \/;f Je‘”‘k’u—‘dk.
(2] 0 0

Orona

fwe~§k#—’dk=1a%fwe—'gﬁ dﬁ——ha%r(y)
o ° °

et

fwe—'-'k/f" Tk = 2L
o : ~

2
Substituant et multipliant par 2, on arrive a la formule citée.

2. Je me propose, dans cette Note, d’étendre la méme analyse a
la démonstration de la formule générale que I'on doit 4 Gauss :

(A) r(%)r(f—j—’) r (f-l*‘—,’zz> = ni_"(m)n;r(p).

Je regarde comme connue I'équation d’Euler

n—I
r <1> r (E> A (”_ I) = -I;(an)T’
n n n n
qu'on établit aisément par différents moyens. Mais j’ai besoin de
trouver d’abord les valeurs d’'une classe d’intégrales multiples, trés-re-
marquables du reste en elles-mémes, et qui peuvent étre appliquées
utilement 2 la recherche des intégrales de certaines équations aux dif-
férences partielles.

Ainsi pour le cas de n = 3, c’est-a-dire pour démontrer la formule

() r () r () =3 s ),

\

je me sers de l’intégrale double

I

[7f7e (o) i g,

1r..
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dont je prouve que la valeur est

ou

Admettant en effet qu'on a

X1 1 2

multipliez les deux membres par 7 dk et intégrezdek=o a k= .
I’intégration par rapport & k s’effectuera sous les signes f en ob-

servant que

k3 fl_
3

l e “FK' T dk =5 (af)

et le premier membre deviendra

2 (5) [T T
() () (159),

quant au second membre, on trouve

3—; f " e KTk,

3n :;g r (P‘)

1 [ p+1 pt2\ 2w
() ()T () =i T e

et, en multipliant par 3, la formule (B).

c’est-a-dire

ou

De la
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En général, I'intégrale définie & (n — 1) variables

[ —_
* A —(“|+1,+--.+¢n-l+n—-—“m——) l——l %—I n—nl""l
ce gt n
e e Enetl gt g a, doayda,...dog, ,,
o o

que je désignerai par R, a pour valeur

n~—1

—nk

=(am) 7 e,
etil suffit de multiplier par A~ dk les deux membres de I'équation

. qui exprime ce fait, puis d’intégrer de k = 0 4 k= «, pour obte-
nir la formule (A).

3. Le calcul qui conduit a cette formule (A) peut éire présenté au-

trement, en s’appuyant toujours sur la valeur de notre intégrale R, mais
en partant, non plus de cette intégrale, mais du produit

r(g)r(Es) (et =),

quon peut mettre sous forme d’intégrale multiple, savoir

w © ) £, /—A+l——1 F—~‘+"-l~1
- [ n
f f e~ (@t ot @, e O " doda,...de,_,.
o [s)

Substituons en effet, dans cette intégrale, a la variable o une auatre
variable & ayant les mémes limites, en posant

‘.n
o= -
Ay Hge s Gpey
ce qui donne
23
B nkt Y dk
" do = e
(@ @y oo gy }”

le résultat de la substitution contiendra notre intégrale R; car il peut
s'écrire :

nfw RA T dk.
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Si donc on admet que

il deviendra
l L——I *© Iu.—l
n’(am)’ f ek dk,

c’est-a-dire

1 n—1

n’ F(n n)TI“ ()3
d’ou résultera de suite la formule (A).

4. La formule

ou, si ’on veut,

R=T ()7 (5)r () e
n n n
se démontre, au surplus, bien simplement.

Pour mieux faire comprendre notre méthode, revenons d’abord sur
le cas de n = 2. Alors

)
—_— — iz - = —1
R —_— e o a’ da,
[+]
donc
dR “ (oc—ﬁ—p) ! )
- - «) 2 de
R S
Substituons i la variable ¢ une autre variable £ en posant
& R . d
= —, dou -= et _az_ﬁ
p @ x g

Les limites pour § seronte et 0, ou bien o et @ en changeant le
signe de df3. On aura par suite

ey I Al
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c’est-a-dire
dR

'a—k:“"‘lR,

et partant

R = Ce®,
La constante G se détermine en posant k = o; elle est égale a y7..
On a donc bien

K t
fwe—(u+;) a;—ldar:\/r_r e " .

Soit a présent n= 3, ou

IS 1 2
o+ 3 =1 —1
R= ff (roess) 3 & dadp.

En différentiant par rapport a k, on a

k® 1 2
j_§‘=_3ksf°°f°°e(+““ﬁ)a3 B dadp.

Substituons 4 la variable a une autre variable y, en posant
Vs _ ks d d
o=-—> dou —=v, et g
By op @ 7
Les limites pour y seront encare o et «©, a la condition de changer le
signe de dy. 1l nous viendra donc

______3ff (47 ’)ﬁé—l'y;_ldﬁa'-y.

L’intégrale placée au second membre est encore R : seulement a et 3
sont remplacés par f8 et y, ce qui n’importe en rien. Deés lors on a

dR
H-:— 3B.,
d’ou

R=Ce 3.

En posant k = o, on trouve d’ailleurs

o=r(3)r(3):



HE pe e

84

JOURNAL DE MATHEMATIQUES

on a donc bien

e (5)e(5)

comme le donne, pour # = 3, notre formule.

Prenant enfin la valeur générale de R, savoir

o ® "'(oz,+oc,+
f f e
o ]

kn 1 2

L o Sy —=—1
o) Oy e 08, n

I n

n
71 [¢2% e O,

n—I

1

_IdocI do,...do,

—1?

différentions-la par rapport a k. La valeur de la dérivée sera

kn 1
kn_‘ P @ —(m,+a,+...+un_l+m) n "
— n e e oy &%,
(1] 0

——1 =—1

n—I

R

n—1

I
do,day...da,_,

Gy Qs o o Oy

Substituons a la variable «, une autre variable a,, en posant

ir

&2 &ye - -

o, =

’
a1 En

dR ,
et la valeur de -7 S€ présentera sous cette autre forme

e

. k= 1 2
R e et o PaaE it
0y 0. v OR n

@, o3

n—iI

. Oy

n

doyday, ... do,.

L’intégrale en facteur est précisément R : seulement les indices de «
sont tous ici plus grands d'une unité qu'ils n’étaient d’abord, ce qui

est indifférent. On a donc
dR
dk
d’ou

R=Ce"*:

- en posant k = o, il vient d’ailleurs

c=r Q)T (=

\

La formule

est donc démontrée.
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