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SUR IEQUATION
2.3 (p—1)+1=p7

Par M. J. LIOUVILLE.

On sait et il est d’ailleurs évident que expression
r2. 3. (p—1)+1

n’est divisible par p que quand p est un nombre premier. A plus forte
raison, faut-il que p soit premier pour que cette expression devienne
une puissance de p et vérifie 'équation

1.2.3...(p—1) +1=p"
Cela arrive pour p= 2, p=23 et p =5, ainsi que le montrent les
identités 1+1 =2, 1.2+41 =3, 1.2.3.4 + 1= 5% Maisje vais prouver

R . e . ] . .
que si p surpasse 5, I'équation dont nous parlons est impossible.
En effet on en tirerait, en retranchant 1 des deux membres, puis

divisant par p — 1,
ol (p—a2)=p "+ Pt 4 p+1.
Le produit 1.2.3... (p — 2) contient, si p est > 5, les deux facteurs

—1I

distinets 2 et Z —3 il est donc divisible par leur produit p — 1: il fau-

drait donc que
pln-l + P”l—-2+.-.+[) +[

fut divisible par p — 1, et commne chacun des termes donne I'unité
pour reste de la division par p —1, il faudrait que la somme de ces
restes, qui est le nombre m, fit divisible par p —r1. Dés lors m serait
au moins égal 2 p —1, et conséquemment le produit 1.2.3... (p —1)
serait au moins égal a pP~' — 1. Or on a évidemment, au contraire,

123 (p—1)<(p—0)Ft < prt — 1.
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I.’équation s
23, (p—1)+1=p"
est donc impossible pour p > 5. '
On voit & quoi tiennent les exceptions pour 2, 3 et 5. Pour p = 5,

les facteurs 2 et 11—2_—’ ne sont plus distincts, et 'on n’a plus le droit de

se servir, comme on [’a fait, de lenr produit p — 1. Pourp=3 et
p =2, on n'a plus méme le facteur 2.
On prouverait semblablement que 1’équation

-

<|.2.3... p:I>2+l = p”,

qui a lieu pour p =5 puisque (1. 2)* +1= 5, n’a jamais lieu dés que
p surpasse 5.
Enfin un mode analogue de discussion s’applique 4 I'équation

123 (s—i1)r.23... (p—s)=p" 1.

- — L .p+1
Mais ici, outre le facteur 1’_,2_-, on peut avoir a employer aUSSIL;——
'
et P__‘.
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