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MEMOIRE

SUR

QUELQUES FORMULES GENERALES D'ANALYSE:

Par M. E. PROUHET.

(Présenté & I'Académie des Sciences le 8 mars 1852.)

PREMIERE PARTIE.

Deéfinition et formation de quelques systémes combinatoires. — Propriétés
qui tiennent a Lordre et au classement des combinaisons.

1. Si l’on considére mn quantités disposées de la maniére snivante :

m

1 2 3 4
a, a ad ai... a,,

1 2 3 & m
a; a; aj a;... ag,
) t 3 3 4 m t
(A) a, a; a; az... d,,
' 2 3 4 m
an—-l an—l an—-i an—l an—l’

1

et qu'on les combine m 4 m en ayant soin de ne prendre & chaque
fois qu'un seul terme dans la méme ligne verticale, on aura ce que
jappellerai un systéme combinatoire. Le nombre des éléments de
chaque combinaison sera m, et n sera dit la base du systéme.

2. Un systéme prendra le nom de systéme de polyndmes lorsque
les éléments de chaque combinaison seront ajoutés les uns aux autres.
Ce sera un systéme de produits, si les éléments sont combinés par voie
de multiplication successive.

Tome I*F (2° série). — SepTeMsRE 1856* 41
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Dans cette premiére Partie, je traiterai des combinaisons, abstraction
faite des opérations qui peuvent lier leurs éléments entre eux.

3. Dansle tableau (A), la lettre a est accompagnée de deux nombres.
Je réserverai le nom d’indice au nombre inférieur, et celui de numeéro
au nombre supérieur.

Je conviendrai de ranger les éléments de chaque combinaison d’apres
la grandeur des numéros, en allant toujours du plus petit numéro au
plus grand. De cette maniére, une combinaison sera déterminée si I’on
connait dans quel ordre les indices s’y succedent. Aussi représente-
rons-nous quelquefois une combinaison par les indices de ses éléments
écrits dans leur ordre entre parenthéses. Par exemple

(afBy... 2)

indiquera la combinaison

a, a3 a... ay,
et représentera le polynéme

a, + az + a, +...+ ay
s'il s’agit d’'un systeme de polynomes.
4. On obtiendra évidemment toutes les combinaisons que nous ve-

nons de définir ep développant le produit

2
n—1{

1
n—i1

y(@) +a; +a;, +... +a

d’ou il suit que »™ est le nombre total des combinaisons de m élé-
ments dans le systéme dont la base est n. ’
Si plusieurs colonnes du systeme se répétaient, en sorte qu'il y edit
« colonnes d’une espéce, 3 colonnes d'une autre espéce, etc., toutes les
combinaisons distinctes du systéme s’obtiendraient en développant le
produit
x A

i 1 ] L] 2 2 2 2 m m m
(@) +a, +a,+..+a, ) (@+a +a+..+a_). (a +a +a, +..

et le coefficient numérique de chaque terme indiquerait combien de
fois la combinaison correspondante entre dans le systéme.

). (ay +al + a + ..

+a”

n—

4)’
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5. Les combinaisons du systéme (A) peuvent se partager en classes
de la maniére suivante :

1°. Les combinaisons dans lesquelles la somme des indices est 7 ou
un multiple de n; '

2°. Les combinaisons dans lesquelles cette somme est un multiple
de n augmenté de 1;

3°. Les combinaisons dans lesquelles cetie somme-est un multiple
de n augmenté de 2;

Et ainsi de suite. Il y aura donc en tout n classes, que nous dési-
gnerons par les nombres o, 1, 2,..., 7 — 1.

6. Chacune des n classes comprend le méme nombre de combi-
naisons.

En effet, sil’on change dans les combinaisons une fois formées -

1 1 1 1
ag, aj, as,...,al_

respectivement en

1 1 1 1
1, ay, al,..., a

a 09

les combinaisons de la classe % se changent en autant de combinaisons
distinctes de la classe % +1. 1l ne peut donc y avoir moins de combi-
naisons de cette derniére classe que de la précédente. Une permutation
inverse montrerait qu'il ne peat y en avoir moins. Donc ce nombre
est le méme pour chaque classe.

Ainsi chaque classe renferme »™ : n ou »™' combinaisons.

7. Nous supposerons dans tout ce qui va suivre que I'on range les
combinaisons & la suite les unes des autres, de maniére que si 'on vient
a effacer les lettres et leurs numéros, en ne laissant subsister que les in-
dices, ceux-ci considérés comme chiffres du systéme de numération dont
la base est 7, forment la suite naturelle des nombres de 0 4 ' — 1,

Cette disposition aura V'avantage de mettre en évidence les princi-
pales propriétés d’un systéme. Et d’abord on voit que le rang de
chaque combinaison indiquera sa classe et sa composition.

Soient, par exemple,

n=10 et m=>5.

Comme la premicre combinaison du systéme est (00000), la 3257

41..



[T T T )

Rang de la
combinaison.
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sera
(03256), ou a} aj a} a; a},
et appartiendra a la 6° classe puisque
0+3+2+ 5+ 6=16=6(mod. 10).
Pour avoir la 50 combinaison du systéme dans lequel m=3, n=4,
il faut préalablement exprimer 49 dans le systéme de numération dont
la base est quatre. On trouve 201. La combinaison demandée est donc

(201) ou aj aj ad.

On voit qué nos combinaisons forment comme un systéme de nu-

mération, ot la valeur des chiffres dépendrait de leur position d’apres
une loi tout a fait quelconque.

» 8. Lorsqu’on veut simplement savoir a quelle classe appartiennent
les diverses combinaisons d’un systéme, on peut y parvenir sans étre
obligé d’exprimer un nombre dans un systéme de numération musité.

Pour fixer les idées, supposons que n = 10. L’ordre d'une combi-
naison est alors le reste de la division par 1o du nombre qui indique son
rang (la premlere combinaison étant indiquée par .. o000, la seconde
par ..oo01, et ainsi de suite). Or ce reste augmente d’une unité quand
on passe d’'un nombre au suivant, excepté lorsque le premier nombre
est terminé par g, 99. 999, etc. Dans ces derniers cas, le reste de la
division par 10 augmente respectivement de 2, 3, 4,..., unités.

D’apres cela, pour partager en classes les combinaisons formées dans
le systéme décimal et en les supposant rangées comnme il a été dit plus
haut (n° 7), il suffira d’écrire en cercle les chiffres o, 1, 2,..., 9, et de
prendre ces nombres & partir de o en suivant le cercle, avec le soin
d’avancer d’un rang 4 chaque tour, de deux rangs 4 chaque dizaine de
tours, de trois rangs & chaque centaine, et ainsi de suite. Ces chiffres,
écrits sous les combmansons au fur et 4 mesure qu'ils seront lus sur le
cercle, indiqueront la classe 4 laquelle chaque combinaison appartient.

Une régle analogue s’applique évidemment 3 un systéme quelconque,
et Von aura, par exemple, dans le cas de n=3, m=3, lerésultat suivant :

1, 2|1, 2, 02, o, 1|[1, 2, 02, O, T [0, I, 2|[2, O, E[0O, I, 2

>
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1,

1, 2, 34, 5, 67, 8 gfj10, 11, 12113, 14, 15116, 17, 18' 19, 20, 21|22, 23, 24|25, 26, 27

2, 0

Preerongn

Cepreieyeon
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9. Il résulte de cette loi que si I'on s’arréte dans le systeme 4 un
rang marqué par un multiple de 7, on aura jusque-la autant de com-
binaisons de la classe o que de la classe 1, que de la classe 2, etc.

10. Supposons toujours les combinaisons rangées comme il a éte

00O
0 01
0 0 2

oro
011
o1 2

200
201
2 0 2

210
2 11
2 1 9

2 2 0
221
2 2 2

dit au n° 7, et représentées par la snite des nombres (o com-
pris) exprimés dans le systéme de numération dont la base
est n. Les ™' premiéres combinaisons commencent par a};
les n™=* suivantes par a}, et ainsi de suite. Le systéme se par-
tage donc en n groupes dont chacun renferme n™~* combinai-
sons dans lesquelles le premier élément est commun.

Chacun de ces groupes partiels peat étre regardé comme un
systeme de combinaisons de m — 1 éléments, et se partage de
méme en 7 groupes. Ll y aura donc dans tout le systeme #* de
ces nouveaux groupes.

Et en général, i étant moindre que m, le systéme se pourra
partager en n‘ groupes de ™' combinaisons ayant les i pre-
miers éléments communs. Chacun de ces groupes constitue un
systéme dont la base est n, mais & m — i — 1 éléments, en ne
considérant que comme un seul élément I'ensemble des 7 +1
premiers, ensemble qui ne peut avoir que 7 valeurs diftérentes.

Parexemple,danslesysteme ternairequereprésente le tableau
ci-contre, il y a trois groupes principaux, separés par un trait
double, dans lesquels le premier élément est commun ; on peut
considérer chacun d’eux comme formant un systéme de méme
base 4 2 éléments. Chacun de ces groupes se subdivise a son tour
en trois groupes secondaires dont les combinaisons ne different
que par le dernier élément, et qui peuvent étre considérés comme
formant des systémes de méme base, mais a 1 seul élément.

11. Prenons, dans le tableau (A), i éléments quelconques

fnppartenant a des colonnes différentes; amenons-les sur la premiére
ligne horizontale, et, par une permutation entre les colonnes, fai-
sons en sorte qu’ils occupent, sur cette ligne, les i premiéres places. En
opérant sur le tableau ainsi modifié comme si chaque élément avait
indice et le numéro qui convient a sa place actuelle, on formera

1y

ooy

Hicwsaen oo gees
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encore toutes les combinaisons du systéme, et quoique l'ordre
nouveau soit trés-différent du premier, quelques-unes des consé-
quences précédentes subsisteront encore.

Ainsi les z premiéres combinaisons ne différant que par le dernier
élément, appartiendront a n classes différentes : il en sera de méme
des 7z suivantes, etc. ; en s’arrétant 4 un rang marqué par un multiple
de n, on aura donc encore un nombre égal de combinaisons de chaque
classe.

En second lieu, les n”"~* premiéres combinaisons, et elles seront les
seules, commenceront par les i éléments considérés : comme n™* est
un multiple de n (4 moins que i = m), et que, d’ailleurs, rien n’em-
péche, une fois les combinaisons formées, de mettre chaque élément a
la place indiquée par son numéro, on aura le principe suivant.

12. Dans tout systéme dont n est la base et m le nombre des éle-
ments, i étant moindre que m, il existe n™ combinaisons également
réparties entre les n classes, et dans lesquelles i indices pris a volonté
occupent la méme place.

13. Comme ce principe est important, nous en présenterons une
autre démonstration en prenant un exemple particulier.

Supposons qu'on demande combien il y a, dans le systéme décimal,

de nombres de 8 chiffres qui renferment 5 millions 3 mille et 4 cen-
taines. :
Si ’on efface dans un nombre qui satisfait a ces conditions les chif-
fres 5, 3 et 4, il restera un nombre de cinq chiffres; et réciproquement,
un nombre de cinq chiffres étant donné, en y intercalant convenable-
ment les chiffres 5, 3 et 4, on obtiendra un nombre remplissant les
conditions demandées.

Par conséquent, il y aura autant de nombres de 8 chiffres ou les
chiffres 5, 3, 4 occupent des places déterminées, qu’il y a de nombres
de 5 chiffres (00000 compris), c’est-a-dire 10°.

Si 'on écrit les nombres de huit chiffres qui remplissent ces condi-
tions dans I’ordre croissant, il est visible que les dix premiers appar-
tiendront 4 des classes différentes : de méme les dix suivants, etc.
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DEUXIEME PARTIE.

Des systémes de polynomes.

§ 1.
Propriétés générales des systémes de polynémes.

14. Avant d’examiner les propriétés des systémes de polyndmes, et
afin de ne pas compliquer les énoncés, nous conviendrons de quelques
notations.

B, C, D,..., L désigneront des systémes analogues 2 A, et qui s’ob-
tiennent en remp]acant dans le tableau A, a par 4, c,..., L

Z (ABC... L) ou Z : somme des produits obtenus en multipliant
~ [

entre eux les polyndmes de méme rang et de la classe 1 des systémes
A, B,..., L.
ZT : ensemble des termes qui, dans 2 , renferment tous les in-
[U.

1a
dices appartenant 4 un polynéme de la classe p, numérotés comme

dans ce polynéme.
) AL: somme des puissances ¢ des polyndémes de la classe u. et
du systéme A.
4o, 1 produit de tous ]es termes d’un polynéme de la classe . et du
systeme A.
»* produit des termes d’'un polynome de 'ordre p. par 'un des

termes de ce polynéme.
Nous désignerons, 4 I'exemple de plusieurs auteurs, le produit

1.2.3... m
par Hm.

Les autres notations seront expliquées en leur lieu.

15. THioREME FONDAMENTAL. — A, B,..., L désignant i systémes de
polynémes de méme base et du méme nombre de termes, on a

(1) 3 (ABC...L), = 3 (ABC... L),
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pouri < m, et

(2) 3 (ABC... L), — 3T, = Y (ABC... L ~ 3 T,
pour i m.

Un terme faisant partie dez| peut étre représenté par
’L

T=uabc... 1,

chacune de ces lettres ayant un indice et un numéro que nous n’écri-
vons pas pour plus de simplicité.

Les indices sont i nombres égaux ou inégaux pris parmi ceux qui
entrent dans un polynome de la classe g : les numéros sont aussi i
nombres égaux ou inégaux pris parmi les m nombres 1, 2, 3,..., m.

Or, si I'on suppose d’abord i moindre que m, il existe dans chaque
systéme autant de polynomes de I'ordre . que de I'ordre v, oui ces 7 in-
dices sont surmontés des mémes numéros (12). Par conséquent, si le

terme T entre un certain nombre de fois dans Z , il entrera le méme
~ e
nombre de fois dans 2 , ce qui démontre Pégalité (1).
. J
Silon a
13 m,
tous les termes T, ot ne se retrouveront pas les m indices d'un poly-
noéme de 'ordre p, numérotés comme dans ce polynéme, entreront

4 la fois dans 2 et dans 2 . Ces deux sommes ne peuvent donc dif-
IU‘ 4

férer que par les termes dont l'ensemble a été désigné par ETF et

2 T,, ce qui démoutre I'égalité (2).

16. Lorsqu’une fonction des combinaisons d'une classe ( poly-
némes ou produits) ne changera pas quand on y substituera les
combinaisons de wéme rang de toute autre classe, nous représen—
terons, pour abréger, cette fonction par le symbole 5(p.), qui in-
diquera qu’elle est indépendante de la classe . Nos deux égalités
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fondamentales-pourront donc s’écrire comme il suit :
N\ . .
(1) 24#: 5 (), (i < m),

8 3, -ST=s(, (zm

17. Lorsque i est égal & m — o, les égalités comprises dans la for-
mule (1) se partagent en d’autres plus simples.

En effet, chaque systéme se compose de n systémes partiels dans
lesquels les polynomes de I'ordre p. et ceux de I'ordre v forment des

classes ditférentes. Par suite, I'égalité 2 = 2 doit étre une consé-
IU. v

quence den égalités semblables, relatives & chacun dessystémes partiels.
Une pareille décomposition aurait lien i fortiori pour i < m — 2.
Pour éclaircir tout cela par un exemple, ne considérons qu’un seul

systeme dans lequel 7 = 2, m = 3. Ce systéme pourra étre représenté
par le tableau suivant :

Polynémes Classe.
Ler 00 o0 o
\ 001 I
systéme
. 010 T
. partiel .
Systeme o111 o
complet. t oo 1
2!‘.
. 101 0
systeme
R 110 [
partiel .
111 1

La supposition de i = 1 dans I’égalité (1) donne
(000) + (o11) + (101) + (110) = (001) + (010) + (100) + (1 11).
Or cette égalité est une conséquence des deux suivantes :

(000) + {o11) = (001) + (010),
(101) + (110) = (100) + (111),

égalités qui sont relatives aux deux systémes partiels dans lesquels le
systéme complet se décompose. :

Tome 1¢T (2° série), — SepTEMBRE 1836. 42
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18. Cororraire I. — Si les systémes A, B, C,..., L sont identiques,
on aura les formules

(3) SA =5 (p),
(4) SA —Tm S %, = 5(),
(5) AT LIS = s (),

conséquences immédiates du théoréme fondamental et des formules
qui servent & développer les puissances des polynomes.

19. Les formules (4) et (5) sont déduites de la formule (2) en y
faisant i = m et i = m +1. Le développement de T, en fonction sy-
métrique des termes de A, devenant de plus en plus compliqué a
mesure que I augmente, nous nous contenterons toujours de ces deux
cas particuliers.

Toutefois ce développement, quand on ne considére qu'un seul
systéme, peut étre prolongé autant que I'on veut en ayant égard 2 la
regle suivante.

En définitive, il s’agit de trouver dans le développement de

@+ b+ c+ ...+ )™,

a, b, c,..., l représentant, pour abréger, les m éléments qui entrent
dans un polynome de 'ordre p, tous les termes tels que

Na*bfer... I

dans lesquels aucun des exposants o, f3,..., A n’est égal & zéro, et par
snife on aura

_ O{m4-4 a8 2
Tl"_zma b -.-l ’

le double signe Y indiquant que I'on doit étendre la somme a tontes

les valeurs qui satisfont a Iégalité

a2+ B+q.. +A=m+k,

et en outre perinuter entre eux tous les termes a, 4, c,..., I.

Tl pg o) gt 1 [ TR | RN ) i e L I R A SR ARNARE AR AN LR NS N2 RN 10 AL AR L LR EEEE B R
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Pour avoir Z T,, il faudra opérer de la méme maniere sur lous les

polynémes de l'ordre p.

20. Corovrraire II. — §i l'on pose

9 () = pox* + p, X" ...+ pi

on aurd
(6) No(A)=3(p), i<m,
(7) XoAn) — Tmpy X, dop= 3 (u), i = m,

{m 41 ' .
(8) Zq?(Ap)—H‘ 2+ )pozeﬂ%-—ﬂmngﬂmzé(p.), i=m+1.

21. Si I'on suppose
p(x)=(x+ R},
on aura

(9) X (Au+A)y=35(p),
(10} 2 (Ap=+ A" — Itm 2""’#: 5 (1)
(11) Z(A#+ h)”"“—wzm;—mhﬂmzam,&:é(p).

On serait arrivé au méme résultat en augmentant de % tous les termes
d’une colonne dans le tableau (A) et appliquant les formules du n°1 8.

22. Sifona
p(x)=ux(x +p)lx~+ 2p)...[x + (i —1)p] = &I,
il en résultera
m—i|
(12) ZAF p=5(.‘/-)9
mj .
(3) ZAN—1im S = (),

(14) BasT - Ml S 2 m = 5 ()
4a..
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Ces formules ressemblent a celles du n° 18, et offrent un nouvel
exemple de 'analogie qui existe entre les factorielles et les puissances.

§ 1I.

Applications diverses.

23. Telles sont les principales propriétés des systemes de poly-
nomes. On eongoit qu’on pourra en déduire d’autres moins générales,
mais non moins intéressantes, en particularisant les quantités qui en-
trent dans leur formation. :

En premier lieu, supposons tous les éléments du tableau (A) égaux
a leur indice, mais représentant, suivant le rang qu’ils occupent, des
unités du premier, du deuxiéme, du troisieme ordre dans le systéme
dont la base est n. On obtiendra évidemment les »™ premiers nombres
de la suite naturelle, o compris.

Et si, aprés avoir ainsi choisi les éléments du systéme, on les mul-
tiplie tous par & et qu’on les angmente de a, les polynoémes formeront
une progression arithmétique commencant 4 ma et ayant A pour rai-
son. On peut d’ailleurs disposer de « et de % de maniére a obtenir une
progression donnée. On a donc ce théoréme.

n™ nombres en progression arithmétique peuvent étre considérés
comme les valeurs numériques des polynémes de m termes, dans le
systéme dont la base est n, et rangés dans 'ordre adopté (u° 7).

De sorte que les théorémes démontrés dans le paragraphe précédent
fournissent, entre les termes des progressions arithmétiques, de cu-
rieuses relations.

Soient, par exemple, les 16 nombres

1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16.

On peut les considérer comme apparlenant a un systeme dont la base
est 2 et le nombre des éléments 4. D’aprés la régle donnée (n° 8), iis

ont respectivement pour indices

0,1, 1,0, I, 0, 0, I, I, 0, 0 I, O, 1, I, O

| ] [ R N R R AR IR N RN IR RR IR A

[

e
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On aura donc

1+4 +6 +7 410 +11 +13 +16 =2 +3 +5 +8 +9 +12 14 +15
1+ 42462+ 92 4 10° 11 132+ 162 =02 - 32 4 52+ 8%+ 9* + 122+ 142+ 152,
l+/43—|—63+73+103+113+133+163=23+3’—|—5"+8“—|—93+123+143+15“.
24. Les nombres polygones étant des fonctions entiéres et du se-
cond degré d'une indéterminée, jouissent, d’aprés la remarque faite
(n°20), des mémes propriétés que les progressions arithmétiques. Par
exemple, si 'on prend 16 nombres polygones consécutifs, la somme
de 8 d’entre eux sera égale 4 la somme des 8 autres. Si l'on en prend
64, la somme des carrés de 32 de ces nombres sera égale a la somme
des carrés des 32 autres, etc. : propriétés qu’il serait bien difficile de
démontrer directement.

25. lmaginons un systéme binaire ainsi composé :

0 o 0o o o.. o,
Ay, Ay dyy 4y Axy.ony Ay
Il est facile de voir que, dans cet exemple, les polynomes de ’ordre
o se réduisent aux sommes des termes de la seconde ligne pris en

nombre pair; et les polynémes de 'ordre 1, aux sommes de ces termes
pris en nombre impair.

On aura donc

/

(15)

(@) + ay -+ .+ ay)" = ¥ (A, + as +...+ @)

-+ 2 (@s +...+ a,)" " etc. =o,

(@ + ay +...4 a, )" ——Z (@s +ay +...+ a,)"

(16)

+ 2(”3"—"‘_'_ ay)\"etc. = Oma,a,... a,,

(@) + ay ...+ @™ — ¥ (ay + ay + ...+ a)™

L (m 1)

+ 2 (a, +__,+am)"’+‘etc.:: a,d,,..a, (a,'+a,+. ).

(17)S
(
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C’est ainsi que 1’on aurait (en changeant la notation pour simplifier )

(@ +b+c)*—(a+ b)? —(a+c)* —(b+-c)*+a*+b*+c*=o,

(a+b+c) —(a+bf —(a+cP —(b+c) +a*+ b*+c*=6abe,

(@ +b+c)*—(a + b) —{a+c)* —(b+ ) +a*+b* +c*=12abc(a+ b—+c).
On aurait encore, en considérant deux ou trois systemes analogues,
(a+bte)ad+b+c)—(a+b)(@+b)—(a+c)a+¢)

—(b+c)(® + )+ aa + bV + cc’'= o,
@—+b+c)a+b+c)a+ b+ ") — (a+b) (@ + b)(a"+ b") — etc.
+ aa’'a’ + bbb + cc' ¢’ = ab' ¢’ + ac’ b + etc.

26. Si I'on suppose
A, = Ay = Gy... = ap,
on aura les identités suivantes qui sont bien connues :

m(m-——i)(

m—a)i— . . =o
1.2 ) ?

(18) m™* — m(m —1y"

m(m_')(

——(m— )" —...=1m,

(19) m™ —m(m—1)" -+

m(m— 1) (

m(m—1)
1.2 2

(20) m™!' — m(m — 1"+ + m— 2" —. . . =0Om

- . N . ]
27. Considérons le systeme binaire
a, a, a,..., a,
b, b, b,..., b,

en lui appliquant la formule (1) on trouvera

(21) (ma)— m[m —1)a+ b} + I-n—('l"—:—l—)[(m — 2)a +b)'— etc. =o,

pour i < m.
Cette formule comprend la formule (18) comme cas particulier. On
généralisera aussi sans peine les formales (19) et (20).
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TROISIEME PARTIE.

Des systémes de produits.

§ L
Théorémes généraux sur les dérivées.

28. Nous supposerons dans ce qui va suivre que les quantités in-
scrites au tablean

i 2 3 m

a, a; aj ... ay,

al a? a} ... ay,
(A)

1 2 3

Qp 3 Qp 83y ... 4Y,

sont des fonctions d’une certaine variable &. Nous continuerons i re-
présenter par g, le produit des termes d'un polynoéme de la classe s
C'est-a-dire un produit de la classe u : d* &, sera la dérivée ¢ de ce

produit, et 2 d* &, représentera la somme de toutes les dérivées de
cet ordre obtenues en opérant sur tous les produits de la méme classe.

29. D’aprés notre théoréme fondamental (n°15), on a, en suppo-
sant que plusieurs systémes se répétent,

(A B .. L), = Y (A B ... 1Y),

toutes les fois que la somme & 4+ f3 4y +... 4+ X, qui marque le
nombre des systémes considérés, est moindre que m.
Soient

T, S

deux termes identiques pris dans les deux membres de cette égalité.
Admettons que ceux des facteurs de o, Wy,..., £ ,, qui n’entrent pas
dans T, y soient rétablis avec I'exposant o, et opérons de la méme ma-
niére a I'égard de S.

EERTT Y T
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Cela posé, pour avoir les termes,

T” SI,
qui correspondent a T et & S dans les expressions

Nd*n df v, d ¢, ¥d*a,dPw,.. die,,

il suffira de regarder, suivant les régles connues, les exposants des
facteurs de T et de S comme indiquant, non plus des puissances, mais
des dérivées prises par rapporta.x,en remplacant d°k par k.

Tl suit de la que T’ et §' différent par les facteurs affectés de la ca-
ractéristique d°, mais qu'ils deviendront égaux si on les divise, le pre-
mier par o, ¥,... £, le second par &, w,... £,. On aura donc

T s’

B L), (Mab... ),

et, par suite
W ’

d*a diw  dle\ d*p dEW @l g
(22) 2 (T'T"'E‘),‘—Z(T W "T),

pourvu que ’on ait
a+B+y+...+ A< m

30. La méme analyse convient mot pour mot au cas ot les éléments
des divers systémes considérés sont des fonctions de plusieurs va-
riables, @ indiquant alors, soit & dérivations opérées successivement
par rapport a ces variables, soit une différentielle totale de I'ordre a.
Si, en outre, on suppose que plusieurs systémes deviennent identiques,
le THEOREME FONDAMENTAL de cette troisiéme Partie pourra s'énoncer
ainsi:

iy E[(5) (50 (£ ] =0

a condition que l'on ait

aa+bB+... + 1)< m,
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et que les opérations indiquées par la lettre d restent les mémes quand
on passe d’une classe & une autre.

31. Si I'on suppose, dans la formule (22),
a:ﬁ:...:l:i, a+ﬁ+...+l=ki,
et tous les systémes identiques, on aura

(23) 2 (), =)

pourvu que l'on ait

ik < m.
32. Si 'on suppose
k=1,
la formule (23) devient
dm-—-ieko
(24) 3 (52 =
Fd

On trouvera ensuite

(25) S (”—’f)# —1m ¥ q, = 5(p),

(26) 3 (7)) ~ M S G e,

”

d, d, désignant ce que deviennent les quantités &, &, quand on

y change les puissances en dérivées, et qu’on les divise ensuite respec-
tivement par &,, %, etc.

33. On trouvera avec la méme facilité les formules qui corres-
pondent aux formules (6), (7), ( 8) et suivantes de la deuxiéme partie
de ce Mémoire.

§ 1I.
Applications diverses.

34. Nous avons va (23) que #™ nombres en progression arithmé-
tique pouvaient se partager en groupes, tels que certaines sommes

Tome 1T (2¢ série), — Serremere 1856. /.43
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de puissances de leurs termes ne changeaient pas quand on passalt

d’un groupe a un autre.

Les progressions géométriques dont les termes sont des fonctions
d’une ou de plusieurs variables jouissent de propriétés analogues.

Par exemple, ¢ étant une fonction de x, on aura

ﬂ + di.?‘ + di.q)‘ di’?': di.?qo d‘.?" di.?u di.?u
?l ?ﬂ ?7 ?IO q’ll ?13 . q,\G

di.?z di ?3 di.?s di.?e di_?s di.?n d".qa“ dl'.?ls

== — —_— —_— — —_— L]
9’ 7’ ¢’ 7 ¢ 9 7" 9"

pourvu que i soit moindre que 4. On aurait aussi (31)
d.g\? d.g'\? d.p?\? d.g*\3
(—3> + (—T> + etc. = (-i:> + (-——f—) + etc.
? ? ¢ ¢
33. La considération du systeme

I, 1y Tyevay I,

Ay Agy A3ye.., Ap

conduira aux formules suivantes :

(27) d’.a,a,a,...a, =0 r<m,
(28) - Ea,d‘.a,as...am f=1IIm da,da,...da,, I=m,

+ ¥ a,a,d' ay... ap,
(2g) | — ete: . :—.——“(";_l'l)d.(da‘ da,...day), i=m+1.

Par exemple on aurait, «, v, z étant trois fonctions quelconques,

d?.uvz — ud®.vz3—vd? uz—zd*.uv + vzd* u+ uzd?v + uvd®z = o,
d*.uvz — ud®.vz—vd®.uz— etc. = 6dudv dz,
d* uvz — wd* .vz— vd* .uz— etc. = 12d (du dv dz).

36. Si 'on suppose
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on aura
(30) d'.9™ — mod.o™! = o, i< m,
(31){ + 2= i gmea — Tm(dg)", i=m,

(32) = ’ngom—l di‘¢l i (Pmdi' gDO

=1 gyt e, = men

37. Et, plus généralement, « étant une fonction quelconque, si I’on
consideére le systéme

Uy T, H4e.ey I,

UP, ¢y O5eevy 9y

on aura
(33) d'.ug® — mod . ug™ | =o, i< m,
(34 g—i— '%qu’d".ugo’"‘z. N=Mmu(dey", i=m,

2

(35) ?:,:mqo'"—‘d".qu xo"d i u|= n(m+I)mu(d<p)”‘—'d2go—|—ﬂ(m+1)du(dq

I=m—+1.

38. La formule (33), donnée pour la premiére fois dans les Com-
mentaires de Saint- Pétersbourg (année 1772) par Lexell, a été repro-
duite et étendue par Arbogast (Calcul des dérivations, page 3ag).

Lexell arrive & cette formnle par induction, en cherchant a vérifier
la série de Lagrange. Il montre ensuite que si la formule est vraie
pour m, elle est encore vraie pour m -+ 1, et 'ayant ainsi établie d’une
maniére rigoureuse, il s’en sert pour démontrer la série de Lagrange, ce
qu’il fait 2 peu prés de la maniére suivante :

Soit ‘

t—x+ 9(x)=o,

on aura
$(1) =[x —¢(x)];

développant le second membre par la série de Taylor, représentant
'(x), ¢ (x),... respectivement par u, du, d*u,. .., et p(x) simple-

43.
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ment par ¢, ou aura

V() =¢(@) —up+ G du —mdiu + Shmdie —
et ensuite changeant tour 4 tour dans cette égalité ¢(t) en ¢ (t) Y'(2),
[(pe)*¢'¢], etc.
/ 342 .
p(O)¢'(2) = + up — lz—.%d.uq9+ - ;.3‘#‘”?—1_5_3 4d P+ ..
! 1 127 . 3 2
:[(got)’q; t] = —I—I—T;d.ugo’—%d’, : 4 g —
" ;.3[(5”)3‘?7]”= +f;?d2”?—"é§ 4d3.uq03+...
L "w___ .
gl Y= g dtuet—

et ainsi de suite.
En ajoutant ces égalités, les termes des seconds membres se détrui-
sent en vertu de la formule {33), & Pexception de ¢ (x), et il reste

Y(x) =gt + gyt + e + o ey o +

ce qui est bien la série de Lagrange.

39. La formule de Lexell peut encore se généraliser. Elle n’est, en
effet, qu'un cas particulier de la suivante :

(d’. o™ —m(dl ue™ Y-t m(m —1) (d'.ug™ k... = o,

1.2

qui a lieu toutes les fois que ik est moindre que m (n° 31).

§ IIL.

Théorémes sur quelques determinants de fonctions.

40. Lemme. Soient

Pos P1s P2re-cs Pm
m + 1 fonctions de x. Si 'on appelle D le déterminant

D (=dpd g de..d™" gpyd"gy),

A
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et D, le déterminant
2 (£d¢d' 9 d?¢y...d™ " ¢ d™ g,,),

qui ne différe du premier que par le changement de d™ en d™+', je dis
qu'on aura

(36) d.D=D,.

En effet, soient

A=..d d** g ...,

b

B=.dd* g,

deux termes du déterminant D, que nous supposerons ne différer que
par les facteurs mis en évidence. Si I'on différentie D, le terme prove-
nant de A par la différentiation de d*g, et celui qui provient de B par
la différentiation de d”¢, seront les mémes. D’ailleurs, d’aprés les
regles connues, ces deux termes ont des signes opposés : donc ils se

“détruisent.

I résulte de la qu’il ne reste dans d.D que les termes qui pro-
viennent de la différentiation des facteurs affectés de d™; en sorte que
d.D ne différe de D que par le changement de d™ en d™+': donc d.D

n’est autre chose que D,.

41. Corollaire. Soient
Loy Lyy Layerny Iy
m + 1 fonctions inconnues déterminées par les m + 1 éduations

xodoqoo—l— X, ! Qo + x2d2§90+-... +xmdm§00: dm+ Pos
'rO([o(PI -+ xld‘cpl -+ «1‘2(12§D4 i .Tm({mgﬂl == d’n"" ?l’
(N) .1‘0([0902—1— X d‘go, +x2d2972 -+ ... —|—J(7md'ﬂ% = m+ Pas

. <y

\ 20 d0n+ 2, d G+ Xy d? @+ o - Xy d g, = d™H g,
Sil’on cherche la valeur de x,,, ontrouvera, d’apres les régles connues,

D,
Ly = v

D

21

TRI



342 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
et, & cause de 1'égalité (36),

X, = d'TD =d.logD.
42. Considérons les équations suivantes :
Lo d®.ug®+ 2, d U+ x,d? g+ ...+ Xy d™ug®=d™ ug®,
xod®ug' + 2,d up' + x,d? ug' + .+ xpd™upt=d™ ug',
(P){ wod®upr+ x,d' o+ x,d* ug*+...+ xpd™ug*=d™ ug?,

xod®ug™+x,d . up™+x,d* g™+ ... +.r,,,d"'.uq:”‘=d’:""‘.ugo”‘.

Si I'on ajoute ces équations, apres les avoir multipliées respective-
ment par

*o™, Fmeg™',..., + m—(—’%:ﬂq:’, —me, +9¢°%
on aura, en ayant égard aux formules (33), (34), (35), -
X (1 n.udp™) =IIm'fLm;+—12 udp™ ' d?*q + N(m + 1)dude™;

d’ou

m(m—+1)
(m1) d? d ma :
xm—_'-m—m2——-2d—:+(m+1)7u=d.log[u ‘de 7 ]-,

d’un autre coté, si I'on pose

D= 2(i_d°.uq>°d'.uqa‘... d™.ug™),

on aura (n° 41)

X =.d.logD;
donc
m{m—1)
d.logD =d.log | u™'de ,
et, par suite,
m(m<1)

D = Cum+! d? a ,

C désignant une constante.
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43. Pour obtenir la constante C, observons que le déterminant
> (= adaial...ap)

dans lequel les indices supérieurs sont des exposants, est, d’aprés un
théoréme de Vandermonde, égal au produit *

(A = Qn) (Am — Amy)... (A — o) (Bipes — Cy)... (@ — @)

Or, si 'on suppose

la constante devient égale &
2 [£1°.20.3%. (m+1)"],
ou, en appliquant le théoréme de Vandermonde,
OmI(m —1)Il(m— 2)... Ma 1.
Si donc on désigne cette derniére expression par II1*m, on aura
C=T1*m.
44. Ainsi on aura, quelles que soient les fonctions u et o,
mm 1)
(37) (£ d°ug®d' . ug'...d . up™) = M*m.u'dy *
Si I'on suppose
u=rt,

les termes du premier membre qui ont pour facteur I'une des quan-
tités d.ug°, d*. ug®, etc., disparaissent, et 'on a plus simplement

m(m—+1)

(w) 2(idtpd’.go’d”.(p“...d"’.go’"):H“m.d<p :

Cette identité remarquable est due 4 Wronski (voir Philosopkie de la
Technie algorithmigue, tome 11, page 116). M. le capitaine Abadie
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en a donné une belle démonstration dans les Nouvelles Annales’de
Mathématiques, de MM. Terquem et Gerono (tome XI).

Pour mieux fixer les idées, nous avons supposé toujours que les
fonctions u et ¢ ne dépendaient que d’une seule variable; mais il est
aisé de voir, suivant la remarque déja faite au n° 30, que toutes les
formules démontrées dans ce paragraphe sont encore vraies quand on
considére des fonctions de plusieurs variables, et que d* désigne soit
a dérivations opérées successivement par rapport a ces variables, soit
une différentielle totale de Vordre a.

45. Si, daps la formule (37), on pose

u=yo9,

et que I'on change men m — 1, on obtient
m(m—r1)

(38) B(xdo.g'd .g*d* g*...d™ . g") =TI" (m,— 1) ¢".dg

2

Pour en donner une vérification dans un cas trés-simple, nous suppo-
serons m =3, ¢ = x. Il s’agira alors de calculer le déterminant

x 1o
x? 2x 2
x* 3x* 6x
On trouve, en appliquant les regles connues,
12x'—6x'+2ax*—o0+0—6x°,

ou 2x*, ce qui s'accorde bien avec la formule (38).

CORREREERE R BRI RYA aEg s SHMAREE NS U KRR pOp g v IR R I N SYEIES SRR IATNRTNNE LB A TSN AR TRE A TR



