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PURES ET APPLIQUÉES. 321 

MÉMOIRE 
SUR 

QUELQUES FORMULES GÉNÉRALES D'ANALYSE; 

PAR M. E. PROUHET. 

( Présenté à l'Académie des Sciences le 8 mars 1852. ) 

PREMIERE PARTIE. 

Définition et formation de quelques systèmes combinat oires. —Propriétés 
qui tiennent à Γordre et au classement des combinaisons. 

1. Si l'on considère mn quantités disposées de la manière suivante : 

;a) 

«o al al ao··· a'o> 
a\ a\ a\ a\... a", 

a\ a\ a\ a\... a", 

asymptote la direction ae 1 axe optique propremer asymptote la direction de Taxe optique secondair 

et qu'on les combine m à m e η ayant soin de ne prendre à chaque 
fois qu'un seul terme dans la même ligne verticale, on aura ce que 
j'appellerai un système combinatoire. Le nombre des éléments de 
chaque combinaison sera m, et η sera dit la base du système. 

2. Un système prendra le nom de système de polynômes lorsque 
les éléments de chaque combinaison seront ajoutés les uns aux autres. 
Ce sera un système de produits, si les éléments sont combinés par voie 
de multiplication successive. 

Tome I
,R (a® série). — SEPTEMBRE Ι856· 4' 
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Dans cette première Partie, je traiterai des combinaisons, abstraction 
faite des opérations qui peuvent lier leurs éléments entre eux. 

3. Dans le tableau (A), la lettre a est accompagnée de deux nombres. 
Je réserverai le nom d'indice au nombre inférieur, et celui de numéro 
au nombre supérieur. 

Je conviendrai de ranger les éléments dechaque combinaison d'après 
la grandeur des numéros, en allant toujours du plus petit numéro au 
plus grand. De cette manière, une combinaison sera déterminée si l'on 
connaît dans quel ordre les indices s'y succèdent. Aussi représente-
rons-nous quelquefois une combinaison par les indices de ses éléments 
écrits dans leur ordre entre parenthèses. Par exemple 

(ce β γ... λ) 

indiquera la combinaison 
i 2 3 m 

&at. &γ· * · r 
et représentera le polynôme 

sentera le polynome 

s'il s'agit d'un système de polynômes. 

4. On obtiendra évidemment toutes les combinaisons que nous ve-
nons de définir ep développant le produit 

I 4*. On obtiendra évidemment toutes Jes combinaisons aue nous ve-l 

d'où il suit que nm est le nombre total des combinaisons de m élé-
ments dans le système dont la base est n. 

Si plusieurs colonnes du système se répétaient, en sorte qu'il y eût 
α colonnes d'une espèce, β colonnes d'une autre espèce, etc., toutes les 
combinaisons distinctes du système s'obtiendraient en développant le 
produit 

Κ + + + ••·+ί71-ι) (αο + a< + al+ ···+ al~<) ··· (% + a7 + a7 + ··· + > 

et le coefficient numérique de chaque terme indiquerait combien de 
fois la combinaison correspondante entre dans le système. 
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5. Les combinaisons du système (A) peuvent se partager en classes 

de la manière suivante : 
i°. Les combinaisons dans lesquelles la somme des indices est η ou 

un multiple de η ; 
2°. Les combinaisons dans lesquelles cette somme est un multiple 

de η augmenté de ι ; 
3°. Les combinaisons dans lesquelles cette somme est un multiple 

de η augmenté de a ; 
Et ainsi de suite. Il y aura donc en tout η classes, que nous dési-

gnerons par les nombres ο, ι, 2,..., η — ι. 

6. Chacune des η classes comprend le même nombre de combi-
naisons. 

En effet, si l'on change dans les combinaisons une fois formées 

[t? uaiis íes commnais 

respectivement en 
e liana V/umuuidiì 

les combinaisons de la classe h se changent en autant de combinaisons 
distinctes de la classe h -t-i. Il ne peut donc y avoir moins de combi-
naisons de cette dernière classe que de la précédente. Une permutation 
inverse montrerait qu'il ne peut y en avoir moins. Donc ce nombre 
est le même pour chaque classe. 

Ainsi chaque classe renferme nm : η ou n"i_1 combinaisons. 

7. Nous supposerons dans tout ce qui va suivre que l'on range les 
combinaisons à la suite les unes des autres, de manière que si l'on vient 
à effacer les lettres et leurs numéros, en ne laissant subsister que les in-
dices, ceux-ci considérés comme chiffres du système de numération dont 
la base est n, forment la suite naturelle des nombres de ο à nm — ι. 

Cette disposition aura l'avantage de mettre en évidence les princi-
pales propriétés d'un système. Et d'abord on voit que le rang de 
chaque combinaison indiquera sa classe et sa composition. 

Soient, par exemple, 
η — ίο et m — 5. 

Comme la première combinaison du système est (ooooo), la 3257e 

4i.. 
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sera 
(o3256), 011 «J a\ a\ a\ a\, 

et appartiendra à la 6e classe puisque 
0-4-3 + 2+ 5 + 6= i6~6(mod. ίο). 

Pour avoir la 5oe combinaison du système dans lequel m=3, n=4> 
il faut préalablement exprimer 4g dans le système de numération dont 
la base est quatre. On trouve 201. La combinaison demandée est donc 

(201) ou a\ al a\. 

On voit que nos combinaisons forment comme un système de nu-
mération, où la valeur des chiffres dépendrait de leur position d'après 
une loi tout à fait quelconque. 

• 8. Lorsqu'on veut simplement savoir à quelle classe appartiennent 
les diverses combinaisons d'un système, on peut y parvenir sans être 
obligé d'exprimer un nombre dans un système de numération inusité. 

Pour fixer les idées, supposons que n= 10. L'ordre d'une combi-
naison est alors le reste de la division par 10 du nombre qui indique son 
rang (la première combinaison étant indiquée par . .0000, la seconde 
par .. 0001, et ainsi de suite). Or ce reste augmente d'une unité quand 
on passe d'un nombre au suivant, excepté lorsque le premier nombre 
est terminé par g, gg. ggg, etc. Dans ces derniers cas, le reste de la 
division par 10 augmente respectivement de 2, 3, 4v» unités. 

D'après cela, pour partager en classes les combinaisons formées dans 
le système décimal et en les supposant rangées comme il a été dit plus 
haut (n° 7), il suffira d'écrire en cercle les chiffres ο, 1, 2,..., g, et de 
prendre ces nombres à partir de ο en suivant le cercle, avec le soin 
d'avancer d'un rang à chaque tour, de deux rangs à chaque dizaine de 
tours, de trois rangs à chaque centaine, et ainsi de suite. Ces chiffres, 
écrits sous les combinaisons au fur et à mesure qu'ils seront lus sur le 
cercle, indiqueront la classe à laquelle chaque combinaison appartient. 

Une règle analogue s'applique évidemment à un système quelconque, 
et l'on aura, par exemple, dans le cas de η = 3, m=3, le résultat suivant : 

Rang de la 1 3 ̂  5^ g g. ^ I0, 11 12 i3, i4j i5 16, 17, 18 19, 20, 21 22, 23, 24 ?.5, 26, 27 
combinaison. ) 

Indice de la / • o, 1, 21, 2, 02, o, 1 i, 2, ο 2, o, r o, 1, 2 2, o, 1 o, 1, 2 i, 2, ο 
classe. j 
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9. Il résulte de cette loi que si l'on s'arrête dans le système à un 
rang marqué par un multiple de n, on aura jusque-là autant de com-
binaisons de la classe ο que de la classe i, que de la classe 2, etc. 

10. Supposons toujours les combinaisons rangées comme il a été 
000 dit au n° 7, et représentées par la suite des nombres ( ο com-
0 0 1 pris) exprimés dans le système de numération dont la base 
003 est n. Les n"1"1 premières combinaisons commencent par a^; 
010 les nm~K suivantes par a \, et ainsi de suite. Le système se par-
0 1 1 tage donc en n groupes dont chacun renferme nm~l combinai-

sons dans lesquelles le premier élément est commun. 
020 Chacun de ces groupes partiels peut être regardé comme un 

2 2
 système de combinaisons de m — 1 éléments, et se partage de 

- même en n groupes. Il y aura donc dans tout le système n2 de 
1 0 0 ces nouveaux groupes. 
,
 2

 Et en général, i étant moindre que m, le système se pourra 
partager en n1 groupes de n'n~l combinaisons ayant les i pre-

j j j miers éléments communs. Chacun de ces groupes constitue un 
, , 2 système dont la base est η, mais à m — i — 1 éléments, en ne 
t
 considérant que comme un seul élément l'ensemble des i -4-1 

! 2 1 premiers, ensemble qui ne peut avoir que « valeurs différentes. 
1 2 2 Parexeinple,danslesystèmeternairequereprésenteletableau 
2 ci-contre, il y a trois groupes principaux, séparés par un trait 
20 1 double, dans lesquels le premier élément est commun ; on peut 
202 considérer chacun d'eux comme formant un système de même 
2
 , 0 base à 1 éléments. Chacun de ces groupes se subdivise à son tour 

2 1 1 en trois groupes secondaires dont les combinaisons ne diffèrent 
2 1 2 quepar le dernier élément, et qui peuvent être considérés comme 
220 formant des systèmes de même base, mais à 1 seul élément. 
221 
2 2 2 /|Ί Prenons, dans le tableau (A), i éléments quelconques 
appartenant à des colonnes différentes; amenons-les sur la première 
ligne horizontale, et, par une permutation entre les colonnes, fai-
sons en sorte qu'ils occupent, sur cette ligne, les i premières places. En 
opérant sur le tableau ainsi modifié comme si chaque élément avait 
l'indice et le numéro qui convient à sa place actuelle, on formera 
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encore toutes les combinaisons du système, et quoique l'ordre 
nouveau soit très-différent du premier, quelques-unes des consé-
quences précédentes subsisteront encore. 

Ainsi les η premières combinaisons ne différant que par le dernier 
élément, appartiendront à η classes différentes : il en sera de même 
des η suivantes, etc. ; en s'arrêtant à un rang marqué par un multiple 
de n, on aura donc encore un nombre égal de combinaisons de chaque 
classe. 

En second lieu, les n'"_t premières combinaisons, et elles seront les 
seules, commenceront par les i éléments considérés : comme nm~l est 
un multiple de τι (à moins que i = m), et que, d'ailleurs, rien n'em-
pêche, une fois les combinaisons formées, de mettre chaque élément à 
la place indiquée par son numéro, on aura le principe suivant. 

12. Dans tout système dont 11 est la base et m le nombre des élé-
ments, i étant moindre que m, il existe nm_1 combinaisons également 
réparties entre les η classes, et dans lesquelles i indices pris à volonté 
occupent la même place. 

13. Comme ce principe est important, nous en présenterons une 
autre démonstration en prenant un exemple particulier. 

Supposons qu'on demande combien il y a, dans le système décimal, 
de nombres de 8 chiffres qui renferment 5 millions 3 mille et 4 cen-
taines. 

Si l'on efface dans un nombre qui satisfait à ces conditions les chif-
fres 5, 3 et 4, il restera un nombre de cinq chiffres; et réciproquement, 
un nombre de cinq chiffres étant donné, en y intercalant convenable-
ment les chiffres 5, 3 et 4> on obtiendra un nombre remplissant les 
conditions demandées. 

Par conséquent, il y aura autant de nombres de 8 chiffres où les 
chiffres 5, 3, 4 occupent des places déterminées, qu'il y a de nombres 
de 5 chiffres (00000 compris), c'est-à-dire io5. 

Si l'on écrit les nombres de huit chiffres qui remplissent ces condi-
tions dans l'ordre croissant, il est visible que les dix premiers appar-
tiendront à des classes différentes : de même les dix suivants, etc. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

Des systèmes de polynômes. 

§ Ι-

Propriétés générales des systèmes de polynômes. 

14. Avant d'examiner les propriétés des systèmes de polynômes, et 
afin de ne pas compliquer les énoncés, nous conviendrons de quelques 
notations. 

B, C, D,..., L désigneront des systèmes analogues à A, et qui s'ob-
tiennent en remplaçant dans le tableau A, a par 6, c,..., I. 

^ (ABC... L) ou ̂  ·' somme des produits obtenus en multipliant 

entre eux les polynômes de même rang et de la classe ρ des systèmes 
A, B,..., L. 

5* Τ : ensemble des termes qui, dans V , renferment tous les in-** μ 
dices appartenant à un polynôme de la classe μ, numérotés comme 
dans ce polynôme. 

2 A^: somme des puissances ièmes des polynômes de la classe μ et 
du système A. 

Χμ : produit de tous les termes d'un polynôme de la classe μ et du 
système A. 

A^ : produit des termes d'un polynôme de l'ordre μ par l'un des 
termes de ce polynôme. 

Nous désignerons, à l'exemple de plusieurs auteurs, le produit 

ι .2.3... m 
par Π m. 

Les autres notations seront expliquées en leur lieu. 

15. THÉORÈME FONDAMENTAL. — A, B,..., L désignant i systèmes de 
polynômes de même base et du même nombre de termes, on a 

(0 2 (ABC... L)„=2(ABC...L), 
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pour i < m, et 

(») 2 (ABC... L)„ - 2IV = 2 (■ABC.· ■■ L)? - 2 TV 

fyour i>m. 

Un terme faisant partie de ̂  peut être représenté par 
ρ 

Τ = abc... I, 

chacune de ces lettres ayant un indice et un numéro que nous n'écri-
vons pas pour plus de simplicité. 

Les indices sont i nombres égaux ou inégaux pris parmi ceux qui 
entrent dans un polynôme de la classe μ : les numéros sont aussi i 
nombres égaux ou inégaux pris parmi les m nombres ι, a, 3,..., m. 

Or, si l'on suppose d'abord i moindre que m, il existe dans chaque 
système autant de polynômes de l'ordre μ que de l'ordre v, où ces i in-
dices sont surmontés des mêmes numéros (12). Par conséquent, si le 

terme T entre un certain nombre de fois dans , il entrera le même 

nombre de fois dans ̂  , ce qui démontre l'égalité (i). 

Si l'on a 
i = m, 

tous les termes T, où ne se retrouveront pas les m indices d'un poly-
nôme de l'ordre μ, numérotés comme dans ce polynôme, entreront 

à la fois dans ̂  et dans · Ces deux sommes ne peuvent donc dif-

férer que par les termes dont l'ensemble a été désigné par 2 T^. et · 

^T;,, ce qui démontre l'égalité (2). 

16. Lorsqu'une fonction des combinaisons d'une classe ( poly-
nômes ou produits) ne changera pas quand on y substituera les 
combinaisons de même rang de toute autre classe, nous représen-
terons, pour abréger, cette fonction par le symbole s (μ), qui in-
diquera qu'elle est indépendante de la classe μ. Nos deux égalités 
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fondamentales pourront donc s'écrire comme il suit : 

(0 2 = 3 {μ), (i < m), 

(a) 2^—Στί»=3(μ), (*>»»)■ 

17. Lorsque i est égal à m - 2, les égalités comprises dans la for-
mule (1) se partagent en d'autres plus simples. 

En effet, chaque système se compose de n systèmes partiels dans 
lesquels les polynomes de l'ordren et ceux de l'ordre o forment des 

clases différentes. Par suite, l'égalité Ku = Kv doit être une consé 
quence de n égalités semblables, relatives chacun des systèmes partiels. 
Une pareille décomposition aurait lien fortiori pour i < m -2 
Pour éclaircir tout cela par un exemple, ne considérons qu'un seul 
système dans lequel n = 2 , m = 3. Ce système pourra être représenté 
par le tableau suivant 

Solynômes Classe. 

Système complet. 

1er 
Système 
partiel 

0 0 0 0 
0 0 1 0 
0 1 0 1 
0 11 0 

2e 
Système 
partiel. 

1 0 0 1 
1 0 1 0 
1 1 0 0 
1 1 1 1 

La supposition de i = 1 dans l'égalité (1) donne 

(000) -1- (011) 4- (loi) -h (110) = (001) -h (010) + (100) -1- (ι I 1). 

Or cette égalité est une conséquence des deux suivantes : 

(000) + (011) = (ooi) -I- (010), 

( 101) -h (110) = (100) -(- ( 1 χ 1 ), 

égalités qui sont relatives aux deux systèmes partiels dans lesquels Je 
système complet se décompose. 

Tome 1er (2e série). - SEPTEMBRE 1856. 42 
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18. COROLLAIRE I. — Si les systèmes A, B, C,..., Lsont identiques, 
on aura les formules 

(3) ΣΑ^=
β

(μ), 

(4) 
—. m 
2A,-nm2Â"=3W' 

(5) 9 

conséquences immédiates du théorème fondamental et des formules 
qui servent à développer les puissances des polynômes. 

19. Les formules (4) et (5) sont déduites de la formule (a) en y 
faisant i = m et i = m -h i. Le développement de en fonction sy-
métrique des termes de Α.μ devenant de plus en plus compliqué à 
mesure que i augmente, nous nous contenterons toujours de ces deux 
cas particuliers. 

Toutefois ce développement, quand on ne considère qu'un seul 
système, peut être prolongé autant que l'on veut en ayant égard à la 
règle suivante. 

En définitive, il s'agit de trouver dans le développement de 

(a + b + c -+- ... + l)m+k, 

a, b, c,..., I représentant, pour abréger, les m éléments qui entrent 
dans un polynôme de l'ordre μ, tous les termes tels que 

Ν a* b'3 c'... lx 

dans lesquels aucun des exposants os, /3, —, λ n'est égal à zéro, et par 
suite on aura 

Tu = K II (m + k) a aba ... i, 

le double signe JT indiquant que l'on doit étendre la somme à toutes 

les valeurs qui satisfont à l'égalité 

α 4- /3 + γ... + λ = m + £, 

et en outre permuter entre eux tous les termes a, b, c,..., /. 
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Pour avoir 2 il faudra opérer de la même manière sur Ions les 

polynômes de l'ordre μ. 

20. COROLLAIRE II. — Si l'on pose 

Ψ {χ) = Po χί + Pt χί~* H- ·.. + Pi, 
on aura 

(6) 2?(V) = 3 (μ), i<m, 

(?) 2?^) ~
 n,"A>2,«S<= 3(Ρ·)ι

 i=>'h 

(8) 2?(
α

α0-
π
^3

+ι)
ΡΟ2^~

π,7Ζ
/
?

Σ
χ

^
:= i

" =
 m

+
i

-

21. Si l'on suppose 
φ (χ) = {x + hj, 

on aura 

(9) 2(A<*+ ^r_i =3 (μ)* 

(ίο) ^(Α,,Η-^-ΠΒΐ^Α^ί^), 

(u) 2(
A
^+

 h
T

+l

 —
 Π

^3

+1
^
 mhUιη^Α,

μ
 = 3 (μ). 

On serait arrivé au même résultat en augmentant de h tous les termes 
d'une colonne dans le tableau (A) et appliquant les formules du n° 18. 

22. Si l'on a 

φ (χ) — χ (χ -h ρ) (χ -Η ζρ)... [χ -+- (ι — i)/s] = «0?,. 

il en résultera 

_ m— tie 
(12) 2

a
^ =:3(fx)> 

(i3) 2
A

™'
|Î
~ Π/η 2^= s (μ), 

r t í 

42.. 
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Ces formules ressemblent à celles du n° 18, et offrent un nouvel 
exemple de l'analogie qui existe entre les factorielles et les puissances. 

§ H-

Applications diverses. 

23. Telles sont les principales propriétés des systèmes de poly-
nômes. On conçoit qu'on pourra en déduire d'autres moins générales, 
mais non moins intéressantes, en particularisant les quantités qui en-
trent dans leur formation. 

En premier lieu, supposons tous les éléments du tableau (A) égaux 
à leur indice, mais représentant, suivant le rang qu'ils occupent, des 
unités du premier, du deuxième, du troisième ordre dans le système 
dont la base est n. On obtiendra évidemment les nm premiers nombres 
de la suite naturelle, ο compris. 

Et si, après avoir ainsi choisi les éléments du système, on les mul-
tiplie tous par h et qu'on les augmente de a, les polynômes formeront 
une progression arithmétique commençant à ma et ayant h pour rai-
son. On peut d'ailleurs disposer de cl et de h de manière à obtenir une 
progression donnée. On a donc ce théorème. 

nm nombres en progression arithmétique peuvent être considérés 
comme les valeurs numériques des polynômes de m termes, dans le 
système dont la base est n, et rangés dans l'ordre adopté (n° 7). 

De sorte que les théorèmes démontrés dans le paragraphe précédent 
fournissent, entre les termes des progressions arithmétiques, de cu-
rieuses relations. 

Soient, par exemple, les 16 nombres 

i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, ιο, n, ία, ι3, i4, i5, 16. 

On peut les considérer comme appartenant à un système dont la base 
est ι et le nombre des éléments 4· D'après la règle donnée (n° 8), ils 
ont respectivement pour indices 

o, i, i, o, i, o, o, i, i, o, o, i, o, i, i, ov 
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On aura donc 

i + 4 +6 +7 -bio +ii +i3 -bi6 =a +3 +5 +8 +9 -bits -bi4 +'5 , 
I + 42 + 62 + 72 + IO2 + II2 + I32+- I62 = a2-b32 + 52 + 82 + 9a + iaî + i42 + i52, 
1 +4s + 6s + 7

s + io3+-n3-bi33+ i63 = 93+-33-b5a-b88 + 9
s + ια3 + ι43 + ι53. 

24. Les nombres polygones étant des fonctions entières et du se-
cond degré d'une indéterminée, jouissent, d'après la remarque faite 
(n°20), des mêmes propriétés que les progressions arithmétiques. Par 
exemple, si l'on prend 16 nombres polygones consécutifs, la somme 
de 8 d'entre eux sera égale à la somme des 8 autres. Si l'on en prend 
64, la somme des carrés de 3a de ces nombres sera égale à la somme 
des carrés des 3a autres, etc. : propriétés qu'il serait bien difficile de 
démontrer directement. 

2o. Imaginons un système binaire ainsi composé : 

000 ο ο ... ο, 

ίΖ|? iïg? ^3» ^4' ^5?···? ^rn· 

Il est facile de voir que, dans cet exemple, les polynômes de l'ordre 
ο se réduisent aux sommes des termes de la seconde ligne pris en 
nombre pair; et les polynômes de l'ordre 1, aux sommes de ces termes 
pris en nombre impair. 

On aura donc 

i (a\ + ^2 + · · +#/«)'" ' —■ ̂  {a2 + ^3 "+* · ■ · + (l
ln

)m ' 

(15) 
+ 2 (β3 + ■ · · + am)""1 etc. = o, 

( {at + +...+- — 2" {a
2
 + a

3
 +... -b d

m
)m 

(16) j 

[ + 2(
<7

3"
+

" "
+ a

">^
m etc

-
 = Uni a, a

a
... a

m
, 

1 (a, + a
2
 -b · · ■ + )'"+> — 2 (ef2 -b «3. +... + a)m+> 

(17) ) 

l -b 2 ~t"~ ■■ ■
+

 "n)"***
etc

- =
 n(w

2

+l) -am(a, +«J+· · · + a
m

). 
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C'est ainsi que l'on aurait (en changeant la notation pour simplifier) 

(ιa -bb-bc)2 — {a 4- by—(a+cf — (£4c)2+a24-b24-c2 = o, 

(a -hb-j-c)3 — {a-y- b)3 — {a^cf—(b+ c)3~f-a3-f- b3-hc3~6 abcr 

(a -bb+c)* — {a 4 by~(et+c)* — {b+cy-{-a*-irb4+c*=i2abc(a+b-\-c). 

On aurait encore» en considérant, deux ou trois systèmes analogues, 

(a 4 b 4 e){a' 4 b' 4 d) — [a 4 b) {à 4- b') — [a 4 c)(«'4- c') 
— (b 4 c) φ' + d) 4- aa' 4- bb' 4- cd= ο, 

(α 4- b 4- c) (a'-4- b'4- d) (a"-b b"4- ç") — (a-bb){a' 4- b')(et"-b b") — etc. 
4- aa' a" 4- bb' h" 4- cd c" — ab' d'4- ad b" 4- etc. 

2H. Si l'on suppose 

ai — a2 ·.— at... — am% 

on aura les identités suivantes qui sont bien connues : 

(18) mm~l — m [m — 4- "* ̂  ^(m — —... = o, 

(19) m"
1
 —4-

 m ̂
 a

 (m — a)m —... = Π m, 

t / / I -2 

27. Considérons le système binaire 

j a, a, a, ..., a, 
bf

 b, b, 

en lui appliquant la formule (1) on trouvera 

(21) m [(m — i)a 4- £]* 4-
 g

 [(m — 2)a 4-b\— etc. =0, 

pour i < m. 
Cette formule comprend la formule (18) comme cas particulier. On 

généralisera aussi sans peine les formules (19) et (20). 
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TROISIÈME PARTIE. 

Des systèmes de produits. 

§ Ι-

Théorèmes généraux sur les dérivées. 

28. Nous supposerons dans ce qui va suivre que les quantités in-
scrites au tableau 

(A) 

t/ / I -2 
aj α® ... a'j, 

On—\ O-n—i j 

sont des fonctions d'une certaine variable x. Nous continuerons à re-
présenter par χ

μ
 le produit des termes d'un polynôme de la classe p, 

c'est-à-dire un produit de la classe ρ : dl Χμ sera la dérivée ième de ce 

produit, et ̂  dl Χ
μ
 représentera la somme de toutes les dérivées de 

cet ordre obtenues en opérant sur tous les produits de la même classe. 

29. D'après notre théorème fondamental (n° 15), on a, en suppo-
sant que plusieurs systèmes se répètent, 

2 (AK B'3 CL.. ίι)
μ
 = ^(Αα B*3 CL.. LA)„ , 

toutes les fois que la somme α ·+- |3 4- γ ·+-... -Ρ λ, qui marque le 
nombre des systèmes considérés, est moindre que m. 

Soient 
T, S 

deux termes identiques pris dans les deux membres de cette égalité. 
Admettons que ceux des facteurs de Ay, ifty,..., qui n'entrent pas 
dans T, y soient rétablis avec l'exposant o, et opérons de la même ma-
nière à l'égard de S. 
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Cela posé, pour avoir les termes, 

T, S', 

qui correspondent à Τ et à S dans les expressions 

» jß o X? j/3 

il suffira de regarder, suivant les règles connues, les exposants des 
facteurs de Τ et de S comme indiquant, non plus des puissances, mais 
des dérivées prises par rapport à .r, en remplaçant d° k par k. 

Il suit de là que T' et S' diffèrent par les facteurs affectés de la ca-
ractéristique d°, mais qu'ils deviendront égaux si on les divise, le pre-
mier par le second par -C»· On aura donc 

T' S' 

(Λ~~ (ΑΛ- O' 

et, par suite, 

(aa) XX /rfa,A. rf*ifc ^ / rfa „A, rf/3 US, 

pourvu que l'on ait 

α + ^ + 7 + .,.+ λ < m. 

30, La même analyse convient mot pour mot au cas où les éléments 
des divers systèmes considérés sont des fonctions de plusieurs va-
riables, dα indiquant alors, soit α dérivations opérées successivement 
par rapport à ces variables, soit une différentielle totale de l'ordre a. 
Si, en outre, on suppose que plusieurs systèmes deviennent identiques, 
le THÉORÈME FONDAMENTAL de cette troisième Partie pourra s'énoncer 
ainsi : 

(22 bis) ς[('ϊ)·(£)'··· (£)!='«, 

k condition que l'on ait 

a CL -f- t) -4- ... -f- 1λ < 772? 
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et que les opérations indiquées par la lettre d restent les mêmes quand 
on passe d'une classe à une autre. 

31. Si l'on suppose, dans la formule (22), 

et — β ... — λ — if oc + β -1- ... + λ — kif 

et tous les systèmes identiques, on aura 

(23) enligues, on aur^ 8ç, {d‘A\* _ , 

pourvu que l'on ait 
ik < τη. 

32. Si l'on suppose 
k = 1, 

la formule (23) devient 

(«4) ( dm-' X \ / N 

On trouvera ensuite 

(25) Σ 2«,='M. 
(26) ¡Z {— % * p- on / -7/71-4-1 1 \ TI í I . ■> 

ft' désignant ce que deviennent les quantités quand on 

y change les puissances en dérivées, et qu'on les divise ensuite respec-
tivement par &>μ, uh^, etc. 

33. On trouvera avec la même facilité les formules qui corres-
pondent aux formules (6), (7), (8) et suivantes de la deuxième partie 
de ce Mémoire. 

§ H. 

Applications diverses. 

34. Nous avons vu (23) que nm nombres en progression arithmé-
tique pouvaient se partager en groupes, tels que certaines sommes 

Tome 1ER (I4 série). — SEPTEMBRE 1856. 43 
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de puissances de leurs termes ne changeaient pas quand on passait 
d'un groupe à un autre. 

Les progressions géométriques dont les termes sont des fonctions 
d'une ou de plusieurs variables jouissent de propriétés analogues. 

Par exemple, ψ étant une fonction de x, on aura 

d'.tp dï.y* eP.f1 rf'.f10 ί/'.φ" dl.yxl dϊ.φιβ 

γ φ* <ρβ φ7 y10 φ" φ13 y16 

ï- JL rf1.*4 d*.(p8 rf'.ç9 rf.f14 

pourvu que i soit moindre que 4· On aurait aussi (51 ) 

(?Μ?)'
+

«·=(Τ9
,+

(?)·
+

·*· 

55. La considération du système 

I, I, I,. . ., I, 

<Ï
(
, FLJ, FLJ,..., dm 

conduira aux formules suivantes : 

«onduira aux tormuies suivant^: 

rv0/ i i 

jfër exemple on aurait, u, v, z étant trois fonctiops quelconques^ 

Par exemple on aurait, u, ν, ζ étant trois fonctions quelconques, 

d2.uvz — ud2.vz—vd2.uz—zd2.uv -+· vzd'u-l·- uzd3v -+- uvd3z — o, 
d3.uvz— ud3 .vz—vd3 .uz— etc. = 6dudvdz, 
d'' .uvz — ud*.vz— vd*.uz— etc. = 12 d (du dvdz). 

56. Si l'on suppose 

— β, — û, — · .. — ci
m

 — φ, 
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on aura 

(3o) I d'.<pm — mfd'.qf = o, i < rn, 

I l m{dy)m 

(3a) [ + ιηφ"1-'d'.(p'±: fmdl. φ° ι _ n\m +1) γη(ά<ρ)'η~* d2(p, i= m-+-i. 

37. Et, plus généralement, u étant une fonction quelconque, si l'on 
considère le système 

U, I , I ,·· ·, I , 

ucp, <p, ψ,..., φ, 
on aura 

(33)/ ο?'. «φ® — ί = ο, i < m, 

(3/4) j g)V'. u<pm~2. .. \ = nm«((ff)"1, i = m, 

(35) J rp ιηφ"1-* d'.ucp ±. fmdl. uj = 11 ^ m^~1 ^ mu(dcp)m~ld* ψ Π (m+ j)c/« (cfa 
1 \ i — m-l· i. 

38. La formule (33), donnée pour la première fois dans les Com-
mentaires de Saint-Pétersbourg (année 177a) par Lexell, a été repro-
duite et étendue par Arbogast (Calcul des dérivations, page 329). 

Lexell arrive à cette formule par induction, en cherchant à vérifier 
la série de Lagrange. Il montre ensuite que si la formule est vraie 
pour m, elle est encore vraie pour m -+- 1, et l'ayant ainsi établie d'une 
manière rigoureuse, il s'en sert pour démontrer la série de Lagrange, ce 
qu'il fait à peu près de la manière suivante : 

Soit 
t — se -h ψ (se) = o, 

on aura 

Ψ(0 = ψ[·*~ ?(*)]; 

développant le second membre par la série de Taylor, représentant 
ψ'(χ), Ψ"(λτ),... respectivement par u, du, d3u,. .., et y(a?) simple* 

43. 
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ment par φ, ou aura 

ψ(0 = ψ(^)-«φ + τ^^« +7114^ 

et ensuite changeant tour à tour dans cette égalité ψ(ί) en ψ (<) ψ'(ί), 
[(φί)2ψ'/]', etc. 

φ(/)ψ'(ί) = + u<p - ^d.uy + -h-d'.u<p- 77^x4 d3.u<? + ..., 

r;rw<]' = + ττΑ»?-·ππ*
Μ
?+τΙίι*

Μ
? -

-L_[(fiy^t]"= + ,
Μ
^+..., 

1.^.3 // 1.2.3 1 1 .a. 3>4 i I £ 

et ainsi de suite. 
En ajoutant ces égalités, les termes des seconds membres se détrui-

sent en vertu de la formule (33), à l'exception de ψ(Λ"), et il reste 

<|>(jr) — ψ ί + φίψ'ί -+- -- [(ψ t)2 ψ' ί]'-+- γ—2 [(ψ
<
)
3

ψ'
ί
]"~'" ···» 

ce qui est bien la série de Lagrange. 

39. La formule de Lexell peut encore se généraliser. Elle n'est, en 
effet, qu'un cas particulier de la suivante : 

(d1. ufmf — m(di. (rff.By»-»)*...
 =

 o, 

qui a lieu toutes les fois que ik est moindre que m (n° 31). 

§ III. 

Théorèmes sur quelques déterminants de fonctions. 

40. Lemme. Soient 
ψο > 9»» 92»···' 9"» 

m -t- ι fonctions de x. Si l'on appelle D le déterminant 

^
i
{±d°ip

0
dl <p

t
d2 φ»... d"1-' 9

m
_, dmφ„), 
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et D, le déterminant 

2 (*= ά°<ρ
0

ά< {p
i
d2<p

2
...dm-s <p

m

_
{
dm+t <p

m

), 

qui ne diffère du premier que par le changement de dm en d'n+i, je dis 
qu'on aura 

(36) «?.D = D(. 

En effet, soient 
1.^.3 // 1.2.3 1 1 .a. 3>4 i I £ 

9a =...d*Q d* Y & • 

deux termes du déterminant D, que nous supposerons ne différer que 
par les facteurs mis en évidence. Si l'on différentie D, le terme prove-
nant de A par la différentiation de d^tp^ et celui qui provient de Β par 
la différentiation de d^tp^ seront les mêmes. D'ailleurs, d'après les 
règles connues, ces deux termes ont des signes opposés : donc ils se 
détruisent. 

Il résulte de là qu'il ne reste dans d.D que les termes qui pro-
viennent de la différentiation des facteurs affectés de dm·, en sorte que 
d.D ne diffère de D que par le changement de dm en dm+l : donc d.D 
n'est autre chose que D,. 

41. Corollaire. Soient 

J Jnin /V» /VI /v. 

m + 1 fonctions inconnues déterminées par les m + 1 équations 

9a =...d*Q d* Y & • 
x

0
d°f

t
 -+- x

i
di(p, -+- x

2
d2<p, + ... -+- x

m
dmw

t
 = dm+f φ,, 

x
0

d°(p
2
 -+- x, d1 φ

2
 -I- x

2
d2 ç>

a
 4-... -1- χ 

m
dmψ

2
 = dm+i <p

2
, 

• ' * 1 
\ x

0
d°<p

m
-+-x

1
d,f,„ + x

2
d2<p

m
 + ... + x

m
dmf

m
 - dm^ <p

m
. 

Si l'on cherche la valeur de x
m

, on trouvera, d'après les règles connues, 
D, 

Xm
 — D ' 
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et, à cause de l'égalité (36), 

x
m
 = ̂ - = i/.logD. 

42. Considérons les équations suivantes : 
( 

/ x0d°.u<p°-h x, d}.«φ°+ x
2
d2.u(p0+...-h x

m
dm.u<p°= dm+î .u<p° 

ι χ
0

Η°.ιιφ* Xid'.utp' 4- x
2
d3.u<p*-{- .. 4- x

m
dm.ufi = dm+t. ιιψ' 

(Ρ) < XQd°.mφ*4~ x, d* .uy* + x
2
d* .u<p*+ x

m
dm.u<pi— dm+'.ιιφ1 

\ x
0
 d°.u<pm 

4- x, d* .u^m+x
2
di.u ipm4-. · .4-x

m
dm.u<pm=dm+i ,ufm 

Si l'on ajoute ces équations, après les avoir multipliées respective 
ment par 

eni par 

on aura, en ayant égard aux formules (33), (34), (35), 

x
m

(ilm.udfm) = Πudtp'"-' d*f 4- Π (m 4- ι)dudfm ; 

d'où 

„(il m.udÿ“) == il ni —- uay"-' ci* y -4- 11 [m + ijctuap“ 

d'un autre côté, si l'on pose 

D= ̂  (± d°.U(p°d' .u<p*... dm.u<fm), 

on aura (n° 41 ) 
x

m
 = rf.logD; 

donc 

xm = d. logD; 

et, par suite, 
m (m H- i) 

D = C«m+< d<p 5 , 

C désignant une constante. 
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45. Pour obtenir la constante C, observons que le déterminant 

2 (^α°
0
α\α1..α™), 

dans lequel les indices supérieurs sont des exposants, est, d'après uii 
théorème de Vandermonde, égal au produit " 

{d
m dm— i) {dm ''m—a)·■· ("m "" "#) {dm— ι a)··· (^l ^0)· 

Or, si l'on suppose 
11 = e*, φ = e% 

la constante devient égale à 

2 [± i°.a'.32.. (/« -+- i)m], 

ou, en appliquant le théorème de Vandermonde, 

Π m Π (m — ι)Π(/η — a)... Πΐ Πι. 

Si donc on désigne cette dernière expression par n2m, on aura 

C = n2m. 

44. Ainsi l'on aura, quelles que soient les fonctions u et φ, 

m (m -+-1) 
(37) 2 (— <^°· u<p°d*. ιιφ'... dm.ufm) = Wtm.um+i (ίψ 2 

Si l'on suppose 
u = ι, 

les termes du premier membre qui ont pour facteur l'une des quan-
tités d.uy°, d2. ιιφ0, etc., disparaissent, et l'on a plus simplement 

m (m i) 
('w) 2 {—άφά2^id3.φ3...ά"ι.φ'η) = 1ίίηι.άφ 2 

Gette identité remarquable est due à Wronski (voir Philosophie de la 
Technie algorithmique

}
 tome II, page 116). M. le capitaine Abadie 
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en a donné une belle démonstration dans les Nouvelles Annales'de 
Mathématiques, de MM. Terquem et Gerono (tome XI). 

Pour mieux fixer les idées, nous avons supposé toujours que les 
fonctions m et φ ne dépendaient que d'une seule variable; mais il est 
aisé de voir, suivant la remarque déjà faite au n° 30, que toutes les 
formules démontrées dans ce paragraphe sont encore vraies quand on 
considère des fonctions de plusieurs variables, et que da désigne soit 
α dérivations opérées successivement par rapport à ces variables, soit 
une différentielle totale de l'ordre a. 

45. Si, dans la formule (37), on pose 

" = φ, 

et que l'on change m en m — 1, on obtient 
m (m— 1) 

(38) 2
i
(±d°.y,d,.<p2d2.cpi...dm-,.<pm) =ζΠ* im-i)cpm.dv ' . 

Pour en donner une vérification dans un cas très-simple, nous suppo-
serons m =3, ψ = χ. Il s'agira alors de calculer le déterminant 

χ 1 ο 
χ3 IX 2 

χ3 3ara 6x 

On trouve, eu appliquant les règles connues, 

12 χ3 — 6 χ* + 2 χ3 — ο -+- ο — 6 χ3, 

ou ix3, ce qui s'accorde bien avec la formule (38). 


