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AN VAAAMA A AAR U VA SANAAA

EXPRESSION REMARQUABLE

DE

VWA VW LY ARAVRAAAY

LA QUANTITE QUI, DANS LE MOUVEMENT D' UN SYSTEME DE POINTS
MATERIELS A LIAISONS QUELCONQUES, EST UN MINIMUM EN VERTU
DU PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION;

Par M. J. LIOUVILLE.

Le principe de la moindre action n’est applicable que dans les sys-
temes ou l'intégrale des forces vives a lieu. Soient donc m, m’, m’,...,
les masses des points matériels qui forment un systéme donné remplis-

sant cette condition, v, ¢, v",... leurs vitesses mv? la force vive
) 3 b ? ?

totale, et U la fonction des forces. L’intégrale des forces vives pourra
s’écrire

va’ =2 (U + K),

K étant une constante qui dépend de la force vive initiale. Nous sup-
posons cette constante déterminée, et nous suivons le systeme depuis
son départ d’une certaine position (1) jusqu’a son arrivée i une autre
position (2). Dans la position {1)la force vive est connue par hypotheése,
et dés lors dans la position (2), comme dans toutes les autres, elle peut
se calculer an moyen de la fonction des forces.

Soit ds I'élément décrit pendant V'instant infiniment petit d par le
point matériel m. On aura

ds

v:d—t-

Substituant cette valeur dans I'intégrale des forces vives, on en tirera

ensuite
Smds*
dt = \/m

ce qui permettra d’éliminer partout ou on le jugera convenable l'éié-
ment d¢ du temps.
Tome 187 (2° série). — Aour 1856. 38
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La quantité que I’on considére dans le principe de la moindre action
est I'intégrale, prise depuis la position (1) jusqu’a la position (2), de la
somme des produits mods de la quantité de mouvement de chaque
point matériel par I'élément ds qu'il décrit pendant chaque instant (t
sur sa trajectoire. C'est donc

fz mvds,

» fa’t N ine?
.

en remplacant ds par vdz. Mais pour se faire une idée vraiment nette

o1l

du principe dont nous parlons, il faut remplacer 2 me?et dt par leurs

valeurs ci-dessus. On a de cette maniére

dthv" = \/2 (U + K)Zmds‘*‘:

et c’est 'intégrale de cette derniere quantité

\/2 (U+K) Z mds*y‘

que le principe de 1a moindre action concerne proprement. 1l faut com-
parer la valeur qu’elle prend dans le mouvement réel qui transporte le
systéme de la position (1) & la position (2) aux valeurs qu’elle pourrait
prendre dans tout autre mouvement fictif propre a effectuer ce méme
transport. Imaginons qu'on ait exprimé les coordonnées des divers
points du systéme au moyen d’un certain nombre de variables indé-
pendantes «, (3,..., v, de maniere a vérifier les équations de condition
fournies par les liaisons: @, ..., 7 varieront ensemble dans le passage
tel qu'il s’opére en effet, de la position (1) pour laquelle on a

O = %y, ‘8 - ﬁn'--’ Y= %
& 1a position (2) pour laquelle
=09, B=PF ¥T=7
On pourra regarder ces quantités comme des fonctions de Vune d’elles

«, e€n sorte que
B=1f(a)y.... y=f(a)

Les fonctions f,..., f dépendent, je le répete, de la loi du mouvement
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qui s'exécute; elles sont parfaitement déterminées. En mettant pour
B...., 7 leurs valeurs en a dans la quantité

\/2(U+K)2mds",

cette quantité prendra la forme
A(a)da,

f“’x(a) da.

Maintenant, dans cette méme quantité

et son intégrale sera

\/2(U —I—K)Emds”,
B=o(aho 7= ()

les fonctions g, ..., ¢ donnant toujours 3 = Bis..oy Y=Y, poura=a,,
et = Bo,..., =7 pour o = a,, mais étant d’ailleurs différentes
de f,..., f, et répondant par conséquent, non plus au mouvement réel,
mais a un mouvement fictif, entre les mémes positions extrémes. Nous
aurons une autre différentielle

= (a)da

j‘:a’m(a)da.

L

Or le principe de la moindre action counsiste en ce que l'intégrale

f Ma)do

est moindre que toutes les autres

fa’w(a)da;

&,

faisons

et une autre intégrale

ou plutdt, il consiste en ce que c’est pour f§ =f(a),..., y=[f(a)
que l'intégrale de '

V/2(U+ K) 3 mas,

prise de la position (1) & la position (2), a une variation nulle, les varia-
38..
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tions provenant du changement des fonctions par lesquelles on exprime

arbitrairement 3, ..., 7 en fonction de « dans lintervalle indiqué.
Cela posé, jc me propose de mettre la quantité

2(U + K) Y mds?,

dont la racine carrée figure dans I'énoncé précédent, sous une forme
remarquable de laquelle naitront des conséquences intéressantes et des
théorémes nouveaux.

Les coordonnées des points m, m’, m’,... du systeme étant expri-
mées au moyen des variables indépendantes o, 3 ,..., ¥, il est clair que

2 mds?

est une fonction homogéne du second degré des différentielles da,
df,..., dy. Représentons donc sa valeur par

Edo® + 2Fdadf + Gdf$2 + 2Hdady +....

Comme elle est essentiellement positive, on pourra la mettre sous la
forme d’une somme de carrés:

(Pde + QdB +... + Rdy) + (Pda+ Qdf +...+ Rdy) +...,

P, Q, etc., étant comme E, F, etc., des fonctions de a, f3,..., 7.

Désignons par p, ¢,..., 1, p'y ¢'..., t'y etc., d’autres fonctions de
%, fB,..., 7 liées & P, Q, etc., au moyen d’équations de deux formes
distinctes, les unes a lettres semblables,

Pp+Pp +...=1,
Q¢+ Q¢ +...=1,

Rr+Rr' +...=1,

ayant pour second membrel'unité, et les autresa lettres dissemblables,
Pg+Pqg+...=0,
Pr+Pr+-...=o0,

dont le second membre est zéro. On peut toujours satisfaire a ces
équations, dont on verra plus bas I'origine.
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Posons
Pdo + Qdf +...+Rdy =1,
Pdo +QdB+...+Rdy=10,
Pdoe+ Qd+... +R'dy= 1",

et

0 ik +l'£—e' n

p_d—az—*_q d—'p—l— dy_ ’
di d9 db

P00 ’ —
da+qdp+'”+'d7 n,
d db do

17 " N
E;—l-(]d@"".—f‘l d‘)’ n,

.................

6 désignant une fonction de a, f,..., 7. D’apreés la maniére dont nous
avons défini les coefficients p, q,..., r, p', ¢',..., r’,..., on aura

nl+nwl +nl +...=do,
car c’est en exprimant que le premier membre égale identiquement le
second membre développé

d+ dﬁ—f—

que I'on obtient euntre p, g, ... et P, Q, ... les relations admises plus
haut. ‘

Actuellement prenons pour § une solution compléte de I'équation
aux différences partielles

do o\ ,do ,db I
<p£+q;‘§—l—...+r£>+<p +q:1p+ o+ 7)+...:2(U+K;,

c’est-a-dire de I'équation
n’+n?4n?+ .. =2(U+K)
Cela étant, et puisque déja I'on a
Nomds* =83+ I* 4 124
le produit
2(U~+K) Y mds*
deviendra
(B +n? 0?4 (B g,
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par suite
l+nwl+nt+ . 4l — WP+ (' — Y+ (W — U+,
ou enfin
(d6)? + (nl' — 0" + (nl’ — In") + (WU —I'n")* - ...
Les carrés qui viennent apres (d9)? s’annulent tous si I'on pose
r 44

’ll ’l”

l
; -
D'apres les valeurs de [, &', I,..., n, n', n",..., les équations que je
viens d’écrire sont des équations différentielles du premier ordre qui
donneraient par I'intégration les valeurs de a, §,..., 7 en fonction de
Vune de ces variables, o par exemple. Or si vous les joignez a linte-
grale des forces vives, vous aurez précisément ce que M. Hamilton
nomme les intégrales intermédiaires des équations différentielles du
second ordre, que la mécanique analytique fournit pour le mouvement
du systéme de points materiels dont nous nous occupons. Nos équations
du premier ordre ne sont qu'en méme nombre que ces équations du
second ordre : aussi contienpent-elles, outre la constante K, les con-
stantes arbitraires A, B, etc., que § doit renfermer pour fournir une
solution complete de I'équation aux différences partielles
(p% +qg% “+ .. .+r§—3>2+...: 2(U + K).

En les différentiant, et éliminant les constantes K, A, B, etc., ou re-
trouverait les équations du second ordre, telles que Lagrange les a
données. C'est ce qu’on pourrait vérifier sans peine; mais il est plus
simple encore d’établir directement nos équations du premier ordre
par le principe méme de la moindre action, en profitant de la forme
commode que nous venons de donner 4 Pexpression de la quantité

\/2 (U+K) Zmd.s’,

dont V'intégrale doit étre un minimum, ou plutot doit avoir une va-

riation nulle en vertu de ce principe.
On fera qu'il en soit ainsi, en posant les équations
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parce que df étant une différentielle exacte, la variation de son inté-
grale entre des limites fixes est égale 4 zéro. On n’a du reste aucun besoin
de recourir ici aux régles du calcul des variations, et tout peut s’obienir
sans calcul, par un raisonnement facile qui s’offre de lui-méme. Toute-
fois, pour étre entiérement clair et rigoureux, il faudrait entrer a ce
sujet dans quelques explications. Mais, dans le désir d’abréger, j'a-
bandonne pour le moment ces détails 4 la sagacité du lecteur. J'y
reviendrai dans une autre occasion. J'ajoute seulement que les condi-
tions exigées aux limites, savoir que

B=Pf-y 7= pour a =a,, et = B,,..., 7= 7. pour a= o,,
seront remplies en disposant pour cela des constantes arbitraires intro-
duites par l'intégration des équations différentielles

{ r "

I
et des constantes A, B,..., que la fonction 6 contient, comme nous
I'avons déja remarqué.

Un théoréme de Jacobi permet de passer aisément des intégrales in-
termédiaires d'un probleme de dynamique aux intégrales finales entre
les seules variables «, 8,..., v. Je me borne & écrire ces intégrales
finales, qui sont

@ _ @
dA ? adB
Pour déterminer «, 8,..., 7 en fonction de ¢, on y joindra lintégrale
des forces vives qui donne dt, et par suite £, au moyen d’une quadra-
ture, quand on a exprimé f3,..., 7 en a. C'est ainsi qu’il faudra néces-

= B’, etc,

sairement operer, si la fonction § n’a été obtenue que pour une valeur
donnée de K. Mais si K reste dans 6 sous forme algébrique, on obtien-
dra £’au moyen de la dérivée partielle de 6 par rapport a K.

En voila assez sur ce sujet. Au fond je ne me proposais qu’un seul
but, et il est atteint : je voulais appeler I'attention des géometres sur
Pexpression curieuse

(dOY! + (nl — In')? + ...,
que J'ai trouvée pour le produit

2(U +K) 2 mds?,
et qui rendant, pour ainsi dire, intuitives les propriétés de I'intégrale
alaquelle le principe de la moindre action se rapporte, ouvre les voies
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a une étude plus approfondie. On comprendra aisément qu'on peut
en tirer un théoréme nouveau de minimum concernant la quantité

2 (U+K) 2 mds?,
si, partant d’unc position (a, f3,..., 7) pour aller 2 une autre position
infiniment voisine, et prenant d6 constante, on veut rendre I'expres-
sion citée la plus petite possible; les valeurs de da, d@,..., dyy propres
au minimum seront évidemment fournies par les équations de la Dyna-
mique

et par celle qui exprime que A9 a la valeur assignée; de méme, si
I’on se donnait la somme
(d6) + (nl — W')* 4+ ...,

c’est encore aux équations
11 _
¢ _ T — T ——
Y
qu'il faudrait recourir pour rendre 46 un maximum.
Yai développé longuement cette théorie dans mon cours au Collége
de France (année scolaire 1852-1853). Mais elle m’était connue, et je
P'avais communiquée a plusieurs de mes amis longtemps avant cette

époque. Iidée d’introduire la fonction 6 pour exprimer
2(U+K) 2 mds?

par une somme de carrés dont le premier ait pour racine une dif-
férentielle exacte, m’est venue en lisant (en 184~) un Mémoire ma-
nuscrit de M. Schlaefli [*], professeur & V'université de Berne, ou ce
géometre distingué donnait une forme semblable au carré de I'élément
de longueur d’une ligne géodésique sur Vellipsoide. Je suis heureux de
reconnaitre ce que je dois & M. Schlaefli et de rendre hommage 4 son
haut mérite. Toutefois sa méthode est fort différente de la mienne, et
moins générale. Je nc sache pas, en effet, que M. Schlaefli ait jamais
songé & se servir de la fonction & et de équation aux différences par-
tielles qu’elle vérifie. Cette fonction, dont 'importance est connte au-
jourd’hui de tous les géometres, grice anx travaux de M. Hamilton et
de Jacobi, jouc au contraire dans ma méthode le plus grand role.

[*] Poir un extrait de ce Mémoire, Comptes rendus, tome XXV, page 3g1. Foir
aussi le Journal de Crelle,, tome XLIIT, page 23,




