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MEMOIRE

SUR

LA REDUCTION DE CLASSES TRES-ETENDUES D’'INTEGRALES
' MULTIPLES;

Par M. J. LIOUVILLE.

[Extrait par I'auteur. ]

Nous empruntons cet Extrait aux Comptes rendus de 1’Académie
des Sciences, tome XLII, page 525, séance du lundi 24 mars 1856, Le
Mémoire entier, assez volumineux déja, et qu’on espére augmenter en-
core par des recherches ultérieures, ne paraitra que plus tard, et peut-
étre dans un autre recueil. ’

« 1. Jai obtenu & diverses époques et par différentes méthodes des
formules pour la réduction de plusieurs classes tres-étendues et asscz
remarquables d’intégrales multiples. Dans des cas particuliers, ces for-
mules fournissent les valeurs finies de quelques intégrales qui paraissent
mériter qu’on les signale. Elles conduisent d’ailleurs 4 la solution de
certains problémes, au premier abord trés-difficiles. On les trouvera
réunies et discutées dans mon Mémoire. Je ne pourrai, dans cet Ex-
trait, qu’effleurer le sujet, et je m’attacherai de préférence aux for-
mules qui sont liées & V'intégrale

kn 1 2 n -1
g ® = lat oyt —————— ) = —1 71 —— —1
f o e R A do, do.,...do
[r] [s]

dont je me suis servi dans un article inséré au Compte rendu de la der-
niére séance | *] pour démontrer la belle formule de Gauss concernaut
les fonctions T'. En désignant par R cette intégrale, j’ai prouvé que

u—~19

{*] Comptes rendus, tome XLIL, page 501. Au reste, cet article a été inséré aussi
dans le présent volume; »oir page 82.

Tome 1°F (2 série). -- Aovr 1856. - 37
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I'on a
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R=—am) e
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» 2. Cela posé, considérons I'intégrale a n variables

n—i

2
» © z
f ...f e—(a+a,+...+ocn—-)cp(aa‘,__an_‘)a’:a':...an_n, de de,... da,_,,
o °

1™

ou ¢ désigne une fonction quelconque, telle pourtant, bien entendu,
que Dintégrale garde un sens précis et une valeur déterminée. Dési-
gnons cette intégrale par L. En substituant 4 la variable a une variable
nouvelle £, liée & a par la relation
‘_n
o= ——)
Oy g oo gy

nous aurons de suite
L=n f” R (") k= dk;

et en mettant pour R sa valeur,

1 n—1

L= HZ(ZTI) Tf e—nk ?(/‘;n) /\'"_' dk

1.intégrale donnée & n variables est donc réduite 4 une intégrale simple.
En prenant pour la fonction ¢ une puissance de la variable, on re-
trouverait naturellement la formule de Gauss :

n—rt

(A) r(g)r(fi‘—:l)---r(“—?) = (am) T T,

» 3. On obtient une formule particuliére, digne de remarque, en
posant

o (A")= ek,

ol a désigne une constante, telle que la somme 7 + a soit positive.
On a alors

(‘9 (aoz. (Z,,_i)= e—":/ua,...a,,_,,
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et il vient

' 2 n—i

Vel =) 0 ( n___..___) - -
j f e~ (et ayan s, o oy ...0.”, dada,...da,_,
[¢] )

— nT_‘l.z..?t...(n-—l)
n® {2m) “Taray

RJI-‘

» Cette formule peut étre démontrée autrement; par exemple, au
moyen de développements en séries. D’abord en développant I'expo-
nentielle

[ Y —
E-—a\/am... Ly

en série suivant les puissances de @, on prouvera que la formule est
exacte tant que la valeur absolue de & ne surpasse pas n. Remplacant
ensuite @ par a+ Ak, et développant suivant les puissances de %, on
étendra de proche en proche la limite supérieure de a jusqu’a % . La
formule dont nous parlons une fois établie, on en déduira, si ’'on veut,
une démonstration nouvelle de I'équation (A) de Gauss : il suffira de
prendre la différentielle 4 indice quelconque des deux membres et de
faire ensuite @ = o.

» La constante a de notre formule peut étre supposée imaginaire,
pourvu que la partie réelle de 7 +- a soit positive. Je profiterai de 1'oc-
casion pour faire observer que la constante & de la formule

admet de méme des valeurs fmaginaires. Dans le premier membre,
ou k entre a la puissance n*™, on peut prendre

'=p (cosf + y—r15sinb),

, . . ™ ™ .
pourvu que I'angle G soit compris entre — 5 et > et alors on doit po-

ser, dans le second membre,

=yp (cos-+ V—1 sme)
37..
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Les valenrs extrémes

§f==x

NI A

peuvent etre admises ; pour elles on a
t=xpy—1.

» 4. Enfin, dans I'intégrale L, on peut supposer la fonction ¢ nulle
dés que la variable atteint une certaine valeur positive b, cette fonc-
tion restant d’ailleurs quelconque pour des valeurs moindres. On re-
connait alors que I'intégrale multiple

[{ n——1

2
f [e“(“+“-+'-'+“n—-) oaa,...an ) . " dode,...da,
L7

2

prise pour toutes les valeurs positives de o, a, ..., oy, qui véri-
fient Iinégalité

Ry oo Opy < b
est égale 4 'intégrale simple

1 n—A1

n—i ( 2 n.)ch e--nk ﬁo (/{u) kn—i d/‘.,

ot ¢ = yb.

» 3. Tout en abrégeant beaucoup, en omettant méme de mention-
ner certaines questions accessoires qui ont de l'intérét, j’ai pourtant
donné quelques développements sur I'intégrale 1.. Je serai tres-bref
dans ce qui va suivre.

» L'intégrale a (n — 1) variables

» = . An n n n
f f f(x+a,+a,+...+a,,_.+ o) # el do.,dety...do,_,
1 Rgeen p g
Q 0]

que je désignerai par V, et ou k est un paramétre positif, x une va-
riable indépendante, pent étre traitée par une méthode semblable a
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celle que j’ai employée pour 'intégrale R. En différentiant par rapport
a k, puis substituant 4 la variable o, une autre variable ¢, liée a o, par
la relation

A.n
0&, T ey
R %3 s 00 Ty Oy
on trouve sans peine que
dVv dv
—_— == R —
dk dx
Donc
V=14 (x + nk).

N

On déterminera la fonction ¢ () en posant & = o. La valeur de ¢ ()
est donc exprimée par I'intégrale

n—jy
—1 —I
n

I
* =] -
f f S (x+o,+ag+ta, e, @, e, doede,...da,
o 0

T

que 'on sait réduire a une intégrale simple [*]. On exprimera donc
aussi V par une intégrale simple.

» On réduira aisément ensuite 4 une intégrale double Yintégrale 4
n variables

n—Ii

f f PQaa .n_,do'da,...da,,_,,

ou j’ai fait, pour abréger,

P=fla+a + .. +a.,),
et

Q=9 (aa, ... 5

» En remplacant o par a , a, par a, a,,..., o,_, para,_, @,_,, on
remplacera la somme des variables, dont P dépend, par une fonction
linéaire de ces variables.

» On obtiendra des résultats curieux en supposant que l'une des

("] Voir Journal de Mathématiques , 1™ série, tome IV, page 229.
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fonctions P, Q devient nulle, ou méme que toutes deux deviennent
nulles, lorsque les variables dont elles dépendent surpassent une limite
donnée, ou cessent d’étre comprises entre des limites données.

» Enfin, parmi les intégrales dont je me suis occupé, je citerai encore
la formule

fm...fwf(awubapw ...)cp({§+g§+...)da dp...,

qui se lie aux précédentes. Je renvoie pour le reste 4 mon Ménoire. De
plus longs détails sur ce sujet sortiraient du cadre ou I'on doit ren-
fermer les Comptes rendus. »
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