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DE

LA SURFACE DEVELOPPABLE

PASSANT PAR UNE COURBE DONNEE QUELCONQUE, ET QUI, PAR SON

DEVELOPPEMENT, TRANSFORMERAIT CETTE COURBE EN UN ARC DE
CERCLE DE RAYON DONNE;

Par M. H. MOLINS,
Doyen de la Faculté des Sciences de Tonlouse.

Il sera d’abord aisé de voir que le probléme n’est possible qu’autant
que le rayon donné surpasse le plus grand des rayons de courbure de
la courbe donnée. On déterminera par une formule tres-simple ’in-
clinaison de chaque plan tangent de la surface demandée sur le plan
osculateur correspondant de la courbe; cette formule, qui exprime
une propriété géométrique remarquable, fournit un mode de généra-
tion de cette surface, et permet de former son équation. Comme par
chaque élément de la courbe on peut mener deux plans faisant avec le
plan osculateur un angle égal a Pinclinaison précédente, on en con-
clut qu’il existe deux surfaces qui satisfont 4 la question. On déter-
mine I'angle que fait chaque génératrice de 1a surface avee la tangente
de la courbe donnée, ainsi que les angles de contingence et de torsion
de 'aréte de rebroussement de cette surface. Enfin on considére le
lieu des centres des sphéres de méme rayon qui ont avec la courbe
donnée un contact du second ordre, et ’on reconnait que la surface
polaire de la courbe donnée posséde, par rapport a cette nouvelle
courbe, la propriété de la transformer, par suite de son développe-
ment, en un arc de cercle d’un rayon égal au rayon commun de ces
spheres. Réciproquement, la courbe donnée est située sur la surface
polaire de la nouvelle courbe, et n’est autre chose que le lieu des cen-
tres des spheres osculatrices du second ordre de cette derniére courbe
qui auraient pour rayon commun le rayon donné, de sorte que cette
nouvelle surface polaire est justement, par rapport 4 la courbe don-
née, la surface qu’on se proposait de déterminer.
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1. Soient M, M’, M” trois points consécutifs de la courbe donnée,
MK, M’'K’, M"K” les génératrices de la sur-
face cherchée qui passent en ces points. Con-
cevons que I’on fasse tourner autour deM'K
le plan tangent M'KM jusqu’a ce qu’il se
- confondeaveclesecondplan tangent M"M'K:
dans ce mouvement, la droite M’ T décrit une portion de cone droit
dont I'axe est MK, et vient prendre la position M'¢ dans le plan
M’ M’'K’. Deés lors ’angle t M'M” résulte de la transformation del’an-
gle TM'M” qui est 'angle de contingence ¢ de la courbe donnée; mais
ces deux angles sont ceux que forme une méme droite M’ M”, menée
du sommet de ce cone, avec deux génératrices M'T, M’ ¢, dont la der-
niére est située dans le plan M"M'K passant par M'M" et I’'axe da
cone. 11 en résulte, comme il est aisé de le voir, que 'angle tM’'M” est
le minimum des angles que fait M’ M” avec les diverses génératrices;
on a donc

tM'M’< TM'M”, oubien ¢ <&,

en appelant ¢, I'angle ¢t M’ M” qni est 'angle de contingence de I'arc de
cercle dans lequel la courbe se transforme. Soient p le rayon de cour-
bure de la courbé en M, R le rayon du cercle; 1’élément MM’ ou ds
étant commun a la courbe et au cercle au point M, on aura

ds ds
E== —y & /= =

R

par suite I'inégalité précédente devient R > p. Ainsi la transformation
dont il s’agit n’est possible qu’autant que le rayon donné surpasse le
plus grand des rayons de courbure de la courbe donnée.

2. Cherchons l'inclinaison i duplan tangent MM’ K sur le plan oscu-
lateur MM’ M”. Considérons un triangle sphé-
rique ABC situé sur une sphéred’un rayon égal 2
’unité dont M’ serait le centre, et déterminé par
les plans menés par chaque couple des droites
. MM, M’ M”, M’ K. L’angle A de ce triangle n’est
autre chose que Vinclinaison i; on a de plus

C =&
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Ce triangle donne

cosa = cos b cos ¢ + sin b sin ¢ cos A,

formule qui devient, en négligeant les infiniment petits d’'un ordre su-
périeur au premnier, et remplagant sin ¢ par ¢ et cos ¢ par Punité,

cosa = cos b + ¢sin b cos A.

Mais si I'on fait tourner le plan AM’ G autour de M’ C jusqu’a ce qu'il
coincide avec le plan BM’ C, la droite M’ A dans sa nouvelle position
fera avec M'B un angle égal 2 & — a qui sera visiblement Pangle de
contingence ¢, de la transformée de la courbe donnée. On a donc

b - a — 54’
par suite,

cosa = cos(b — &)= cos b + ¢, sin b;
~ cette expression substituée dans la précédente formule donne

o o
gg=¢ecosA, dol cosA = ;‘,‘
ou bien enfin

(n cosi = Pﬁ-
Si 'on s¢ donnait Ilinclinaison du plan MM'K sur le plan oscula-
teur MM’ M”, la formule

g =¢ecosA

déterminerait ce que devient 'angle de contingence de la'courbe quand
on fait tourner le premier plan autour d’une droite quelconque M’ K
qui y est contenue, jusqu’a ce qu'il se confonde avec le plan M" M'K :
elle montre donc que la nouvelle valeur de I'angle de contingence est
indépendante de la position de la droite M'K dans le plan MM’ K. Ré-
clproquement, si 'on se donne le nouvel angle de contingence, la
méme formule détermine V'inclinaison qu 1l faut donner au plan MM'K
par rapport au plan osculateur. '

3. Concevons maintenant que, par les divers éléments de la courbe,

34..
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on méne une série de plans faisant avec les plans osculateurs corres-
pondants des angles déterminés par la formule (1); il y aura une sur-
face enveloppe de tous ces plans et telle que, si 'on venait 4 la déve-
lopper, la courbe donnée se transformerait en une courbe dont lerayon
de courbure serait partout égal 4 R, c’est-a-dire en un arc de cercle
de méme rayon. Supposons, par exemple, que la courbe donnée soit
un cercle d’un rayon égal 4 p : dans ce cas, les plans tangents de la
surface seront également inclinés sur le plan du cercle, et cette sur-
face, qui est I'enveloppe de tous ces plans, sera un cone droit ayant
pour axe la perpendiculaire élevée sur le plan du cercle par son centre.
En outre, la'longueur de chaque génératrice sera visiblement égale

3 %ﬁ, quantité égale & R. Des lors on vérifie ici immédiatement, d’a-
>

prés cette construction, que le développement de la surface transfor-
merait la courbe donnée en un arc de cercle d’un rayon égal a R.

Il existe d’ailleurs deux surfaces qui répondent & la question, puis-
que par chaque élément de la courbe on peut mener deux plans fai-
sant avec le plan osculateur un angle déterminé par la formule (1). Si
'on voulait que la courbe donnée se transforméat en une ligne droite,
il faudrait faire R = o, ce qui donnerait i = go°® en vertu de l]a méme
formule. Ainsi les plans tangents de la surface demandée seraient per-
pendiculaires aux plans osculateurs, et 'on retrouve ainsi la surface
que Lancret a fait connaitre sous le nom de surface rectifiante.

4. Pour former I’équation de chacune des surfaces développables
qui répondent 4 la question, déterminons d’abord celle d’'un quel-
conque des plans dont elles sont les enveloppes. Ce plan doit étre con-
duit suivant la tangente en M, et faire avec le plan osculateur un
angle i déterminé par la formule (1). Appelons &, (3, 7 les angles que
fait ce plan avec les plans de trois axes coordonnés rectangulaires, son
équation pourra étre mise sous la forme

(2) (x'— x)cosa~+ (' — y)cos 8 + (2'— z)cosy = o,

x, y, z étant les coordonnées du point M de la courbe, &/, y’, 2’ les
coordonnées courantes du plan; le méme plan devant passer par la
tangente en M, on aura

(3) cos a dx + cos Bdy + cos ydz = o.

I R A | B LA N} LN AR & LR RNRRRRARE IRRRY LNIR IR NN IR AR N
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Soient }, u, v les angles que fait le plan osculateur de la courbe avec
les plans coordonnés; si I'on exprime que le cosinus de l'angle du

premier plan avec le plan osculateur est égal 4 cos i ou 2 I%’ on forme

la relation

(4) COS 2 €08 A -+ c0s 3 ¢OS p. + cos ycosy = £ ;

=i

on a de plus 'équation de condition
(5) c0s® & + cos® 3 + cos® y =1.

Les equations (3), (4), (5) détermineront cos e, cos 8, cos vy dont il
faudra porter les valeurs dans I'équation (2). Eliminant suecessive-
ment cos «, cos {3 entre (3) et (4), on obtient

cos & (cos p.dx — cos A dy) = cosy (cos v dy — cos p dz) —- %d_y,’

cos f3(cos p.dx — cos hdy) = cos y (cos \dz — cos v da) -+ Ti dzx.
On trouve d’ailleurs sans difficulté
cosvdy — cospdz = — pd—s
d
coshds —cos v dx = — pdZ,
. ds
cosprde — cosdhdy = — pd %,
I pa—
expressions qui changent les deux derniéres équations en les suivantes :
. dz dz 1 !
cos o, dz&_cos'yd%—l—ﬁdj,
dz dy 1
cos f3 dZI—"" cos'ydg; -—R(Ix..

Les valeurs de cos o, cos B quwon tire de ces deux équations, étant
portées dans les équations (2), (5), donnent

(' — x) (cos vd % + Il{d])
(6)

: +(_y’—-y)(cosydg{——%dx)}—f—(z’* z)rd‘dT::o
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et

cos?y [(a’ :—;)’ -+ (d%) '+ (dsi:)a] + % cosy (d]' (j%x— dxd%)

(et -+ dy?) = (d Z) =o.

‘Mais on a les formules

(2] (1) (02 =

d dy 1 2
dyd 3 — d.rda-; =2 (dyd*z — dxd’y),
qui transforment la derniére équation en la suivante :

28
Rds®

-+ ZP.;? [Bi (dx®* + dy?) — (({‘-Z—:)a] = o.

Cette équation déterminera pour cos  deux valeurs qu’on portera dans
Péquation (6), ce qui donnera les équations des deux plans conduits
suivant la tangente en M et faisant avec le plan osculateur un angle
égal 4 i. Pour former les équations des deux surfaces qui sont respec-
tivement les enveloppes des plans de I'une et de 'autre espéce, on re-
gardera dans I’équation (6) la quantité cos y comme remplacée par la
valeur tirée de I’équation (7), et I'on éliminera la variable indépen-
dante dont &, y, z et cos y sont des fonctions entre I'équation (6) et
sa différentielle prise par rapport 4 la méme variable. Si la courbe
donnée était plane, il n’y aurait, 4 proprement parler, qu’une solu-
tion, car les deux surfaces seraient visiblement symétriques par rapport
au plan de la courbe.

cos®y + (dyd*x — dx d® y)cosy

(7)

5. Appliquons ce qui précéde au cas ou la courbe donnée serait
une hélice située sur un cylindre circulaire droit. Prenons I'axe du
cylindre pour axe des z, et pour plan des x, y le plan méme de la
base, en ayant soin de faire passer I'axe des x par le point ou hélice
rencontre cette base. A

Appelons R’ le rayon du c_y-lindre, a la cotangeunte de I'angle con-

' v I N i ' (o) PRtk LN RN AR IRR R RAN F AN IR AR A
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stant que fait chaque tangente de ’hélice avec la direction des généra-
trices, R'.¢ ’ar¢ du cercle de la base compris entre le point ou 1’hé-

lice rencontre son plan et la projection d’un point quelconque de cette-
courbe sur le méme plan. On aura

x=R'cos?, y=R'sint, z=R at;
on trouvera que I'équation (7) devient

48

R — R
cos’y — a—v1 + @ cos Y + 5 (1 + a?) = o,
d’ou
R" T
cos y = ¢ Vi+ a?,

ce qui montre que les plans tangents de la surface demandée ont une

inclinaison constante par rapport a ia base du cylindre. On tire des
équations (3) et (5)

. - n 4
COS & = @ C0s ¥5in ¢ == cos ¢ \/sin? y — a® cosy; ;

cos f = — a cos y cos t = sin ¢ ysin® 7 — a? cos? 7-

Ces expressions, étant portées dans I’équation (2), donnent pour I'é-
quation d’un plan tangent quelconque

x' (@ cosysin ¢ = cos ¢ y/sin® y — a? cos? 7)

(8) + 3’ (— acosycoss = sin ¢ \/sin®y — a* cos® 7)

4z cosy = R'at cos y = R’ ysin® 7 — a®cos® .

Le double signe répond aux surfaces qui salisfont 4 la question; les
signes supérieurs doivent étre pris ensemble, et de méme les signes in-

férieurs. Les dérivées du premier et-du second ordre de- cette équation
. p .
prises par rapport 4 ¢ donnent

(9) 3 z' (a cos ycost ¢ sint \/sin27 — a?cos? 'y)
9

"+ (a cosysin ¢ = coszysin?y — alcos’y) = R'a cos 7},

(x0) i x (— @ cos y sin ¢ 5= cos £ y/sin® y — a’cos® y)

"+’ (@ cosycost = sin ¢ ysin*y — a®cos’y) = o..



272 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

L’élimination de ¢ entre les équations (8), (9g), (10) donnera les équa-
tions de P’aréte de rebroussement de la surface demandée. En ajoutant

d’abord les équations (8) et (10), puis les carrés des équations (g) et
(10), on trouve

(o) %z cosy = R’'at cos y == R’ y/sin? y — a®cos? 7},
'
~ xl’ —+ .7./2: B12 a2 c0t2 .y;

cette derni¢re équation montre que I'aréte de rebroussement est située
sur un cylindre circulaire droit concentrique au premier, et dont le
rayon de la base est R’a coty. Si 'on élimine successivement x’, y’
entre (g) et (10), on obtient

x'sin® y = R'a cos y (@ cos ycost = sin ¢ y/sin? v — a®cos’y),

7' sin? y = R'acosy (acosysint =+ cost ysin®y — a? cos? 7).

Ces expressions de &', y’ et celle de z', donnée par la premiere des
équations (11), étant différentiées, permettront de calculer ds'; on
trouvera

. dz’ .

' — - N
siny ds’ = R'adt, 77 = sin 7.
Donc chaque tangente de I'aréte de rebroussement fait un angle con-
stant avec la direction des génératrices du cylindre; par suite cette
courbe est une nouvelle hélice située sur un cylindre droit concen-
trique au premier, et chacune des surfaces cherchées est un hélicoide

développable.

6. Déterminons 'angle KM'M que fait la génératrice KM’ avec I'é-
lément MM’ ou avec-la tangente menée au point M. Cet angle, que
nous appellerons i/, est le supplément da ¢6té b du triangle sphérique;
nous désignerons par w I'angle de torsion de la courbe. La généra-
trice KM’ est donnée par Vintersection des deux plans tangents con-
duits suivant MM’ et M'M"; le premier de ces plans CM’A fait avec le

plan osculateur AM'B ou MM'M” un angle i dont le cosinus est ﬁ-

Donc le second plan tangent CM’B fera avec le plan osculateur sui-
vant M’ M" M” un angle égal & i -+ di, et par suite avec le premier plan

T } I N A I i e R R TR TR T L YRR T T

[
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osculateur un angle égal 4 i +di+ & qui sera visiblement le sup-
plément de I'angle B du triangle sphérique; le double signe de w se

rapporte aux deux surfaces qui satisfont 4 la question. Le méme trian-

gle sphérique donne

cot b sin ¢ = cos ¢ cos A + sin A cot B,
mais

=n—i, c=¢ A=i, B=n—(i+di+ o),

en prenant pour o le signe +- pour fixer les idées; la formule précé-

dente deviendra, en négligeant les infiniment petits d’un ordre supé-
rieur au premier,

— ecoti’ = cosi — sinicot (i + di + ),
ou bien _
ecoti’ =sini[cot (i + di + w) — coti].
On trouve d’ailleurs sans difficulté
cot (i +di+ w) = coti — (di + &) (1 + cot?i),
par suite on aura

di 4w
sin i

gcot i =

Mettant pour sin i et di leurs valeurs déterminées a I’aide de la relation
cos i = %, on obtient la formule

dp »
) ¢
R (‘ R*) \/“ R’
7. On peut aisément déterminer les angles de contingence et de
torsion de aréte de rebroussement de chaque surface développable.

Il est clair que I'angle C du triangle sphérique est I'angle de torsion o’
de cette aréte : or ce triangle donne

(12) gecoti’' =

cos GC= — cos A cos B + sin A sin B cos ¢,

ou bien, en mettant pour A, B, C, ¢ leurs valeurs et rejetant les infi-

Tome I (2¢ série ). — JuiLLer 1856, 35
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niment petits d’un ordre supérienr au second,
I——%’z =cosicos(i+di + w) + sinisin (i +di + ). (1_5_2’)’
ou bhien 7
1—“—; = cos (di + ») — gsin’ i,

ou enfin

e e LY Car S R ]

’

Quant a Pangle de contingence ¢' de I'aréte de rebroussement qui
n’est autre chose que I'angle M'K'M’, on le déterminera a P'aide du
triangle M’ M" K’.

De la formule (12) qui détermine cot i’, on tirerait par la différen-
tiation dfi’ ; on peut donc regarder comme connu P'angle i+ di qui est
égal 4 Pangle M’ M"K'. De plus, 'angle K’ M’ M” est mesuré par le coté
a du triangle sphérique; or on a trouvé

b—a=c¢cesi,
d’ou
a=b—cecosi=n—1i —cecosi.
On a donc
MMK=i+d’y KXMM=nrn—1i —c¢cosi,
par suite le triangle M” M’ K’ donnera pour la valeur de I'angle M'K’ M”
ou ¢,
(14) : ¢ =¢ecosi— di’.
Il ne resterait plus qu'a mettre pour cos i et di’ leurs valeurs tirées

des formules déjx trouvées.

8. Les valeurs de i’, ¢ serviront & déterminer I'élément ds’ de la
nouvelle courbe, et par suite I'arc s’ au moyen d’une quadrature. Le
triangle MM’ K donne

MK :ds::sini' ; ¢,
MK:ds::sin(i+¢):¢,
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d’ou
MK = Fsini', MK =%sin (i’ +¢);
on a d’ailleurs

MK’ = MK + d. MK,
ou bie_n

ds . . ds .
—sini’'+ d.—sin i,
& 3

MK =
La quantité ds’ étant égale 4 KK’, il vient
ds =M'K'— M'K;
mettant pour M’ K et M’ K’ les valeurs précédentes, on trouve
ds . . ds . . ds . .
ds’ = e—,ssm i+ d. :,fsm i — G—fsm(z’-}- £),
ou bien, en rejetant les infiniment petits d’un ordre supérieur au pre-
mier,
, ds . ., .y
(15) ds=d. < sini’ — cosi'ds;
on aura donc

ds . . .
s+ C =~ sin z'—fcos i'ds,

C désignant une constante arbitraire. Si ’on nomme p' le rayon de
courbure de la nouvelle courbe, on aura

s’ 1 ds . . . :
(16) p’—_——f = ;[d.—rsm - cosz’ds]-

[3 4 &

9. Supposons que la courbe donnée soit I’hélice que nous avons
considérée au n°® 5; on aura

e — de © = a dt
—\/1+a” -\/1+a”

ds =yi1+a* Rdt, p=(1+ a*)R, cosi=§-’(l+a’).
35..



276 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
On trouvera que les formules (12), (13), (14), (15), (16) donnent

. R dt R —7
coti’' = ——.___;:_—7 w’:—\/Rz—R’2(|+a9), EIZ—\/I'Fa?dt,
VR' — R (14 a?)? R ' R
RR’ ade R?
ds' = -—_~__——a——__. P, il

—_— — .
VR=R* (14 a') Vi+a yR— R (1+a)

I’aréte de rebroussement de la surface développable étant ici une nou-
velle hélice, appelons r et @’ les quantités analogues a R’ et a; on aura
visiblement

ar_“’ r— P

= = =

£ 14 a

Mettant pour ', ¢, o' les valeurs précédentes, on trouve
P b ?P b

, 1 R*—R"?(1+ a?) 2 \/ 1+ a
= — —_— r=R — .
a R’ \/ 1+ a? ’ 2V = (1+a*)R"

Ces résultats s’accordent avec ceux qu’on a obtenus au n® 5, car a’ est
la cotangente d’un angle dont le cosinus a été donné par la formule
27 = siny,
de sorte qu'on a
@ — siny V1 — cosy
cosy ~  cosq

. R o ' £
si Pon remplace cos 7y par sa valeur & V1 + a?, on retrouve la précé-

dente valeur de @’. Quant au rayon r qui est celui du cylindre sur le-
quel est située la nouvelle hélice, on avait trouvé

r=Racoty,
ce qui revient a
R'a

r—=— -—-—3
a

et si 'on met pour a’ sa valeur, on retombe sur la précédente valeur
de r.

10. Considérons la surface polaire de la courbe donnée, et sur
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cette surface la courbe qui serait le lieu des centres des sphéres oscu-
latrices du second ordre d’un rayon égal 4 R. Nous allons démontrer
que si 'on développe cette surface, la nouvelle courbe se transfor-
mera en un arc de cercle de méme rayon. Soient NF I'intersection des
- plans normaux en M, M’; N’ F’ celle des plans
normaux en M/, M”, ainsi de suite; ces droites
sont des arétes de la surface polaire. Prenons sur
ces droites une série de points N, N, N, ..., tels
que les distances NM', N'M”, N“M”,..., soient
égales a R : le lieu de ces points sera une courbe
NN’'N"... dont chaque point sera un centre de
" sphere osculatrice du second ordre d’un rayon
r  égal A R. Pour développer la surface polaire,
faisons tourner autour de N’ F’ le plan NFN' qui
est le plan normal en M’, jusqu’a ce qu’il se confonde avec le plan
normal suivant N’ F' N”; dans ce mouvement, la droite N’ M’ conte-
nue dans le premier plan décrira autour de N'F’ une portion de cone
droit, et puisque la droite N’ est l'intersection des plans nermaux
en M, M”, I'extrémité M’ tombera en M", et la droite NM’ dans sa
nouvelle position NM” aura conservé la méme longueur égale 4 R.
Pareillement, si I’on fait tourner le second plan normal, confondu avec
le premier, autour de N”F” jusqu’a ce qu’il coincide avec le plan nor-
mal en M”, le point M” tombera en M” puisque N"F” est P'intersection
des plans normaux en M”, M”, et la droite NM”, qui y est maintenant
située, prendra la position NM” en conservant sa longueur égale 2 R.
En continuant ainsi, on voit qu’apres le développement de la surface
polaire, le point M’ aura parcouru la suite des positions M”, M”,...,
et que la droite NM’ n’aura pas cessé de conserver sa longuear primi-
tive R. Supposons que I'on ait arrété le mouvement des divers plans
normaux lorsque le point M’ sera arrivé en B; alors la surface se trou-
vera développée dans le plan normal en B, et la droite NB située dans
ce plan sera d'une longueur égale 4 R. Par la méme raison, la distance
N’ B sera égale a R, ainsi de suite; d’ou il résulte que la transformée
de la courbe NN'N"... sera telle qu'en menant d’un point B de son
plan une droite NB & un quelconque de ses points, cette droite sera
d’une longueur égale a R. Done la courbe NN'N”... se trouvera trans-
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formée en un cercle d’'un rayon égal 4 R et dont le centre sera le
point B: c’est ce qu'il fallait démontrer. Il existe d’ailleurs sur la sur-
face polaire une seconde courbe PP'P”... qui est aussi un lieu des
centres de sphéres osculatrices du second ordre d’un rayon égal a R,
et qui se transformerait de méme en un cercle de méme rayon.

11. 1l existe entre les courbes AB et NN’ N”... une réciprocité re-
marquable : on va voir, en effet, que la courbe donnée AB est par rap-
port 2 {a nouvelle courbe NN’ N”... un lieu des centres des spheres
osculatrices du second ordre d’un rayon égal a R. Soient x”, y”; 2’ les
coordonnées du centre d’une sphére osculatrice du second ordre d’un
rayon égal 4 R ; elles satisferont aux équations suivantes, qui sont celles
de I'intersection de deux plans normaux consécutifs:

(¥ — x)dx + (" — y)dy + (2" — 5)dz=o,

(7)Y @ — aydix + (= Py + (& — 5)d3z — ds* = o3

si 'on y joint I’équation
(18) (2 = &+ (= 7V + (@ — ) = R,

ces trois équations détermineront le centre de la sphére qui a, avec la
courbe donnée au point (x, 7, z), un contact du second ordre. On
peut donc regarder x”, ", z” comme des fonctions d’une variable in-
dépendante ¢ en fonction de laquelle se trouveraient exprimés x, y, z
au moyen des équations de la courbe donnée. L’élimination de ¢
entre les équations (r7) et (18) donnerait deux équations en x”, ", 2’
qui seraient celles du lieu des centres des sphéres osculatrices du se-
cond ordre d’un rayon égal 4 R.

Cela posé, différentions la premiére des équations (17) en y regar-
dant toutes les quantités qui y entrent comme des fonctions de ¢; nous
aurons

("~ x)d2x + (y —y)d*y + (2" — 2)d*zs — ds* + dx"dx
+ dy'dy + dz’ dz = o,

d’ot1 l'on tire, en vertu de la deuxieme équation (17),

(19) dx"dx + dy" dy + dz’ dz = o.

B R R T R T CAR YRR T oS e T TRy TY TTT Y TR
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On en conclut que les tangentes des deux courbes sont perpendicu-
laires entre elles; doncla tangente de la nouvelle courbe est située dans
le plan normal de la courbe donnée, ou, ce qui revient au méme, le
plan normal de la courbe donnée est un plan touchant de la nouvelle
courbe. '
Différentions en second lieu ’équation (18), ce qui donne

(@'— @) (de’ — dz) -+ ("= 7) (dy'— dy) + (#'— 2) (@' dz) =o;
on en conclut, 4 cause de la premiére des équations (1 7,
(20) (" — x)da"+ (9" — y)dy" + ("— 2)dz" = o,

ce qui montre que la tangente de la nouvelle courbe est perpendicu-
laire au rayon de la sphére qui joint les points (x, y, z), (2", ¥, 2).
Dés lors la tangente de la nouvelle courbe se construirait en menant
par le point (2", »”, 2’), dans le plan normal de la courbe. donnée,
une perpendiculaire au rayon qui passe au point (x, ¥, z). On re-
marquera que I'équation (20) n’est autre chose que celle dlu plan nor-
mal de la nouvelle courbe ot I'on mettrait x, y, z 4 la place des
coordonnées courantes. Si ’on différentie cette équation, on trouvera

(xf/___ x) dﬂx//_'_ (]ll—f)dﬂjll+ (zﬂ_ z)dnzlr
+ ds"* — dx dx” — dy dy” — dz dz’ = o,

d’ott 'on déduit, en vertu de I’équation (lg),
(21) (@ —X)d*x"+ (y — )y 4 (2" — 2)d3 2" + ds"* = o.

Les équations (20) et ( 21) sont eelles de I'intersection de deux plans
normaux consécutifs de la nouvelle courbe, ol 'on mettrait x, ¥y Z
a la place des coordonnées courantes. Il en faut conclure que le point
(x, r, 2) est, par rapport & la nouvelle courbe, le centre d’une sphere
osculatrice du second ordre d’un rayon égal A R : donc les deux cour-
bes sont telles, que chacune est, par rapport a l'autre, un lieu des
centres des spheéres osculatrices du second ordre d’un rayon égal a R.

On remarquera que le plan normal de chacune de ses courbes con-
tient la tangente de I'autre, et est par conséquent perpendiculaire au
plan normal de cette derniére.
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1l suit de ce qui précéde que la courbe donnée AB est située sur les
surfaces polaires des courbes NN'N”..., PP'P"..., et que, si 'on dé-
veloppait ces surfaces, la courbe AB se trouverait transformée en un
arc de cercle d’un rayon égal 4 R. Ces deux surfaces doivent donc
coincider avec les deux surfaces développables passant par la conrbe
donnée, et que nous avons déterminées directement.

12. On peut déterminer immédiatement les angles de contingence
et de torsion de la courbe NN’ N”. .., car ces angles sont égaux respec-
tivement aux angles de torsion et de contingence de I'aréte de rebrous-
sement de sa surface polaire; or cette surface polaire coincide, d’apres
ce qui vient d’étre démontré, avec 'une des deux surfaces dévelop-
pables passant par la courbe donnée que nous avons déterminées aux
n° 3 et 4. Deés lors la formule (13) détermine Pangle de contingence
de la courbe NN’ N”..., et la formule (14) détermine son angle de tor-
sion. On pourrait au reste déterminer directement ces deux quantités,
ce qui fournirait une confirmation de ce qui précede.

Cherchons la longueur d’un arc quelconque de la méme courbe :
nous avons désigné par ds” I'élément NN'; abaissons du point M’ sur
la droite FN la perpendiculaire M’O. Le point O sera le centre de
courbure de la courbe AB au point M'; représentons par H la distance
FO. Le triangle NFN’ donne

NN’ : NF :: sin NFN’ : sin NN'F;
mais du triangle rectangle NM'O on tire
NO = \/R2 - Pza
par suite
NF =FO — NO=H — yR* — p*.

De plus, d’aprés la propriété de la tangente de la courbe NN'N"...,
I'élément NN’ est une perpendiculaire 2 NM’ située dans le plan nor-
mal de la courbe AB au point M’. On en conclut que I'angle

N'NO =NM'O

qui n’est autre chose que P'angle désigné plus baut par i, puisque son
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cosinus a visiblement pour valeur %; par suite,
NN'F = N'NO — NFN' =i — o,

car I'angle NFN’ est égal a I’angle de torsion de la courbe AB. Por-

tant dans la proportion ces valeurs de NF et des angles NFN’, NN'F,
on obtient

ds":H — JR*— P isinew lsin (i — @),
d’ou Pon tire, en négligeant les infiniment petits d’un ordre supérieur
au premier,

~

sinids" = w (H— yR? — 2*)s

2
ou bien, en mettant pour sin i sa valeur \/ I— %,,

ds =R (5 _ R 5).
R?— Pz

Mais nous avons trouvé la relation
dp=Huw

(voir le Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1™ série,
tome VIII, page 381); on en déduit la valeur de H, et I'on trouve

d
(22) ds” = RLP—;—RG),
z_Pz

d’ou

s”+K=Rarcsin£——Bfm,

K désignant une constante arbitraire dont la valeur dépendra de P'ori-
gine de Y'arc s”. Si la courbe donnée était plane, on aurait w = o,
et le rayon de courbure p pourrait étre remplacé, 4 une constante
pres K/, par P'arc correspondant ¢ de la développée plane de la courbe,
ce qui donnerait la formule
o -+ K’ ]

R
Tome I°T (2¢ série). — JuLLer 1856, 36

§” 4+ K = arc sin
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Nous avons vu qu’il existe sur la surface polaire de la courbe AB une
seconde courbe PP'P”... analogue a 1a courbe NN'N”..., et qui est aussi
un lieu des centres de sphéres osculatrices du second ordre d’un rayon
égal a R. Ainsi, au point M’ passent deux de ces spheres dont les cen-
tres N, P sont situés sur la droite NF et a égale distance du centre O
du cercle osculateur. Cette seconde courbe possede d’ailleurs les mémes
propriétés que la premiere : on verrait sans peine que la formule (22)
luiest applicable, saufle changementde H — y/R* — p®en H4- yR*—p%;
on aura donc, en désignant par ds” I'élément PP,

Rd
ds" = ==L 4 Ro.

\/RI__ o

Si I'on ajoute cette équation avec la formule (22), on trouve

dr
ds” 4 ds” = ._2_R_‘r,
\/R’— PE

d’ou, en intégrant,

Sr/_‘_sm .
= R arc sin £ + K”
2 R ?

.

K” étant une nouavelle constante arbitraire.
Enfin la formule (22) combinée avec la formule (13) serviraita trou-
ver le rayon de courbure p” de la courbe NN N”_... On a, en effet,

"
v ds )
m/

puisque ' est égal a Pangle de contingence de cette courbe; mettant
pour ds” et ' les valeurs données par les deux formules (22), (13), on
trouve

dp — \/i{?:_@f

V (s N )

13. On peut se proposer la question inverse de celle qui a été réso-
lue aux n* 3, 4, en se donnant une surface développable et cherchant
sur cette surface les courbes que son développement transformerait
en un arc de cercle de rayon donné. On connaitra alors la courbe

it ! (AR Y A RN ! |
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KK’ K"..., par conséquent ¢, ', et 'on cherchera les équations de la

courbe AB; il est aisé de voir que tout dépendra de I'expression de la

longueur MK que nous désignerons par /. D’aprés le n° 8, nous aurons
le

ds . .
{==sini’, dou ds=-—;
g s1n oz

portant cette expression dans la formule (15), on trouve

(23) dl — 1l coti’ = ds'.
D’un autre c6té, on a

ds = pe =Recosi =R (di’ + ¢),
ou bien

1
\ — 4 /

(24) w7 = R(di"+¢).

Les deux équations (23), (24) sont des équations différentielles simul-
tanées du premier ordre par rapport a [ et i’; leur intégration fera
connaitre ces deux quantités dont les expressions contiendront deux
constantes arbitraires. Pour effectuer cette intégration, prenons dans

Péquation (24) la valeur de /
(25) { = Rsini’ (I+§§),

et portons-la dans I’équation (23), ce qui donne

.. di! . ] ds’
d.sin i’ (1 + ‘—l,> — (¢ +di')cos i’ = FS’

ou, en réduisant,

. dif . ds’
d. sin 1’7—— s’cosz’:i—,

ou bien encore, en posant cos i’ = u,

du , ds’
(26) d—;—l—au_—i-

36..
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On fera dépendre I'intégration de cette équation de celle de I'équation

du
d— +du=o;
€

or cette derniére a pour intégrale, en posant fe’ = ¢,
nw= A cosv -+ Bsin¢;

on prendra donc celte méme expression pour former lintégrale de
I’équation (26), en y regardant A et B comme variables. On trouvera

A= — I%fsin vds' +H, B= éfcosvds’—l—ﬂ',
H, H' étant deux nouvelles constantes arbitraires, et 'on aura pour
intégrale de I’équation (26)
u ou cosi’=Hcosv+ H'sin v

I . I .
— § ¢cos vfsm vds' + g sin vfcos vds'.
On en tirerait

sin i/ di’

7 = Hsiny — H'cos v

) B . I i
— { sin vfsm vds’—ﬁcos vfcos vds',

il ne resterait plus qu’a porter cette expression et celle de sin " dans
I'équation (25); la quantité I serait ainsi exprimée en fonction des
données de la question et des constantes H, H'. Si 'on faisait R = «,
I'angle ¢ serait droit, et, d’aprés la formule (14), on aurait

di'+ ¢ =0, dou i’:—fe’—l—K,

K étant une constante arbitraire; on porterait cette expression de i’
dans P’équation (23) qui est linéaire et du premier ordre par rapport
a [, et dont I'intégration ferait connaitre /.

14. Cela posé, soient

x=¢(2), r=¢(2)
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les équations de la courbe donnée KK’ K"...; les équations de la tan-
gente KM menée au point K, pour lequel z = «, seront

r—oe=(z—a)¢a, y—da=(2—a){a,

et 'on pourra supposer que x, y, z sont les coordonnées du point M
de la courbe cherchée AB. On.a en outre

Z“:(x—q)a)’—l-(]‘-—ulaa)’+(z—-a)2,

équation dans laquelleil faudra remplacer { par I'expression qui vient
d’étre trouvée, laquelle sera une fonction de . On n’aura donc qu’a
éliminer « entre ces trois équations, et ’on arrivera 4 deux équations
en.x, r,zquiseront cellesde la courbe AB. Les constantesH, H’ pour-
raient étre déterminées en exprimant que cette courbe doit passer par
un point donné sur sa surface.

Les angles de contingence et de torsion de la courbe AB se déter-
mineront sans difficulté. Le triangle sphérique considéré plus haut
donne

cot bsina = cos a cosC + sin Ccot B;

or de la formule (14) combinée avec la relation 6 — a =« cosi, on
tire
a=b—dl —¢=n—(+di+7¢).

Portant dans la relation précédente cette valeur de « et celles de &,
C, B trouvées aux n® 6 et 7, on obtient

cot'sin (' 4+ d¥’ + ¢’) = cos @' cos (f'+ di' + &)+ sin w’cot (i + di + «),

ou bien, en négligeant les infiniment petits du second ordre et d’un
ordre plus élevé,

cos? i’

— (di" + ¢) = — (di’ + ¢')sini’" + «’ cot i,
sin i/
d’ou

di’ 4- ¢ = ' cotisin ",

La formule (14) combinée avec cette derniére donne

w'sin i’ = esin i3



286 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

ajoutant le carré de cette relation et celui de la formule (14), on
trouve

e = (i’ + &P + w'?sin?i;

comme ’angle ¢’ est connu, cette formule déterminera ¢; eétant connu,
on déduira cos i de la formule (14); enfin les quantitése, i, i’ étant
connues, on déduira o de la formule

scotir= — ¥¥e
© sini
e O 0O ——
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