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MEMOIRE '

SUR UN CAS PARTICULIER

DU PROBLEME DES TROIS CORPS;
Par M. J. LIOUVILLE [*].

(Lu & ’Académie des Sciences le 4 avril 1842).

Quoique les Géométres soient loin d’avoir résolu d'une maniere
compléte et générale le probléme des trois corps, ils en ont obtenu
cependant des solutions particuliéres dont on peut faire usage quand
les coordonnées et les vitesses initiales remplissent certaines conditions.
Lagrange et Laplace en ont donné divers exemples, que I'on trouve
réunis et démontrés d’une maniére simple dans le chapitre vi du
Xe livre de la Mécanique céleste. En voici un digne d’attention : Con-
sidérant trois masses rangées en ligne droite, Laplace prouve que si,
apres avoir établi entre ces masses et les distances qui les séparent une
relation convenable, on imprime & deux d’entre elles autour du centre
de la troisitme des vitesses paralléles I'une & P'autre et proportion-
nelles aux distances au centre, les trois masses sous l'influence de leurs
actions mutuelles resteront par la suite constamment en ligne droite,
la droite gui les contient étant bien entendu mobile ; les vitesses et les
distances pourront changer avec le temps, mais le rapport des vitesses
et celui des distances seront égaux et invariables; la loi du mouve-
went de chaque masse sera d’ailleurs la méme que pour un point
matériel attiré vers un centre fixe.

On sait que, dans notre systéme, les planétes dont la distance au
Soleil est la plus grande se meuvent aussi le plus lentement, et que les
carrés des temps des révolutions angmentent & peu prés comme les
cubes des grands axes des orbites. Dans le systeme particulier que
nous venons d’indiquer, les choses ne se passeraient point ainsi.
Quelle que soit en effet celle de nos trois masses que 'on veuille pren-

[*] Le préambule de ce Mémoire a déja été inséré dans ce Journal (1™ série, t. VII,
p. 110). On acru devoir néanmoins le reproduire ici, en donnant a son tour le Mémoire
lui-méme sans y rien ajouter et sansy rien changer, tel en un mot qu’il a paru il y a
quatorze ans dans les Additions 4 la Connaissance des Temps pour 1845.
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dre pour centre du mouvement, les deux autres qui doivent rester en
ligne droite avec elle accompliront nécessairement leurs révolutions
dans un temps égal, malgré I'inégalité des distances. Cest 1a assuré-
ment un théoréme fort remarquable; mais n’oublions pas qu’il sup-
pose, qu’il exige certaines conditions spéciales, et surtout une rela-
tion convenable entre les masses et les distances. Etant données trois
masses quelconques, on peut du reste toujours faire en sorte que la
relation dont il s’agit ait lieu. Pour fixer les idées, admettons que les
trois masses soient celles du Soleil, de la Terre et de la Lune, et nous
reconnaitrons avec Laplace que cette relation serait satisfaite en pla-
cant la Lune sur le prolongement de la droite qui joint le centre du
Soleil au centre de la Terre, 2 une distance de cette derniére planéte
égale & trés-peu prés a la centiéme partie de la distance de la Terre
au Soleil : une modification 1égére dans la valenr de la masse de la
Terre rendrait le nombre cité (un centieme) rigoureusement exact.
Cela étant, Laplace en conclut que si, 4 'époque arbitraire prise pour
origine, la Lune s’était trouvée en opposition avec le Soleil & une dis-
tance de cet astre représentée par 101, celle de la Terre étant repré-
sentée par 100, et que les vitesses relatives de la Terre et de la Lune
autour du Soleil eussent été aussi a cette époque paralléles et dans le
rapport de 100 & 101, la Lune serait toujours restée en opposition avec
le Soleil, de maniére a ne jamais cesser d’éclairer la terre pendant les
nuits.

L'illustre auteur reproduit cette assertion dans I'Exposition du
Systéme du Monde : « Quelques partisans des causes finales ont ima-
» giné, ditl, que la Lune a été donnée a la Terre pour I’éclairer pen-
» dant les nuits. Dans ce cas, la nature n’aurait point atteint le but
» quelle se serait proposé, pnisque nous sommes souvent privés a la
» fois de la lnmiere du Soleil et de celle de la Lune. Pour y parvenir,
» il eut suffi de mettre 4 Uorigine la Lune en opposition avec le Soleil
» dans le plan méme de I'écliptique, 4 une dislance égale i la cen-
» tiéme partie de la distance de la Terre au Soleil, et de donner a la
» Lune et a la Terre des vitesses paralléles et proportionnelles a leurs
» distances 4 cet astre. Alors la Lune, sans cesse en opposition au So-
» leil, eut décrit autour de lui une ellipse semblable 4 celle de la
» Terre; ces deux astres se seraient succédé 'un a ’autre sur ’hori-

Tome I°F (2¢ série). — Jun 1856. 3
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» zon, et comme 4 cette distance la Lune n’eiit point été éclipsée, sa
» lumiére aurait constamment remplacé celle du Soleil. »

Pour l'exactitude absolue de la proposition énoncée, il faut qu’a
Porigine du temps la relation entre les masses et les distances et la
proportionnalité de ces derniéres aux vitesses aient été rigoureusement
vérifiées, ainsi que le parallélisme des vitesses; il faut de plus qu’au-
cune cause perturbatrice ne vienne par la suite troubler le mouve-
ment, ce qu’on ne peut pas admettre. A la vérité, si le systeme que
nous considérons est un systéme stable qui tende a résister aux per-
turbations et i revenir de lui-méme 4 son état régulier de mouvement,
cette remarque aura peu d’importance. Il faudrait sans doute avoir
égard aux petits dérangements occasionnés par les diverses canses dont
Veffet n’est pas insensible, mais cela n’empécherait pas la Lune d’étre
toujours 2 trés-peu prés sur le prolongement de la droite qui joint le
Soleil & la Terre. Or, en tenant compte de la réfraction, on voit qu'un
certain écart de la Lune 2 cette droite ne I’empécherait pas d’éclairer
la Terre pendant 12’4 totalité de chaque nuit. Au contraire, si Iétat de
mouvement dont nous avons parlé plus haut est instable, il tend a se
détruire de lui-méme de plus en plus dés qu’il a éprouvé de légers
dérangements (et c’est en effet ce qui a lieu, comme on le verra dans
mon Mémoire ), alors il faudra reconnaitre que ce genre de mouve-
ment ne peut pas exister d’une maniére permanente dans la nature.

La vraie question, on le comprend donc, est celle de la stabilité. Se
contenter de dire avec I'auteur d’une dissertation imprimée 4 Rome
en 1825 [*], que e systéeme de nos trois masses doit éprouver des per-
turbations de la part des autres planétes, et qu'ainsi Popposition de la
Lune au Soleil ne peut pas subsister 4 toute époque mathématique-
ment, d’une maniére absolue ( scrupulosissime), ¢'est énoncer une vé-
rité évidente, triviale, et non pas faire une objection sérieuse. Quelle
théorie en effet serait 4 I'abri d’une semblable objection ?

Le probléme qu’il fallait résoudre et que je traite dans mon Mé-
moire est le suivant : Trois masses étant placées non plus rigouteuse-
ment , mais & trés-peu prés dans les conditions énoncées par Laplace,
on demande si Uaction réciproque des masses maintiendra le systeme
dans cet état perticulier de mouvemert ou si elle tendra au contraire

[*] En voici le titre : Paucis expenditur cl. Laplace opinio de illorum sententid qui
Lunan conditam dicunt ut noctu tellurem illumiret.
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a l'en écarter de plus en plus. Pour le résoudre d’apreés la méthode
ordinairement suivie dans les questions de stabilité, j’ai dii considérer
des équations différentielles linéaires qui se sont d’abord trouvées étre
a coefficients variables, méme en négligeant, comme on pouvait le
faire ici, ’excentricité de ’orbite terrestre. Une transformation simple
m’a conduit ensuite a des équations a coefficients constants que j’ai pu
intégrer. L’intégration terminée, j’ai reconnu que les effets des causes
perturbatrices, loin d’étre contre-balancés, sont au contraire agrandis
d’une maniére rapide par les actions mutuelles de nos trois masses :
cette conclusion subsiste quels que soient les rapports de grandenr des
masses. Si la Lune avait occupé & Porigine la position particuliére que
Laplace indique, elle n’aurait pu s’y maintenir que pendant un temps
trés-court.

Le changement de variables ou de coordonnées qui m’a conduit a
cette conclusion, en me permettant de transformer en équations & coef-
ficients constants des équations a coefficients variables, m’a fait aussi
retrouver par hasard une formule donnée sans démonstration par
M. Jacobi. C’est ce que I'on verra dans un post-scriptum ot j’ai du
reste fait observer que la formule dont il s’agit résnlte aussi trés-faci-
lement d’un théoréme général dit & M. Coriolis.

1. Considérons trois points matériels qui s’attirent les uns les autres
suivant la loi ordinaire de I'inverse du carré des distances. Admettons
que les mouvements relatifs de deux de ces points, savoir m, m/, s'ef-
fectuent toujours dans un méme plan autour du troisiéme, dont nous
supposerons la masse égale 4 I'unité et ou nous placerons l'origine des
coordonnées rectangulaires O, O y. Soient x et ¥ les coordonnées de
la masse m; ' et y* celles de m'. Désignons par r, r’ les distances O m,
Om', et par p la distance mm’.

Les équations du mouvement de m et m’ autour du point O seront

W e (G ) =

’ d;tyz N (_r-v—r:n)y N '"'(,; _!_y;af') = o,
T e (5 1) =0

T e (2T =

3a..
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et je dis qu'on pourra y satisfaire en prenant pour x ety des valeurs
de la forme

x=@+p)x, y=0+p)y,

p étant une certaine constante, laquelle sera essentiellement positive si
I’on admet, comme nous le ferons, que m désigne celle des deux masses
m, m' dont la distance au point O est la plus grande.

2. Comme dans I'hypothése de p positive, les formules
x=(1+p)x, y=01+p)y
fournissent entre les longueurs absolues p, r et r' les relations
p=pr'y r=(a+p)r,
sans ambiguité de signes, la substitution de ces valeurs de x et y dans
la troisiéme des équations (1) donnera d’abord

da’

, m 4
*E‘;——l- I+m+————,—'—— r—,3-=0,

(1+p) r
c’est-a-dire
d)xl !

X
2 p—
i T EE%

en posant, pour abréger,

1+m+ —— —Z=n?
(t+p) P
Cette méme substitution opérée dans la premiére des équations (1)
donne d’un autre coté

dx’ I+ m m'] 2’
G+ n) G+ [+ R la=o

résultat que l'on rendra identique avec le précédent en déterminant
la constante p par I’équation

1+ m m’ 4 m ,.
-+ + =t+m+  — — —
B e S == R~ = Sl aal vy Bl

Par une raison de symétrie et sans nouveau calcul, on voit que cette
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derniére condition supposée remplie rend de méme la deuxiéme et la
quatriéme des équations (1) identiques entre elles et avec I'équation
dzyl ‘2 JJ _

—= +n

dt? rs T 0.

Ainsi les équations (1) sont satisfaites en prenant pour x’ et ' des va-
leurs quelconques vérifiant les deux équations

d*x’ x dry’ ’QL,

’2 —_— —_
T Fim=0, G+ ntn=o,

semblables dans leur forme a celles du mouvement d’un corps attiré
par un centre fixe, et en faisant ensuite

x=0+p)x, y=00+p)y,

p étant une racine positive de T'équation (2), ou, ce qui revient au
méme, de I'équation

(3) P+ p) —i]=m{(1+p) —pJ+m'(1+p)(1—p%),
ou enfin de V’équation

(14+m)p*+ (3+ am') p* + (3 + m) p* — (m' + 3m) p*
—(2m' +3m)p —(m—+ m') =o.

(4)

On n’obtient ainsi, il est vrai, que des intégrales particuliéres ; mais si
les conditions initiales qu’elles supposent sont satisfaites, les intégrales
dont il s’agit représenteront nécessairement les mouvements des masses
m et m'. 1l faudra donc les employer toutes les fois qu’aprés avoir fixé
a volonté les valeurs de

dx! dy’
’ ’
Xy Yo Tt, 7;;7

a une époque quelconque prise pour origine du temps, on aura assu-
jetti
dxz dy

x, ¥, w @

’

a avoir respectivement ces valeurs initiales correspondantes

’ " ' dz’ d
(t+p)&, (t+p)ys (1+p)i (1+p)Z.
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Or cela exige simplement qu’a une certaine époque, les masses m’ et
m se trouvent rangées en ligne droite avec le point O a des distances
de ce point qui soient (ainsi que leurs vitesses supposées paralleles)
dauvs le rapport de « a 1 + p.

3. L’équation (4) a toujours une seule racine réelle positive, et le
probléme qui cousiste a disposer trois masses en ligne droite, de telle
sorte que lancées dans I'espace avec des vitesses convenables et aban-
données ensuite a leurs actions mutuelles, elles restent constamment
en ligne droite, se trouve ainsi avoir une solution, quelle que soit la
masse m’ que I'on place entre les deux autres : pour trois masses don-
nées, sans aucune indication de I'ordre a établir entre elles, il y a donc
trois solutions bien distinctes, puisqu’on peut mettre successivement
nne quelconque de ces trois masses entre les deux autres.

Ayant pris m’ pour masse intermédiaire, on peut sans nuire a la gé-
neralité de la solution, placer I'origine des coordonnées au centre de
la plus grande des deux masses restantes; c’est ce que nous ferons
désormais : nous aurons des lors m < 1, et par suite p < 1, parce
qu’en posant p =1 et p = o dans le premier membre de I'équation (4),
on trouve deux résultats de signes contraires, savoir

7(1—m) et —(m+m').

Quand m et m' sont de trés-petites fractions, la racine positive p de
I’équation (4) est trés-petite, et sa valeur approchée est '

_ s/m +m'
P=V =3

Si I'on suppose que nos trois masses 1, ', m représentent respective-
ment le Soleil, la Terre et la Lune, on a
| .
P = 55 4 peu pres,
comme I’a observé Laplace, et comme nous I’avons annoncé dans I'in-
troduction de ce Mémoire.

4. Mais jusqu’ici nous avons supposé qu’a l'origine, les conditions
relatives aux masses, aux vitesses, aux distances ont été remplies en
toute rigueur, et nous avons fait abstraction des perturbations que le
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systtme ne peut manquer d’éprouver. Cherchons donc maintenant ce
qui arrivera si, par une cause quelconque, les conditions fondamen-
tales de I'état particulier de mouvement qui nous occupe, ont cessé
d’étre mathématiquement vérifiées, et ne le sont plus qu’a tres-peu
prés. L'action mutuelle de nos trois masses résistera-t-elle a ces légers
dérangements, ou bien les favorisera-t-elle au contraire de maniére a
détruire complétement, au bout d’un certain temps, la constitution
primitive du systeme? Telle est la question 4 résoudre. Or je vais faire
voir que I'état de mouvement dont nous parlons est instable, et que
les effets des causes perturbatrices, loin d’étre contre-balauncés, sont au
contraire agrandis rapidement par les actions mutuelles de nos trois
corps.

5. Pour éviter des longueurs inutiles, nous admettrons que les
masses m, /m' ne sortent pas du plan y Ox, en sorte que leurs mouve-
ments continuent a étre déterminés par les équations différentielles (1).

Faisons

= (14 p) (2 ), y=(t+p) () + )
p étant la méme constante que ci-dessus : les valeurs de

du dv
dr’

U, . 1

seront 4 Porigine du temps, non plus rigoureusement nulles, mais seu-
lement tres-petites, et la question est de savoir si plus tard elles pour-
ront grandir beaucoup, ou si au contraire elles resteront toujours ren-
fermées dans d’étroites limites. A cet effet, cherchons les équations
différentielles dont les variables « et ¢ dépendent, et, conformément i

la méthode ordinairement suivie dans les questions de stabilité, négli-

geons les termes qui contiennent les produits de ces variables ou leurs
carrés, leurs cubes, ete. Nous arriverons ainsi & deséquations linéaires.
En négligeant les termes en « et v au dela du premier degré, nous
trouvons d’abord sans difficulté
x z 1 [ 3x’(ux’+uy’)]
feereny 7 U—-—— < 7
)'z ri3

r’e

S ey R (e
et

z—a 14-p 32 (ma' 4 oy’)
FE —pérfs—{— parls' u—_*j_ :
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En posant comme au n° 2

=4+ m+ e — =,
(t+pp P
la troisieme des équations (1) devient donc
drz’ q & m m(1+p) 3 (ux +oy’)] _
@ T ﬁ-*—[(l-i:p)’r’“— pr’ b———m | =

La premiére des équations (1), si on la divise par (1+ p) et si I'on a
égard a I’équation de condition (2) qui détermine p, donne de son
coté

d*x’ 2 X d*u L+ m m’ 3y (ux’ + ey')
ar T T g [(1+p)3r’3+p3r’3] - s Ea

d’ot1 par la soustraction résulte

. du n? 3z (ux' 4+ oy')"
> @ Tl T =
en posant

2 L= m 4 (1+ p)m

T (1+p) P

En considérant la deuxiéme et la quatriéme des équations (1), on en
tirera de méme les deux équations

A’y Y m m(1+p) 3y {ux’ + ')
el o Gl s T o || ¥ | =0
de r (t+ppr pir r
et
. d*v n? 3y (ux 4+ oy')
(6) %“fﬂ["——rr'z“]:“

Cela posé, si I'on supprime d’abord complétement les termes en u et ¢,
on aura les équations tres-simples
drx z' dry’ y'

2 - o 2
W_’_" ﬁ——oq .+ R

de* PR

qui détermineront pour x’ et ¥’ de premiéres valeurs approchées; les
formules résultantes seront semblables & celles du mouvement ellip-
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tique; en négligeant I'excentricité de l'orbite de m’ (I'orbite de la
Terre), et prenant pour unité la distance Om’ ou r’, elles deviendront

x'=cos(n't+ 1), y =sin(n't+1),

L étant une constante. On substituera au lieu de x' et ¥’ ces valeurs
approchées dans les équations (5) et (6), dont on se servira pour dé-
terminer approximativement aussi les valeurs de u et v : on se servira
de méme de ces derniéres pour obtenir des valeurs nouvelles plus
exactes de &', y’. Et ainsi de suite, conformément 4 la méthode connue
des approximations successives. '

6. Mais pour notre objet, il suffira de discuter les valeurs de u et ¢
qu’on obtient en intégrant les équations (5) et (6) aprés y avoir fait
14

r'=u, ax'=cos(n't+ 1), y =sin(n't+1).

A cause de r’ =1, les équations dont je parle deviennent

tf;: + n*lu — 3x' (ux’ + vy')] = o,
(7) I
7 Fnty =3y (ux' + vy)] = o,

Elles sont encore & coefficients variables, mais on peut les changer dans
des équations linéaires  coefficients constants par la transformation
que voici.

Posons

ux' +evy' =10, wy —ox' =V,

ce qui est au fond substituer aux axes fixes Oxx, Oy dont nous nous
sommes jusqu’ici servis, des axes mobiles qui suivent pour ainsi dire
les masses m’ et m dans leur mouvement révolutif autour du point O.

En différentiant et observant que I’on a

dz’ dy’

Y ] & 3 ant
a = Y, F=nx,
on trouve d’abord
dU __ _,du ,dv ,
) s(—i-;_xz—l—jd—t—nV,
(dV___ pde o de ‘o
=Y @ z Tt

Tome 16F (2° série ). — JuiLLET 1856. 33



258 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

En différentiant de nouveau, on obtient

U d’ , d7o x, ,dV
( =ty f dr’
9) 'V d'n div jdu e du
=TT G TG
2
Les valeurs de o » 7> sont fournies par les équations (7), et celles
de x’ da -+ P les équati 8). Opérant la sub-
—= dt fd: a’ - par les équations (8). Op ,

stitution et réduisant, en se rappelant que
x? 4+ yP=r, wx'+voy'=U, uy —vx'=Y,

on aura, tout calcul fait,

d{;l?+ n?——(zn +n?)U=o,
%}—T—z dU+( —n?)V=o.

7. Les équations en Uet V que nous venons d’écrire étant linéaires

a coefficients constants, on en obtiendra des intégrales particulieres si
I'on pose
ot

U=¢", V=ac"

?

et si Pon détermine convenablement les constantes «, A. Ces con-
stantes doivent satisfaire aux deux équations

e’ +2naA —an®*—n?=o,
Ao* —an'a—+ (n*—n?)A=o.
On a donc d’abord

27 4 n'te— a?
ana

puis, en éliminant A,

(> + n* —n?)(2an*+n? — a®) — 4n?a® = o3

L L YT ] b ' BEEOPLRE R R g ' veapen e ey ey ' 1 SRR I NN I AR AT TALRRANAL LR Lol RIR 1 AR 0 Th ol LA A L A
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’équation qui doit déterminer o est donc
a' + a? (2 n® — n?) = (n* — n'?) (2n® + n?).

8. Admettons pour un moment que #n* — #’* soit une quantité po-
sitive ; les deux valeurs de @* fournies par cette équation seront réelles,
'une négative, 'autre positive; la premiere valeur introduira dans U
et V des exponentielles imaginaires qui se transformeront en sinus et
cosinus , mais la seconde donnera lieu 2 deux exponentielles dontles ex-
posants o seront réels et de signes opposés; celle de ces exponen-
tielles dont 1'exposant est positif grandira rapidement 4 mesure que le
temps ¢ augmentera; elle empéchera donc les valeurs de Uet V de
rester trés-petites, et par suite rendra instable I'état de mouvement de
nos trois corps.

Quand on regarde les trois masses 1, m’, m comme représentant res-
pectivement le Soleil, la Terre et la Lune, on a & trés-peu pres

3 m+m 1
p= 3 7 100’

m et m' étang de petites fractions, on trouve aussi sensiblement

et, par consequent,
2 2
ns>n*:

ici la valeur réelle et positive de « est plus grande que 2; si I'on ajoute

que, d’aprés la valeur de #/, la durée d’une révolution de la Terre au-

tour du Soleil est exprimée par 2 7, on se fera une idée exacte de I'é-

norme rapidité avec laquelle grandit I’exponentielle 2 exposant posi-
tif &" ", _ |

Mais sans s’arréter 4 un cas particulier, et en observant seulement

que la racine p est <1, il est aisé d’établir en général Tinégalite

n?® > n'?, On a en effet

2 ’ m m

S Sy T

m + (14 p)m

7 ’

I — mp

2
T =rwt

33..

R
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d’oti

2 __ 2 A —_
TR ey

en faisant

A=p 1=+ pPl+ m(6p*+9gp*+5p+1)
+m' (1 + p)* (1 = p*).

Mais de I’équation (3) on lire immédiatement
pPli— (14 pPl=—m3p'+ 3p*+p) —mp(1+p) (1—p*);
il vient dés lors
A=mBp+6p*+4p~+1)+m 1+ p)(1—p°):

puisque p est < 1, cette valeur de A est positive; il en est donc de
méme de la différence n? — n'?, et I'état de mouvement assigné aux
trois masses 1, m’, m est instable. Cc. Q. F. D.

P.S. Le changement de variables ou de coordounées dont je viens
de faire usage pour transformer en équations & coefficients constants
des équations i coefficients variables, peut servir & démontrer une
formule que M. Jacobi a donnée en 1836 dans le tome III des Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences (page 61), et qu'il regarde comme
devant étre utile dans la théorie des perturbations lunaires [*].

Prenons pour unité la masse de la Terre ; désignons par m, x, y, z,
et m', x’, y', 7 la masse et les coordonnées respectives de la Lune et
du Soleil : faisons de plus

r=y + P+ 22, r= x4yt 4

p=Vx—2)+ (7 —r)+GE—-2"

[*] Voir aussi le Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1™ série, tome IIT,

page 58.
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Les équations du mouvement de la Lune troublée par le Soleil seront

d*z  (14+m)x x 22—z
E;+—T+m’(ﬁ+ 3 >_~—O,
dy  (1+m)y Y or—y

(a) W+T+m,r_’5+_p3— = o,
d3z (1+m)z 7 z— 7
ar +——T+m ;,—3+ 7 = o.

Admettons, dans une premiére approximation, que le mouvement du
Soleil autour de la Terre soit circulaire et uniforme; prenons pour
unité la distance constante r/, et supposons que le plan des xy soit
celui de l'orbite solaire : les valeurs des coordonnées x'y y', 2, an
bout d’un temps quelconque ¢, seront de la forme

Z=0, y'=sin(n't+1), x'=cos(n't+ l).

Quant aux équations {a), elles se réduiront i

d*z I+~m)=x —_x
2 T (7)"—1— m’(x"+z Ff) = o,
d: 14 m —

(/)) 74_%+(T)l+’n,(f/+);_?a_y>=ov
d’z (14+m) z m'z
P75 = = o,

et l'on pourra aisément en trouver une intégrale premiére. Pour plus
de généralité, considérons les équations

d’a:___dQ ;o
et d X,
dzf_dQ' 7 anl
(A) ?—d-;-—ln}”.
d*z _ dQ
dtt T ds’

Q étant une fonction quelconque F (r, ¢, z) des trois quantités r, g, z,
et par suite étant une certaine fonction de X, 7, 2, £, ce qui donne un
sens net aux dérivées partielles prises par rapport a x, y, z. Les équa-
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tions (b) se déduisent des équations (A) en faisant

m’
‘- —
e

Q=

-

Mais, quelle que soit la fonction Q ou F (r, k, z), posons
xx' +yy =u, yx —xy' =y,

d’ou, a cause de x'* + y'* = 1, résultera

x=ux' vy, y=uy+ ox

et

r=yut+ 0+ 28, p=y(u—1)?+ o*+ 3"
En différentiant u, v, et observant que

dz’ y A
E——"}", d—t.._nx,

nous aurons

du___x,d.1:+ , dy o
B dt ~ a Ty dt+ ’
( ) ? dv _x,d_y , dx "
& = %a "V a g
puis
d*v _ _,d'x ,dy , ,dy , dzx , dv
w oYt TP\~ y) T ®
‘i:‘i ,dy ,d*x ,du

2% gl (2B T g
a = T a7 ar x ") de
Dans ces deux derniéres équations, remplagons

d*x dy
der’ der’

dy ,dx

%y S 4 —
E7RRR de N

par leurs valeurs déduites des équations (A) et (B); rappelons-nous
d’ailleurs que I'on a

X+ =1, xx'+yy =u, yx' —xy =y,

R I TN R IR L Ik I B N T TR e T LA TR T IR T L IRY IR T S TR

[RE RN AR N LA RN N
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et aussi [ puisque Q est de la forme F (7, p, 2)]

9Q _ 2dQ ==z dQ

5

dx r dr p dr
4Q _r4Q  r—r4Q
dr = rdr pdp

Tout calcul fait, il nous viendra
d'u  wdQ u—1dQ
e = SR

dto aqQ v dEp
@S va T T

—m + 2lz’ﬂ)+n’2u
) dt ?

<

du
2 "’?17 —+ n'?y.

Mais r et p sont fonctions de #, vet z; on peut donc regarder Q comme
une fonction de u, v et z. Sous ce point de vue, on a immédiatement

dQ _ #dQ | u—1dQ
du ~ 7 dr p  dp

dQ 0 dQ e dQ
-cz;_rd_r—'—pdp.

1l en résulte

d"u__dQ ’ , dv
ar -——d—lz-—m—&—zndt

d'e _ dQ ,du "
T = —2n o +nte

+ n'?u,

Multiplions ces denx équations par les facteurs respectifs 2 du, 2 dv;
multiplions aussi par 2 dz la troisiéme des équations (A}, savoir:

d*z _ dQ

arr dz’

puis ajoutons les résultats ; nous obtiendrons
(dw? 4 do 4 ds?) _ (dQ dQ dQ
d——— =2 e du+ —=dv + —=dz
. — am'du + 21" (udu + vdv),
et en intégrant,

du? - dv* + dz?
drr

= 2Q — am' u + n'?* (4® + v*) 4+ const.

oo
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C’est a cette équation que revient au fond la formule de M. Jacobi,
Villustre auteur §'étant borné au cas particulier de

ou mieux de

et de plus ayant conservé dans ses calculs les coordonnées primitives
x, y qu'il sera aisé de rétablir si on le juge convenable. Sous la forme
précédente, on voit qu’elle n’est qu’une application du beau théoréme
de M. Coriolis sur le principe des forces vives dans les mouvements
relatifs (voyez le 21° cahier du Journal de 1’Ecole Polytechnique,
page 268). Nous aurions pu, sans aucun calcul, la déduire de ce théo-
reme, dont la démonstration générale repose au reste sur un change-
ment de coordonnées ou de variables analogne a celui que nous ve-
nons d’employer.



