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AAVAWL WAAA VWA WA WAV A VAR VA W VA VA

SUR

LESK FONCTIONS ELLIPTIQUES.

[Note rédigée par M. STURM d’aprés un Mémoire de M. DESPEYROUS. |

L'intégrale sous forme algébrique de I'équation
— dx d
4 b
Viee Vi
s'obtient aisément, comme on sait [*], au moyen d’une intégration par
parties. En mettant cette équation sous la forme

=0

dei—y* + dy yi— x* = o,

on en déduit

fdx Vi—y? +fdf V1— x® = constante.

Or en intégrant par parties, on a

xy d
,dx\/l——y =xyi—y? +f\/11_—{—

fdj\/[—x ——j\/l—x’—i—f xydx'

Ajoutant et observant que les termes sous le signe f donnent une

et

somme nulle en vertu de I'équation proposée, on trouve l'intégrale
algébrique

21— y?+ yy1— x® = constante.

L.a constante arbitraire qu’elle contient est la valeur de y pour x = o.
Posons

‘Z‘ - e e,
f,—:“: X =s8Inda, 1— x*= cosa,
o \/1—.2"

[*] Foir, par exemple, Lacroix, Traité du Caleul différentiel et du Calcul intégral,
tome II, page 473.
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et de méme

y  dz . —
‘/0. \/'{—T—;ﬁzﬁ’ y=sinfB, Vi—y*=cosf.

Nous aurons
do + dff = o,
d’ou
e+ p=r.

7 étant une constante. D’ailleurs, pour « =0, 0n a

x=o0, =7y, y=siny.
La constante de notre intégrale est donc sin 7. Par suite, il vient
siny ou sin(e + f3) = sin« cos 8 + sin f3 cos «.

C'est la formule fondamentale de la théorie des fonctions circulaires.

Le méme procédé s’applique facilement a la recherche de I'intégrale
d’Euler qui donne la formule fondamentale de la théorie des fonc-
tions elliptiques.

Soit, en effet,

dx dy

+ =
Vi— a1 — Vi— 2 J1—cy?

En multipliant par le produit des dénominateurs et divisant par
1 —c*x*y? ona

{‘\/1.—) Vi—ciy dx + /\/I-—-’? \/l—c’xldfzconstante.

2 p? a2 2 g2 402
N 1—ctxty cxty

Or en intégrant le premier terme par parties, on obtient

Vi—y’ s/r—-c’yd _aY1i—yVi—dy

I—ctxty? I—c*x? y?
4 (x (1+¢) (1+ a’y?) —2c?a'— 2¢6'y? dy
o (1— iy Vimr i ey

_gc’f(l_c,l, ,),\/I—-]‘ vi—c?y?dx.
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En échangeant entre elles les deux lettres x et J» on aura le second
terme ; ajoutant donc et observant que les termes sous le signe [ don-

nent une somme nulle en vertu de I'équation différentielle proposée,
on trouvera ‘

x \/I—y’ \/l—c’jj—i»—y\/l——x’—\/’l —ctx?
l——c’x’y’

= constante.

La constante du second membre est I3 valeur de J pour x = o,
Posons

x dzx —_—
‘/o‘ V:-x*dx—czsza’ *=8(a), \/I—x“zc(a),
\/mzﬁ(a),
et de méme

dy

It =6 =50, vicr=c)
v \/1—0”_72:}{(6).

Ndus aurons
da + dﬁ =0,
d’ou .
a+f=y,

7 étant une constante. D’ailleurs pour o = o0, on a

z=o, =y, y=5(y.

La constante de notre intégrale est donc S (7). Par suite il vient

: & { Cla P
(1) o (e ) TSN i )

C'est la formule fondamentale de la théorie des fonctions elliptiques.
Elle donne S (& — ) en changeant le signe de S (f3). On peut aussi
en déduire C (@ = f) et R (a == B).
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