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PURES ET APPLIQUÉES. a3i 

SUR 

LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

[Note rédigée par M. STURM d'après un Mémoire de M. DESPEYROUS.j 

L'intégrale sons forme algébrique de l'équation 

I/-

s'obtient aisément, comme on sait [*], au moyen d'une intégration par 
parties. En mettant cette équation sous la forme 

dx y/i — y2 + dy \jι — χ2 = o, 
on en déduit 

Jdx — y2 -h Jdy \/i — = constante. 

Or en intégrant par parties, on a 

J & V 

et 

1F /-—-3 r.—-, . C xrdx 

Ajoutant et observant que les termes sous le signe j donnent une 

somme nulle en vertu de l'équation proposée, on trouve l'intégrale 
algébrique 

oc\li — y2+ y\ji — x2 — constante. 

La constante arbitraire qu'elle contient est la valeur de y pour χ ~ o. 
Posons 

{f^Bsons 

[*] Voir, par exemple, LACROIX, Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral, 
tome II, page 473. 
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et de même 

SKous aurons 

Nous aurons 
rfa -ι- άβ — ο, 

d'où 
α -f- β = γ, 

y étant une constante. D'ailleurs, pour a = o, on a 

x = ο, β = 7, = sin 7. 

La constante de notre intégrale est donc sin 7. Par suite, il vient 

sin 7 ou sin (a -t- β) = sin a cos β + sin β cos a. 

C'est la formule fondamentale de la théorie des fonctions circulaires. 
Le même procédé s'applique facilement à la recherche de l'intégrale 

d'Euler qui donne la formule fondamentale de la théorie des fonc-
tions elliptiques. 

Soit, en effet, 

1 4 

En multipliant par le produit des dénominateurs et divisant par 
1 — c2x2 y2, on a 

16*— ^ V/I„ C3/2 , A/l —X'sjl—C'x'j 

Or en intégrant le premier terme par parties, on obtient 

^jri r:ii JC ics me pai paiu< 

J i — c5 xi y2 * — 

- 2f y')> v'î-
7
/

3
 v'^\P ^'· 
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En échangeant entre elles les deux lettres χ et y, on aura Je second 
terme ; ajoutant donc et pbservant que les termes sous le signe J don-
nent une somme nulle en vertu de l'équation différentielle proposée, 
on trouvera 

CLÆL 

La constante du second membre est la valeur de y pour χ — ο. 
Posons 

C(a), 7 r* dx 

V'I — c1 χ2 = R(a), 
et de même 

ât de même 

—X2 y/1 — c* jr 
Nous aurons 

da -h άβ ~ ο, 
d'où 

α +- β = γ, 

γ étant une constante. D'ailleurs pour α = o, on a 

•* = 0, β = Ί> J = s(v)· 

La constante de notre intégrale est donc S (γ). Par suite il vient 

S M OU 4(, + β) = S(.)C,
P

)M»^S(»C(.)K(·). 

C'est la formule fondamentale de la théorie des fonctions elliptiques. 
Elle donne S (α — /3) en changeant le signe de S (j3). On peut aussi 

en déduire C [a ± β) et R (α ±: β). 
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