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EXTENSION

D'UN

THEOREME DE CALCUL INTEGRAL;
Par M. J. LIOUVILLE.

J’ai démontré ailleurs [*] que la considération de la premiere des
fonctions

af df , _daf  dfi

flza;‘k@fa fz—-z,"‘@ja-"a
que V'on doit former pour développer en série suivant les puissances
de x ou de (@ — a) I'intégrale de I'équation

%:’f'('r’f)’

peut étre quelquefois utile 2 un autre point de vue. En effet, si un pa-
rameétre ¢ contenu dans f se trouve avoir disparu dans f, , cela indi-
quera que

df

Y dy —

da ( 7 fdx)
est une différentielle exacte, en sorte qu’on pourra alors écrire de suite
Vintégrale

f%(d] — fdx) = constante

de I’équation différentielle proposée.
1l y a un théoréme analogue pour un systeme d’équations différen-
tielles simultanées
dx
z =

dy dz
X, E:Y’.”, E:Z’

quand X, Y,..., Z désignent des fonctions de ¢, x, y,..., 2 prove-
nant d'une méme fonction S par des dérivations partielles respective-
ment relatives 4 x, 5,..., 3, de maniere que

ds ds _ a8

X:;{—x, Y:Zy,“.’ —E‘

[*] Foir le cahier de mai 1855, page 143.
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Les premiéres fonctions qu'on ait & former ici pour développer x,
¥5.-+, Z suivant les puissances de ¢ ou de (¢ — a) sont

aX d dX dX

X
X, = Tl X+d_y Y +... + Z,
dY dyY dY dY
dZ dZ dZ dZ

Or il arrive qu'un paramétre o contenu dans une au moins des
fonctions X, Y,..., Z ait disparu dans toutes les fonctions X,, Y,,...,
Z,, je dis qu’on tronvera aisément un systeme de facteurs P, Q,..., R
rendant

P(dx — Xdt) + Q(dy — Ydt) +... + R (dz — Ldt)

une différentielle exacte do¢ (¢, &, 7,..., 3, et fournissant en consé-
quence une intégrale

¢ (¢ x, ¥,..., 2) = constante

du systéme d’équations différentielles posé plus haut. 1l suffira de
prendre
dX s Ay _ s dz _ d'$

P=g=maww Cun~zwa B

da dzda

I’intégrale sera évidemment de 1a forme

dS
- = fonct. (¢, &) + C.

Ce théoréme est surtout curieux a cause de I'usage nouveau et sin-
gulier qu’il montre qu’on peat faire des fonctions X, Y,,..., Z,, dont
le calcul est indiqué pour un tout autre objet dans les traités élémen-
taires. Je n’Oterai rien de l'intérét que cette circonstance lui donne en
ajoutant que 1’on pourra aisément, si 'on veut, le rattacher a des théo-
rémes connus, bien qu’il m’ait été fourni d’abord par une méthode
directe fort simple. La vérification & posteriori est du reste si facile, que
je supprime pour le moment toute autre démonstration.

En premier lieu, il est clair que, pour les valeurs de P, Q,..., R
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données plus haut, les conditions d’intégrabilité de la formule
P(dx —Xdt)+ Q(dy —Ydt) +... + R(dz — Zdt)

sont remplies d’ellesmémes quant & ce qui concerne les coefficients
des différentielles dx, dy,..., dz comparés entre eux. Restent les con-
ditions qui naissent de la comparaison de ces coefficients avec celui de
dt; or elles peuvent aisément s’écrire ainsi :

dx, _ ay, _ 4z _

de O da T Y da T T?
et par conséquent elles reviennent a dire avec nous que o ne doit

plus entrer dans les fonctions X,, Y,;..., Z,.
On comprendra la liaison de notre théoreme avec les belles recher-
ches de Jacobi sur la mécanique, en observant que les équations

dX, _ dY,_ dZ,
da ' da 7 dx
peuvent étre remplacées par une condition unique, 4 savoir que la
quantité ,
R e e T E R T
dtde dxdz dx dzda dz da| dt 2 \dz 2\ dz

ne contienne plus x, 7,..., z, et seréduise a une simple fonction de ¢
et de a.

Remarquons, en passant, que si les équations dont nous parlons,
sans avoir lieu en général, étaient vérifiées par une valeur particuliére
de o, ou, ce qui revient au méme, si T contenant en général x, 7,...,
z et t se réduisait pour & = «, 4 une simple fonction de ¢, notre théo-
reme subsisterait pour cette valeur particuliere.

Je n’ai pas besoin d’ajouter que si d’autres constantes 8, ,..., dis-
tinctes de o, disparaissent avec & dans le passage de X, Y,..., Z a X,,
Y,,..., Z,, cette circonstance fournira de nouvelles intégrales, et méme
quelquefois toutes les intégrales qu'on a a chercher. Mais il est bon
d’ohserver qu’on peut tirer le méme parti du cas ot une des variables
t, Xy ¥,-.., Z vient 4 wanquer dans X,, Y,,..., Z,. Si, par exemple, y
disparait dans ces fonctions, vous remplacerez dans I'expression des
facteurs P, Q...., R la dérivation relative a o par une dérivation sui-

vant Y.
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