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REDUCTION

D'UNE

INTEGRALE MULTIPLE,

QUI COMPREND L’'ARC DE CERCLE ET L'AIRE DU TRIANGLE SPHERIQUE

COMME CAS PARTICULIERS ;

Par M. Louss SCHLAEFLI,
Professeur a I'Université de Berne.

On a réduit depuis longtemps l’intégrale mu]tiple

f"({x(_l)fr!z..., (49?224« 1),

n
c’est-a-dire ]’intégra]ef drdydz... prise pour toutes les valeurs
positives ou negatives de x, y, z,... remplissant la condition

b TS

n

TT’
r (ﬁ +1

2

et, pour n = 3, le volume de la sphere de rayon 1. Mais si I'on de-
mande que I'intégrale proposée représente, pour n = 2, un secteur
de cercle, ou, pour n =3, une pyramide sphérique triangulaire
il faut ajouter encore des limites linéaires et homogénes par rapport
a toutes les variables, comme ax + by +...> o0; et I'on a besoin
au moins de n inégalités partielles, si I'on veut que la formule pro-
posée ne se réduise pas des le premier abord 4 un nombre moindre
d’intégrations. Lorsque, au contraire, le nombre des polynomes-
limites linéaires surpasse 7, on peut toujours partager I'intégrale mul-
tiple en plusieurs autres, oll ce nombre est précisément n. Cest donc
le cas de n limites linéaires qui excite surtout notre attention; et

a lexpression ) qui, pour n = o, représente Paire du cercle,
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comme il ne m’est pas connu gne V'on ait déja traite cette intégrale ainst
limitée, j'en signalerai quelques propriétés remarquables dans ce
Mémoire.

Je commence par un apercu général de ces propriétés.

1°. Quant au nombre des intégrations indispensables a exécuter,
n—

Con I . .
on peut le ramener a - ou » suivant que le nombre 7 est pair ou

impair; et parmi ces intégrations, la premicre revient a la rectification
du cercle.

5. Quant au nombre des arguments dont dépend la valeur de
l'intégrale définie, on comprend &’ abord qu’il n’est pas égal au nombre
n* des coefficients des variables dans les polyndmes-limites, mais qu’il
éprouve une forte réduction & cause des transformations linéaires
quon peut faire subir aux n variables, sans changer la forme de

Pexpression ax* + y*+.... En effet, ce nombre est 'f("—:—I} Mais il y

a plus : on peut partager ia fonction générale qui équivaut & Pinté-
grale proposée, de n manicres différentes, en 1.2.3...(n — 1) fonc-
tions particuliéres du méme genre, dont chacune ne compte que
n — 1 arguments indépendants.

30, Pour chaque valeur de n plus grande que 2, il y a un nombre
déterminé de cas o I'intégrale limitée par des polyndmes linéaires
a un rapport rationnel avec lintégrale totale de méme espece,

n

2
i3 .
™ . Cest dans ces cas que rentre, pour 1 =3, la question des

)

polyedres réguliers, puisqu’elle fournit le moyen de partager la sphere
(ou son septuple) en parties superposables. Pour n=4 on trouvera
plus bas, entre autres, un exemple ou Vintégrale totale

ffffdwdxdydz, (22 + 2+ 22+ i <),

est partagée en 14 400 intégrales partielles, séparées par des limites li-
néaires et homogenes, et superposables an moyen de substitutions de
la méme forme.

oy ' ' Yoo SULE L T e e o o
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§ 1

Arguments primitifs et derivés d’un Plagioschéme sp/ze’rique.

Soient p,, p,, ... Pn des polyndmes linéaires et homogeénes par rap-

port aux n variables %575 -++s que Je suppose tous indépendants entre
€UX; et soit proposée Pintégrale

P:f"dxd_)*...,
(x2+)f2+“.<1, P> o, P:>0,...p,>0);

elle est lide par la relation P — iZS & cette autre,
7

T dy d
S:f _);'z,

{J'2—}—.}’2‘JI—Z2+--~:U Py > o0, P2>0""5 /)n>0)7

ainsi que la pyramide sphérique est le tiers du triangle qui lui sert de
base, le rayon étant ;

Ayant besoin, dans la suite, d’une distinction analogue a celle des
triangles obliquangle et rectangle, je nomme S, généralement, pla-
gioscheme sphérique d’ordre n (car il faut considérer 7 variables, ou
dimensions, Uintégrale étant toutefois d’ordre n — ; seulement), e
pour un de ces cas particuliers Je me réserve le nom d’orthoschéme ;
enfin j’emploierai le nom de polyschéme, quand le nombre des limites
linéaires surpasse n2. La fonction primordiale P pourrait s’appeler {la
plus simple) pyramide sphérique d’ordre n.

Il est indifférent par quel facteur positif on multiplie chaque poly-
nome-limite ; disposons-en donc partout de maniére que la somme des
carres de tous les coefficients soit égale & 1 . Cela fait, je pose

Pr=a,x+b, y+. .., Pr=ayx + b,y 4.
aya,+ b b, .. — cos(12), etc.

. . n{in-—1a
Ces sommes de produits, au nombre de “{ . )a ne changeront pas

de valeur, quelles que soient les substitutions linéaires et homogenes,
Tome XX. — Novemnrke 1855. 46
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par lesquelles on transforme les variables, pourvu qu’elles nalterent
pas la forme de I'expression &*~+ y*+-.... Or, grice aux substitutions
permises, le nombre des constantes essentielles 4 Ja formule intégrale

, . ., o nin—1 ’ N
se réduit aussi a Lz———) On est donc le maitre de les égaler a ces

sommes de produits. Cependant, I'emploi des notations trigonomeé-
triques nous étant trés-commode pour la suite, jintroduirai, au lieu
des sommes de produits, les angles dont elles sont les cosinus négatifs ;
et, tout en regardant ces angles comme les variables indépendantes de
la fonction S, je ne les nommerai jamais variables, mais arguments,
afin de les distinguer des variables explicites x, y,..., dont il ne reste
plus de traces apres les intégrations. Je me permettrai, en ontre, de
dire en bref: tel et tel argument est compris entre les deux polynomes-
limites qui s’y rapportent. 1l est bon d’observer que toutes les fois
quwun argument est nul, les deux polynomes respectifs seront identi-
quement opposés, et que, par suite, la fonction S s’annulera.

(Je nomme orthogonale chaque transformation des variables qui
laisse Pexpression x2 + y* + 2* +... telle qu’elle est. Deux pelynémes-
limites seront dits orthogonaux Vun a Paatre, quand P’argument com-

. ™
pris entre eux est —->
2

On peut toujours transformer orthogonalement les n variables, en
sorte que]es m polyn(")mes Pis P2y Psyerey PmIE contiennent pas plus dem
des nouvelles variables. Cela fait, aprés avoir effacé ces m variables
dans les autres polynomes, je désigne par S (123...m) le plagioscheme
d’ordre n — m, formé par les limites p,.y > 0, Pria > O05.e0s Pp > 0
|ou bien p,., (123...m) > 0,..., si 'on veut indiquer que ces n — m
nouveaux polynomes-limites sont actuellement orthogonaux aux m
anciens p,, Ps;--.» Pm); €t afin d’exprimer son rapport avec le plagio-
schéme primitif S, je V'appellerai un de ses périschémes d’ordre
n — m ou du m# rang. (Ainsi les périschémes du premier rang
d’un triangle sphérique en seraient les cotés, et ceux du second les

. - y s 1
sommets.) Puis, je désigne les — (n — m)(n —m —1) arguments de ce

périscheme par [123 " m, (m+1)(m +2)}s..., et les nomme ar-
guments dérivés m*"* du plagioscheme §. Chaque périschéme d’or-
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dre 2 a un seu) argument et se confond, par suite, avec celui-ci; je
distingue donc les arguments dérivés de rang n— 2 par le nom de
cotés du plagioscheme S. Voici une proposition qui s’y rapporte :

Les mémes équations qui expriment les cotés en fonction des argu-
ments, subsisteront encore lorsque Pon aura remplacé les cotés par
les suppléments des arguments, et les arguments par les suppléments
des cotés.

Les trois arguments dérivés du premier rang (;, 23), (;, 13), (3, 192)
dépendent tellement des trois arguments primitifs (23), (13), (12), que
Pon peut prendre les premiers pour les cotés d’un triangle sphérique
dont les derniers sont les angles. On trouvera, par conséquent, tous

les arguments du périschéme S (1), au moyen de la formule

- . cos ({4) =4 cos(11) cos{1 £)
cos(1, ih) = L) o) cos(1 ),

Y

sin{1{) sin(1 &) !

puis on aura des formules semblables pour les arguments du péri-

schéme S (12) en fonction de cenx du périschéme S(1); et ainsi de
suite, jusqu’a ce que l'on parvienne aux cotés du plagioschéme S.

1l va sans dire que les expressions immédiates de cos?(12...m, ik)
et sin®*(123...m, ik) sont des fractions rationnelles, dont le dénomi-
nateur commun est le produit de deux déterminants & m -+ 1 rangs,
tandis que le numérateur de la premiere est le carré d’un déterminant
a m + ( rangs, et celui de la seconde le produit d’un déterminant

a m rangs et d’un autre & m—+ 2 rangs. Tous ces déterminants sont
formés de cosinus d’arguments primitifs, et d’'unités.

§ 1L
Théoréme fondamental sur les plagioschémes sphériques.

« La fonction dérivée du plagioschéme S, relative 4 'un que]conque
» de ses arguments, est la (rn — 2)#me partie du périscheme (de rang 2),
» provenant de la suppression des deux polyndmes-limites, entre les-
» quels cet argument est compris. »

Pour le dire plus proprement, cette suppression concerne les deux

46..
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nouvelles variables qui, aprés une transformation convenable, figurent
seules dans les deux polynémes mentionnés tout i I’heure.

Donc la différentielle compléte du plagioschéme S s’exprime par cette
formule :

ds— 1 S(E).d(l2)+S(I3).d(l3)+...
" +S8[(n—1)n].d[(n—1)n]

Lors de I'intégration du second membre, on peut supposer constants
tous les arguments moins un, et commencer avec une telle valeur de
celui-ci, qu’elle anéantisse tous les cotés du plagioschéme, et établisse,
par conséquent, une dépendance ‘entre les polynémes-limites.

Pourn =2, on a § = (12), Cest-a-dire que I'arc de cercle de rayon i
est identique avec son argument; et, pour =3, on a

dS =d(12)+d(13) + d(23).

Dans ces deux cas, I'emploi de I’argument, au lieu de son cosinus,
doit étre compté pour une intégration. Il suit donc du présent théo-

\ A . . n nn—1 , , .
reme, que 'évaluation de $ exige seulement 5 ou intégrations

successives, suivant que Pordre n est pair ou impair.
Ainsi que 'angle droit sert de mesure naturelle aux autres angles,
et le triangle trirectangle aux autres triangles sphériques, de méme le
. \ - . » T
plagioschéme qui a tous les arguments ¢gaux a _» sert de mesure na-
n

2
. \ I 3
turelle aux autres plagioschémes; sa valeur est 7= v et celle de
2

n
2
oy

n
T (— -1
2
et voulant débarrasser les formules ultérieures des fonctions T, j’in-
troduis une nouvelle fonction sphérique f, définie par Péquation

. 1 . s
la pyramide correspondante o > - Conduit par cette réflexion,

n
,n_l
n

=_—=——f ou P= T
 (3) +1)

' VO E e LTI e
oo v '



PURES ET APPLIQUEES. 365

Elle sera dite comprise entre les polyndmes P13y P2s -5 Pas et, quand

il en sera besoin, je la désignerai par f(pi, pay - .., P=), ou plus sim-

plement par f(123... n). En employant cette mnotation, on a, par
exemple,

(a)f(p,, P25 Psy- - -5 Pu) +f(—pi, P2 Pas- oy pp) = 2f(P2aP3a- v0s Pa)s

ou, dans le second membre, je suppose qu'une transformation ortho-
gonale a précédé, en vertu de laquelle les polynémes p,, Pss- -y P De
contiennent plus que 7 —1 nouvelles variables. I arc de cercle, me-
suré par le quadrant, s'exprime par

S(12) = =~ (12),
le triangle sphérique, mesuré par le triangle trirectangle, par
S(123) = f(12) +f(13) + f(12) — 2.

A Poccasion de la derniére formule, il convient de remarquer que
'on a pareillement

S(12345) = f(2345)+ ... —a dflia)+ ... } + 16,

formule que P'on verra généralisée au paragraphe suivant,
L'équation différentielle fondamentale devient

Fiw

df(123.. . n)=f(12, 34...n).d(12)+ ...

Lorsque chacun des polynomes P15y P2s -« -, P est orthogonal & cha-
cun des autres p,, ,, Pmtas- -y Py OD A

(b) f(123...n_) =f(123...m). f[(m+ (m+2)...n];

et quand p, seul est orthogonal i tous les autres polyndémes, on a

/

(c) j'(mS...n):f(ﬁ...n).

§ TIL.

Réduction des plagioschémes ordre impair a ceux d'ordre pair.

Les nombres entiers a,, a,, @y - . . étant définis par le développen
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ment

X2i+l
(d) ] tangxzzai1.2.3...(2i+x)’

on a le théoreme suivant.
Marquons l'ordre d'une fonction sphérique par un indice placé au
bas de la lettre f; de la sorte soit JSanwr 1a fonction comprise entre les

polynomes py, pa; - - Paars €1 Zfﬂ"' la somme de toutes les fonctions
comprises chacune entre 2m de ces mémes polyndmes (sous-entendu
que fo=1, 2 fo=1); alorson a

i=n

(6) J‘.;Il+l= Z(_' Iy“iZf;n—m'-

i—=o0

(Le nombre entier a; est positif et divisible par 2°.)
Lorsque 'on suppose qu'un des polynomes-limites est orthogonal a
tous les autres, on est conduit 4 la formule

i=n—1

on
a, — 2 <2i+l> a; Qyjy,

i=o0

qui exprime une des nombreuses relations connues entre les nombres
de Bernoulli.

§ IV.
Pariager le plagioschéme en orthoschemes.

Si 'on peut ranger les polynomes-limites p,, p, ..., pn en sorte
que chacun soit orthogonal a tous les autres, sauf celui qui le précede
ou le snit immédiatement; si donc, I'ordre actuel étant d’accord avec
Phypothése, les n — 1 arguments (12), (23), (34), ... [(7 — 1) =] seuls,
dont chacun est compris entre deux polyndémes consécutifs, restent

. . T
quelconques, tandis que tous les autres arguments sont egaux a —»

je nomme l'intégrale S un orthoschéme, et, en parlant de ses argu-
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ments, je n’entends que les 7 — 1 premiers. 1l est clair qu’on peut
renverser I'ordre des polynémes, mais non pas le changer autrement.

C’est aussi définir orthoschéme que d’admettre une transformation
orthogonale des variables, telle que p, coincide avec la premiére des
nouvelles variables, que p, n’en contienne que la premiére et la
deuxieme, p, la deuxiéme et la troisiéme, p, la troisiéme et la qua-
triéme, et ainsi de suite, et qu’enfin p, ne contienne que les deux der-
nieres variables. Au surplus, cette chaine de variables s’attache 2
Pordre des polynomes-limites; pour P'ordre inverse elle change tout
a fait.

Une autre propriété de 'orthoschc¢me consiste en ce que tous ses
périschemes sont des orthoschémes inférieurs, et que les polyndmes-
limites de I'un quelconque d’entre eux suivent, abstraction faite de
lacunes, le méme ordre que ceux primitifs correspondants. Voici les
formules qui servent a calculer les arguments dérivés :

cos [ m, (m —a)(m _ 1)] = COSEEIT[(;Q(I')"I;] 1]

conlm, (m 1) ) = Ll )

cos[m, (m — 1) (m + )] = cot[(m — 1m]cot{m(m+ 1)];
loin de la lacune, quand i <m —2 on >m + I, on asimplement
[m, (i) = [i(i+ )]

Bien que ces formules ne fournissent immédiatement que les arguments
du périschéme S (m), cest-a-dire les premiers arguments dérivés, on

n’a pourtant qu'a continuer de la maniére indiquée, pour obtenir en-
core ceux des rangs suivants.

Apres ces préparatifs nous sommes 3 méme de partager le p]agio—
schéme § en orthoschemes. Concevons une solution quelconque A de
l’équation

x2+j2+...:1,

et désignons par a(1), a(2), a(3),..., a(n)les valeurs correspon-
dantes des polynémes-limites; alors, au moyen des équations suc-
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cessives

R
— - - A\ .
a(12, m) = a(i2) cos(t, am) +a(1’m), [m=3,4,...n]

sin (;, 2m)

a(123, m) = a(12, 3)605,(?L3;”);'a(5,m)
[5G ]

_~a[12...(n—2),n— 1]cos[12. cn—2), (n— 1)n]+a[izﬁ7n——z),ﬂ]7

s [m=4,5,...n]....

sin[123:'. (r—2), (n—1) n]

- a(l a _, *,3
tangﬁ.:a(%l), tang‘82:a(§IT23)), tangﬁz;:f(—(l_;%*z),---,
tangﬁ,H _a[123 ..(n-—?.),n—l]

a[173v...(n—— 1), n] ’

on obtiendra

’

cosf3,, sinf3, cosf3,, sinf, co'sﬁa, sinf3; cosf3;, ..., sin Br-s cosf3,_,,

comme cosinus des arguments de I’orthoschéme correspondant a la
permutation 123. . . 7. En traitant de la sorte chaque permutation, on
obtiendra un ensemble de 1.2.3...(n —1).n orthoschémes, qui
remplit le plagioschéme dorné 8. 1] se partage en n groupes, dont
chacun compose un plagioschéme qui a la solution A pour sommet et
un des périschemes S(1), S(2), S(3),..., S(n) pour base; on verra
donc sans peine que, si la solution A coincide avec le sommet
(P2 =0, py=o0,..., p,=o0) du plagioschéme entier S, il ne restera
que le premier groupe ayant S (i) pour base, et que tous les autres
s’anéantiront. Dans ce cas, on aura partage Sen 1.2.3.. . (n — 1)
orthoschémes, et c’est évidemment le plus petit nombre possible de
parties ; au reste, il est visible que cette dissection ne peut étre effec-
tuée que de n maniéres différentes.

Puisque la connaissance des n — 1 arguments de chaque ortho-

7n—1

\ . n
schéme doit suffire pour calculer sa valeur au moyen de 5 ou
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intégrations successives, le but que je m’étais proposédans ce paragraphe
serait maintenant atteint. Mais, afin de rendre plus familiéres les
idées qui s’attachent & notre objet, je vais encore ajouter quelques re-
marques.

L'expression a(123...7, m) ne change pas, quel que soit Vordre
des chiffres sous le trait. Lorsque les variables qu’elle contient ne sont
plus attachées 4 la solution A, mais libres, je désigne par p (123...4,m)
la méme expression dans ce nouveau sens.

La totalité des solutions qui font évanouir ce polynéme p(i2...i, m),
contient (ou passe par) le périschéme S(123...im), et est orthogonal
aux périschémes S(1), S(2),..., s(i).

A l'aide de ces nouveaux polynomes 1’équation

xt+ gyt =

se change en

/ - 2 — 2 T 2
p(1): +p(1,2)" + p(r2,3) +p(123,4)" + . ..
. 2
+pI2...(n—1),n; =o.

Les arguments de 'ortoscheme O considéré plus haut font connaitre
sa forme et, par suite, sa valeur, mais non pas sa position comme partie
du plagioschéme entier S; pour cela, il faut avoir les polyndmes-
limites ¢,, 4,1, ¢4, .., ¢, de O en fonction des variables primitives. En
voici les expressions :

g =p(1):
_ elirG)—a(ael) _aflp(h3)—eli, 300, 2)
q2 = =t s = YRR =5
sin (1, 23)Va(1, 2)* + (12, 3)

sin (12)Va(1? + a1, 2)?

L fl[[Z...!’771*—2),"1—-1][)[12...(III—Z),m.J*a[l?..4.()'71——‘2), m]p[lz...(m—z),m—;].
n = sin[;. c(m—2),(m— I)m] \:z[;z (m —_?_), m— 1]2 —i—a[E.ﬁ):il), m]é

Si I'on ne tient pas a la condition que la somme des carrés des
coefficients soit égale a 1, on peut remplacer ’équation

qm = O
Tome XX. — Novemsne 1855. 47
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par celle-ci :

— cos(it). — cos(i2). ... — cos|[i(m —2)]. a(i). p(i)
[i=1,2,3, ...m—1,m]

Ici le premier membre représente un déterminant, formé par m lignes
horizontales, dont chacune contient autant d’éléments; il va sans dire
que — cos(ii) = 1. Pour abréger, je n’ai écrit que la i#™ ligne. Cette
forme de I'équation ¢, = o fait d’abord voir que la totalité de ses so-
lutions contient la solution A (excepté m = 1) et tout le périscheme

S(123...m); en second lieu, apreés une transformation convenable,
que le polyndme g, est orthogonal & tout polynome de la forme

0‘1}74 -+ 0‘2[’2 -+ .0+ am—'z Pm—-:a

OU &y, @y, ...y Uy, désignent des constantes arbitraires; enfin, que la
permutation des indices 1, 2, 3, ... m — 2 n'influe aucunement sur
le polyndme g,,. Je laisse au lecteur de pousser ces observations jus-
qu'aux dernieres conséquences que je ne saurais énoncer sans circon-
locutions ; mais il parviendra ainsi assurément a s’imagiver la dissec-
tion du plagioschéme S en orthoschémes, avec la méme clarté qu’un
objet de la géométrie.

§ V.
Reduction des orthoschémes d’ordre impair a cense d’ordre pair.

La proposition dont il s’agit ici donne lien a une observation
préalable.

Si f(123...n) est une fonction orthoschémaiique, les chiffres se
rapportant aux polynémes-limites, et que 'on ote quelques-uns de ces
polynomes, en sorte que leur ordre significatif soit interrompu ca et la
par des lacunes, les polynomes de chaque suite continue seront
os‘thogonaux a tous ceux hors de cette suite, et, pour cctte raison, la
fonction dont il s’agit viendra a se décomposer en autant de facteurs
orthoschématiques qu’il y a de suites continues entre les lacunes.



PURES ET APPLIQUEES. 371

Par exemple, sii+1<m<n,on a
J 123 im(m-1)..n] = f(123..0) f [m(m+1)...n].

Proposition. Soit f,,., une fonction orthoschématique d’ordre im-
pair, limitée par une suite totale de 27 -+ 1 polyndmes; que 'on en
Ote 2+ 1 polyndmes de toutes les maniéres possibles, pourvu que
chaque suite continue entre deux lacunes contienne un nombre pair
de polynomes, et qu’on désigne ensuite la somme de toutes les fonc-
tions correspondantes auxdites combinaisons de polynomes- limites

parz fano: (les termes de cette somme seront partie fonctions

uniques, partie produits de fonctions, suivant que la suite respective
des polynomes sera continue ou interrompue par des lacunes); alors
Ja réduction prédite s’effectuera a l'aide de cette formule

b S S

Si peut-étre I'énoncé de la proposition n’est pas encore asscz clair,
ces quelques exemples y suppléeront :

F103) = (33) + fl1a) - 1,
J(12345) = f(2345) + fl12) f(45) + f(1234)

=S UE) + f(34) + f(23) + f(12) | + 2,

J (1234567 = f(234567) + f(t2) /(4567)
= J11234) f(67) + f(123456)

| SU4567) S (34) S (67) + F (3456) + /(23 £(67)
-+ ? + f (237 f(56) + f(2345) + f{12) f(67)
=/ (2) J(36) + f13) S145) -+ f 1234

2 LJI67) S 161+ S S50 +-f (53) - flaa) | — 5

§ VI
Périodes dorthoschémes.

Dans U'expression de f,,., que nous venons de connaitre, les fone-

47..
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tions les plus élevées se trouvent seulement an nombre de deux; car,
en replacant les chiffres affectés aux polynomes-limites, on a

Sl123. . (an)(en+1)]=f[234... (2an) (2n +1)] + f[123... (2n)]

~+ une expression entiére en fonctions infé-
rieures.

Or, si Pon assujettit les 22 arguments donnés 4 la condition que,
dans le premier membre, la fonction d'ordre impair soit nulle, la
somme des denx fonctions orthoschématiques d’ordre 2n deviendra
égale & une fonction rationnelle et enticre d’orthoschémes inférieurs,
dont tous sont aussi d’ordre pair. Je suppose que P'on continue la suite
des arguments, en se servant toujours de la méme condition, pour
trouver, chaque fois, le dernier de 22 arguments successifs; mais en
procédant de la sorte, on s’apercevra bientot que la série des argu-
ments devient périodique ; car apres le (27 -+ 2)™ argument repa-
raitra le premier, puis le second, et ainsi de suite. De plus, comme
chaque équation de condition entre 27 arguments successifs entraine
une équation qui exprime la somme de deux fonctions orthoschéma-
tiques d’ordre 27, il en résultera une série périodique d’orthoschémes
douée de cette propriété : « Quels que soient les deux orthoschemes
qu’on retire de la série, on saura toujours en exprimer ou la somme
ou la différence, suivant le nombre pair ou impair des termes inter-
ceptés. » Si c’était la somme, et que ces deux termes fussent égaux
entrc eux, on aurait réussi a représenter un orthoscheme d’ordre 27
comme fonction rationnelle et entiére d’orthoschémes d’ordres pairs et
inférieurs.

Afin d’amener I'égalité de deux orthoschémes de la période, je choisis
le moyen le plus facile, la superposition; car autrement on s'enga-
gerait dans des difficultés rebutantes. Je suppose donc les arguments
de I’un des deux orthoschémes respectivement égaux a ceux de 'autre.
Oril y a deux cas : égalité suivant Pordre direct ou suivant Finverse.

I. Quant au premier cas, il est d’abord évident que les 27 + 2 ar-
guments de la période doivent former un nombre entier de groupes
directement égaux; en second lieu, puisque c’est la somme des deux
orthoschémes égaux que 'on veut avoir, mais non la différence, il
faut que le groupe comprenne un nombre impair d’arguments; donc
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la période contiendra un nombre pair de groupes; et, partant, tous
les cas possibles rentrent dans celui ot ce nombre est deux, en
sorte que le groupe contient 7 + 1 arguments. Il faut donc encore
que 7 soit pair, c’est-a-dire, que I'ordre des orthoschémes en question
soit divisible par 4, pour que ce premier cas puisse avoir lieu. Je vais
maintenant I'examiner en détail.

Que la période des 27 + 2 arguments soit

o, feaﬁlﬂ"'? & (57/'7670-7 ﬁv '}'7"-757 [:7 7, 9

Chacun des trois derniers, d’apres ce que jai dit plus haut, doit étre
la inéme fonction donnée des 27 — 1 arguments qui le précedent. 11

parait donc y avoir trois équations de conditien. Mais toutes les trois
reviennent 4 une seule que voici :

2082 COsf3 COSY. . Ccosy cosf

1 .S, 0 . 0 L. ... 0 . o .—cosh

— COSs¢.. I .—cosfs. o o . 0 . 0

0 — cosf3 [ — cos7y o 0 0
‘/> + ..........................................
0 .0 . 0 . 0o  .....—cosg. I . —cosy

L —cosf. o . o . o ..... o .= COS87. 1

La forme méme de cette équation fait voir que celle-ci ne change pas,
lorsqu’on remplace la suite ofy...nd par £y...n0o. D’ailleurs, les n
arguments o, 3, y...%, n étant donnés arbitrairement, on trouvera le
{7+ 1)"§, en employant une sorte de séries récurrentes, dont la
loi est expliquée par les fractions continues que voici :

A(ﬁa,ﬁ,,,.,z_,-f,‘;_ . cos? o
AR, L&, %) ‘ cos®
cos*
11— .
cos® ¢
o
1— 08’y

e ———
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ARy s Gm) cos?n
NI . cos*¢

on a ensuite
A(a, ﬁ;%---,i, t.an\,
A(F’)“/;- . -,S)t.:)

cos?§ =

cest-a-dire, égal au produit des deux fractions continues. Si cette
équation unique ( f) sera remplie, et que lordre 27 soit divisible
par 4, la fonction orthoschéme f, (2. . .e{nfafiy. . . ¢) s’exprimera
d’une maniére rationnelle et entiére par des fonctions d’ordres pairs
et inférieurs. (Ici comme dans ce qui va suivre, je désigne I'ortho-
schéme 4 'aide de ses arguments sans séparer ceux-ci par des virgules.
S’il en sera besoin, je marquerai ’ordre par un indice an bas de la
lettre f.)

Voici quelques exemples :

Dans V'ordre 4, il faut trois arguments o, 3, vy, assujetlis & vérifier
’équation

(g) cos*a + cos*f3 + cos®*y =1,

et Von aura

(%) 2f(afy)=f(B) --[r = fl)] = [ =S()]"

Lorsque tous les trois arguments sont égaux, il s’ensuit

1 1 T, :
cosa = W:\/g’ .fA:—';f§+f2_l,
2 COS =

6
c¢’est-a-dire,

f'(a’m a)z-.—i<2>2+33— 5.

2 T k3

Dans 'ordre 8, il faut que les cing argumeants a, 3, 7, 4, ¢ satisfas-
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sent a la condition

i — cos®a — cos®f — cos®y — cos?d — cos?c -+ cos?o cos*y
=+ 08”3 cos® & + cos®y cos?c + cos?d cos?u
+ cos®z cos? ff = o3

on aura alors

wipdeefl) =1 = f(n)] fafyde) + [t — f(] f (190 f) + [ (3) /1 fyden;

— Sy = flenf)? — S 5 S (B8 L f(dem)t

+ L S+ SO (afr) + [ f(&) + f (@) +f (0] f o)
L)+ S S (10e) — SOV [ S (By3) + f(ear)]

S DS @)+ (B — of (afy) — af (eaf) — af (19 + (92

=[S (@) +f(B)+ S )+ S ()]
+ 5[+ S(B) + S () + S )] —

Quand on égale tous les cing arguments, la seule solution de I'é-
guation de condition qui rende I'orthoschéme réel est

1
Cos ¢ —= !

2 C0S —-
1o

alors I'expression de la fonction orthoschéme se réduit &

= —foSomgSit 2 St 6 fofir 2 f1—6fi—15[1+ a0/, — 7.

. Dans ie second cas la période des arguments se partage en deux
groupes inversement Pgavl\ Par tant, les orthoschemes respectlvement
¢gaux saivront un ordre inverse ; il y en aura donc denx conséeutifs,
qui coincideront d’une maniére inverse. De 1 on conclura alsomem
que ces deux fonctions orthoschémes seront

.v/én (ﬁv Yoo 1a 0,6, 7. v, oet fzn(“/’“'s 0, 0,0, Ny s hs ﬁ),
ot que la periode des a1 + o arguments devra avoir la forme

afdy. . %6 ..yfa.
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Les trois équations de condition étant

A(afey...n00n...9)=o,

A(By.. .mln ... 9B) =
A(y...nG0n. 'yﬁj):o

on reconnait que la premiere et la troisiéme rentrent P'une dans I'autre;
donc il n’y en a que deux essentiellement différentes; et lorsque les
n —1 arguments 3, v, ..., &, n seront donnés, les deux restants o, § en
dépendront par le moyen des relations

(B EE ,C,n)'

A g
COSAZO!:l*ﬂ’——‘Y—’———?—,—?—)a cos?§ = - -
: 2 A('}'v --;Cn'ﬂ/ 2 A\ﬁ Ts- --7C)

Voici des exemples.

Dans lordre 4, la période des arguments est afSyyfa, les deux
conditions sont — cos 20 = — cos 27 = cos® f3; donc & = v; mais fa
période affazfa n’est qu’un cas particulier de la période afyafy, déja
traitée plus haut.

Dans Pordre 6, la période est af3yddyBa, les conditions sont

cos’ cos’y

—COS 200 = —, — COS 20 = -
sin®+y sm?[%

Celles-ci étant remplies, on a
A= f(efydd) = — f(a) f(99) + F{B) S (B1d) — £ () f (afy)
+ f(aBy) + f(790) + 2 f (2) f(8) + f (= ﬂv )= f(B)
L= af (@) — 2 f (1) — 2 f(D) + 2
B = f(B1997) = =S (6)f (89) +.f (200) . f (B2) + S (F) 7@
+ (S B+ S =2 f (B)— 2. f( v)—zf(o“)+;

Si les quantités «, {3, 7, &, A, B, & la fois, se changent respectivement
end, v, 3, o, D, G, la période des orthoschémes sera ABBADCCD.



PURES ET APPLIQUEES. 377

Quand tous les arguments sont ¢gaux, il s’ensuit

I . o . o g , 5
cos o — = j6:-j2j4+2f_,,+3j§—6f2+5-

2 €08
8

Je vais terminer ce paragraphe en ajoutant encore une observation
sur le cas ou tous les arguments de la fonction orthoschéme Jan sont

’ . . )
egaux entre eux. Si o en est la valeur commune, je pose cos ¢ = ——_,
2 cos §

et marque par A, la méme fonction algébrique qu’auparavant, in-
dice i se rapportant 4 Pordre de Iorthoschéme déterminé parlesi —
arguments, sur lesquels s’étend A;. Cela admis, on aura

_osin(i+41)6
{2 cos 8)sin 0

Si, conformément aux conditions de réalité de I'orthoschéme £,
les fonclions algébriques A,, A, ,..., A,, doivent étre positives, mais

T

Ayua = 0, la seule solution possible sera 6 = = .
’ 2n 4 9

§ VIL

Sur quelques orthoschémes d’ordre ¢ welconque qui ont , & Uexception
q {i ;

. ’ .y . W T

de trois ou quatre consécutifs, tous les autres arguments egaux a 3

Propousition 1. Si le miéne argument d’un orthoscheme d’ordre s

est 2z, le précédent et le suivant étant ¢, et que tous les autres argu-

. ™ " I3 N
ments solent 37 cet orthoscheme vant (n ) fois autant que lorsque fe
2

. . .
premuier argumeut est = et que tous les suvants sont ,§

[Je désignerai désormais la derniére fonction orthoschéme par
I, (a,).]

A Taide de cette proposition et des formules fa)et(c), § I1, on
tronve

sy A Z _ ~ /f Z L E E _ ”ﬁﬁ“?n -
W [”<3>_j”<3’37 7373>_1.2.3...(n+1)’
i
3

U A
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Je présume que, pour chaque ordre supérieur 2 4, ces deux fonc-
tions orthoschémes sont les seules qui aient des valeurs rationnelles en
méme temps que tous les arguments sont commensurables avec la cir-
conférence du cercle. Je désire diriger Pattention du lecteur sur ce
point, dont la décision me parait tres-difficile.

Proposition 11. Lorsque, dans une fonction orthoscheme d’ordre 7,

’ . ™ k4 .
uatre arguments consécutifs sont -, o, «, -, le second de ceux-ct oc-
q ! bl bl 4

4

iéme : . i

cupant le m*™ rang, tandis que tous les autres arguments sont =, la
. n—1 . .

fonction vaut< m ) fois autant que lorsque le premier argument est z,

le second’zT et tous les suivants %

[Je désignerai désormais la derniere fonction orthoscheme par
G, (o). ]

Proposition 1I1. La suite de n + 2 arguments

,%7"-5%7 )\,2)., )\,

wi A

\ 1 y N ’ e, e
ol COS 2A — ~3 est une période complete et engendre par sa repetition

une série infinie qui satisfait aux conditions générales du § VI, cest-a-
dire que la fonction algébrique A, qui g’étend 4 n arguments con-
sécutifs, pris 2 volonté dans la série périodique, est constamment
nulle. .

Proposition 1V. De méme, la suite de n -+ 2 arguments

™

T ™ T "
L~ B N A 9 9
3 3°3° %

wil A
= A

\ I yo. \
ou cos 1. = \/,—2, est une période complete.

Proposition V. Si tous les arguments d’un plagioscheme sphérique
dordre 7 ont la méme valeur 2 a (je Vappelle alors régulier), il y a
une solution A de 'équation x*+ y*+ 2+ ... =1, qui se com-~
porte comme un centre, et sert, par suite, de sommet commun, a
partir duquel on pourra couper le plagioschéme en 1.2.3...n or-

" thoschémes superposables et correspondants 2 la fonction F,(«). En

vop " P i e
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représentant la fonction plagioschéme réguliére par f,(2 ) on aura
ainsi f, (2a) =1.2.3... n.F,(a).

Si 'on substitue maintenant cette sorte d’expressions dans la for-
mule (e) du § 1T, et que 'on définisse les constantes A par

=
tang xr = Z Ay 2+t

i—o0
on obtiendra la forinule de réduction

i=un

Forry (”) - 2 (—T)iAi-F2n—2i(°‘)§

et de I, en posant cos 2k = -,
an
Fan (D)= A Fy o (0)—AsFy (M) + A Fuu s (0) — ... —(~1)"A,.

Proposition V1. Lorsque Vintégrale sphérique S d’ordre 7 est limitée
par plus de » polynomes linéaires et homogenes, je la nomme géné-
ralement polyschéme sphérique, et 'on concevra sans peine ce que ce
sera qu'un polyschéme régulier. Crje m’imagine un tel polyschéme, dont
les limites linéaires, au nombre de 2", sont symétriquement arrangées
autour d’un centre (satisfaisant 4 I'équation +r*+...=1)etfor-
ment par leur concours autant de périschemes plagioschématiques et ré-
guliers d’ordre 2 — 1; deux contigus de ces périschémes | ce qui arrive
(n—1).2""* fois| comprennent un argument dont la valeur soit 2 «.
Partant ensuite du centre comme sommet commun, je coupe le po-
lyschéme en plagioscheémes d’ordre 7, qui aient chacun un périschéme
pour base; laquelle base formera, avec les 7 — i limites coupantes
(latérales), des arguments tous égaux i, tandis que les limites cou-
pantes sont toutes orthogongles entre elles. Chacun de ces plagio-
schémes composants pourra étre coupé de plus, a partir du sommet
commun (centre), en 1.2.3...(n — 1) orthoschémes relatifs 4 la fonc-
tion Gy, (@) (voir Prop. 11). Le polyschéme sphérique régulier que nous
venons de considérer (lorsqu’il est rapporté 4 Vunité sphérique) vaut

48..
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donc
2" 1.2.3. . (m—1).G,(a).

Continuant d’agir sur le dernier plagioscheme cemposant, ainsi que
I'on a pu le voir dans la Prop. V, on trouve cette formule de réduction

i=n—1

G2n+l ((Z) == Z("" I )i Ai G2n—2[ (0!) + (—' 1 )n Cn H

i=o0

ou les constantes A sont les mémes qu’auparavant, et ou les constantes C
sont définies par I'équation
n—ax

1
= E C, a2,
cos x

R==0

1 1 .
De la, en posant cosp. :\/;l, on tire cette autre formule

Gin (H) =A, Gyyy ([J.) —A; Gy, (P) + A3 Gypeg (H)’—‘ cee (“' 1)" C,.
Dans 'ordre 4, on a p.:%; done

ou, ce qui est la méme chose,

0 r(355)=2

‘7?.

§ VIIT.

Enumération des Jonctions-orthoschémes, d'ordre 4, a valeurs ration-

nelles et a arguments commensurables avec .

Si g S e, ﬁ‘,y) est un orthoschéme d’ordre 4, et que a, b, ¢ en

soient les cotés, le long desquels se forment les arguments «, 5, 7;

d’apres les principes du § 11, la différentielle compléte de la fonction J
sera

df (e, B,7) =3 (ada+ bdf+ edy),
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ou
sin z cos- €os @ CO8 f§ Cos
C0sa= — 1 __  ongh — — /ﬁ St S
\,/sln2 @ — cos’ f§ . Vsin®a—cos’ § y/sin? 7 — costfs
cos o sin g
COS € =——= ——— ——

.

sin*sy — cos® ¢
i

De plus, on observera que les arguments

L oo T .
s —ah, - — ¢

™
2
constituent une période, dans le sens du § VI. Done,

conjointement
avec la fonction S (e, f5, 7), on connaitra encore cinq autres fonc-

tions chacune de trois arguments consécutifs de |

a série périodique.
Si 'on pose
[

cosy sinx
cosp — —L°

- ST ?
ysin*z — cos:f

on a
Sy =2 [“yda,

ot la limite inférieure est déterminde par y =o. (Afin de lev

er 'indé-
termination causée par

Pemploi de signes radicaux et trigonométri-
ques, je remarque que dans les excmples qui vont suivre on pourra
toujours choisir comme variable de Vintégrale tel argument qui ne
sorte pas du premier quadrant.) I expression a intégrer est remar-
quable par sa forme : un arc multiplic par la différentielle d'un autre,
lorsque les sinus des deux sont liés algébriquement; il est visible quon
ne peut pas recourir & la méthode de Iintégration par parties. Cepen-
dant, commeil y a beaucoup de maniéres différentes de représenter la
fonction f (o, 3, 7) par une intégrale simple, j’aime mieux conserver
la notation primordiale.

Les formules (i) et () da § VII donnent sur-le-champ
o T 7w T 2
/(5 23 =

’ H55s)=5
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La condition (g) § VI, cos® & + cos® 3+ cos*y =1, n’a que ces deux

I3

2T ® T

. . T T T 3 : ’
solutions rationnelles (Zag,g) et (—5—,575), a moins quon ne

compte aussi celles quien proviennent par la permutation de , G,y
La premiére solution fournit, outre (2), encore

(3 S (5eE) =

/

valeur qui s'est déja trouvée (#)§ VIL La seconde solution donne les
formules suivantes :

- 2T T T 1

. T " 2T 1
) FE3%) =
e ' LfT 27 L ___1‘9_.
(6) / <§’ 5 5) = 325

Il suit de (a) § I, que

) s R =2/ (55

/ N

I

14
i5°

et de li, en vertu de (6),

4w 2w 7\ _ 191
f('s"?’@)“m'
En appliquant a (4) et & la derni¢re formule la Prop. 1, § VII, on

trouve

g T T T 1
(7) J (g’g’g) = 5o0’
2w wmow\ _ 19l
(25,7 = e dr 2w\ 190
(9) /(g"g,"§>-—';5;,’ f<5’5’5>'—150

Changeant dans le dernier orthoschéme le signe du second polynome-
limite, on obtient
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et de la, par le changement du signe du premier polynome-limite,

W

2T T 2T 13
\ro) f(?’g*‘s‘) = 5

Voila en tont dix fouctions orthoschémes qui ont non-seulement
elles-mémes des valeurs rationnelles, mais dont encore les arguments
sont commensurables avec r et compris dans le premier quadrant. Je
doute fort qu’il y en ait encore d’autres outre celles-li.

Je termine par quelques observations. Nous venons de connaitre
trois périodes i termes commensurables, savoir :

10, 73—, %'a 2, g» %’ 2; [ici se rapportent les formules {2) et (s
2%, %f,faga%fagag; [formules (4), (5), (6)];
.3“ T 2T T 27T T 2T

Mais les arguments dans (1) et (7) déterminent des périodes a termes

P . I P
en partie incommensurables. Sil’on pose cosad = -1 ces périodes sont :

4
_’;“ 27;—:7 ga )\, 2)\,)\;
o N N A S A
! 53353 " b g — )
Voici les expressions qui en dérivent :
'Eﬂ)\ _ 2_‘_1 2%
fepr)=—5+3 =
T 8 4 22
f(37)\,2)\)-—l—5-’+3':‘)
. 4 22
SOl =—3 +2.2,
/‘/Ez_”f )\‘)__i?f__i.z_"‘
(3’5’3_ ") T 300 3 ®’
A oew = 27 391 2%
j(?,g—L?_))_ﬁ_?
N AN ¥ S fo1 2%
f(g—’\’?‘ 5) 900 " 7
f2m 15”3—53_12)‘
Y 3 "853/ T30 3%
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§ TX.

Polyschemes linéaires quelconques, et polyschémes linéaires réguliers.

Jentends par ce mot polyschéme linéaire 'intégrale multiple
n
f dxdy..., (t>o0,t">0,t">0,...),

lorsque les polynémes-limites ¢, en nombre pas moindre que 2 +1, sont
tous linéaires par rapport aux n variables &, y, ..., ’homogénéité
n’étant pas requise. Si 'on prenait toutes les limites arbitrairement, il
pourrait arriver (ue tel ou tel polynome-limite ne s’annult jamais,
tant que tous les autres seraient positifs, qu’il ne contribuit donc
enrien & la définition de Pintégrale. Quand aucune limite semblable ne
seraadmise, I'intégrale, telle que je I’ai posée, sera bien définie; car elle
se composera seulement d’éléments positifs , dont aucun n’est compté
plus d’une fois. Je la désigne alors par Pattribut de convexité, bien
qu’elle réunisse, suivant moi, les deux propriétés de convexité et de
simplicité; mais en adoptant le dernier mot, on tomberait en contra-
diction avec la multiplicité de Dintégrale. Dans les cas contraires, les
inégalités-limites ne suffiront plus a elles seules pour déterminer I'inté-
grale, mais il faudra encore pour cela des renseignements ultérieurs
sur la contiguité et la configuration des limites données, en tant
qu’elles forment par leur concours les derniers périschémes, je veux
dire des polyschemes linéaires d’ordre 7 — 1. Au reste, on conviendra
aisément que, dans tous les cas, intégrale sert plutot a y attacher ces
itdées d’ordre et de configuration, qu’elle ne fait 'objet principal de
la question. :

Dans cette partie générale, je ne ferai qu’énoncer ici un théoreme
semblable a celui d’Euler sur les polyedres dans Vespace [*].

Soient a,, @y, @y,..., a,._, respectivement les nombres des
sommets, des cotés (arétes), des polygones plans, etc., des derniers
périschemes du polyschéme linéaire en question, et enfin soit «,,

{*] Cest dans une lettre & Goldbach , en date da 14 novembre 1 750, qu'Euler semble
en parler pour la premiére fois.

o ' . 1 ! I T R T LA R RN PR RER TR
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ou l’unité qui convient au véritable polyscheme, tel que je I'ai défini,
ou z¢ro qui marque la non-existence d’un pareil polyschéme, lorsque
les derniers périschémes ne ferment pas I’étendue d'ordre #, mais bien
constituent, pour ainsi dire, une calotte ouverte par une seule lacune
dontle bord est représenté moyennant une intégrale brisée et continue
d’ordre n— 2. Alors on aura

AGo—ay+ay—a;+a,—...+(— "y +(—1)a,=r.

La démonstration de ce théoréme genéral ne présente point de
difficulté. Je présume méme que M. Cauchy I’a dé¢ja donnée dans le
Journal de I’ Ecole Polytechnique, 1. 1X, cah. 16, p- 8o. Car, d’apres
une Notice de Kliigel's Math. Wirterbuch (art. Vieleckiger Korper),
il a étendu, dans le Mémoire cité, le théoréme ’Ealer 4 un réseau de
polyedres, revient au méme qu’une calotte ouverte d’ordre 4, et peut-
¢tre encore plus loin que ne le dit le bref passage cité.

Ce théoréme est de nature purement combinatoire, il subsiste encore
pour un polyscheme étoilé, nom qui doit indiquer qu’il y a des élé-
ments dans P'intégrale d’ordre n, comptés plus d’une fois, et que I'en-
semble des derniers périschémes constitue une enceinte répétée. A la
vérité, cette notion n’est ancunement opposée a la convexilé, mais
bien a la simplicité.

Quant & la deuxiéme partie de ce paragraphe, il ne vaut pas Ia peine
de définir le polyscheme régulier. Mais, pour en distinguer les especes,
il fant adopter des signes abrégés. Or pour P'espace j'entends par (i, n)
un polyedre régulier dont les faces et les sommets se rapportent res-

I
expriment les angles centraux respectivement du polygone plan (face)

et du polygone sphérique (sommet). L’icosaédre convexe, par exemple,
a le signe (3, 5), et I'icosaédre ¢toilé, dont la nappe fait le tour ~ fois,

. . . 2% 27
pecuvement aux nombres ratlonnels nm et n, (IC maniere que —
!

-

a le signe <37 3) L’'inversion des deux chiffres fait naitre le polyédre

réciproque. Les polyedres réguliers se rangent en trois groupes :

(3,305 2% (3, 4) et (4,3); 3 (3, 5)(5, 3), (3, 5), (g 3)

2

Quant au dernier groupe, je dois remarquer que I'icosaédre convexe
Tome XX. — Decensre 1835, /19
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et I’étoilé peuvent étre construits sur les mémes sommets ; pareillement
les deux dodécaédres.

Dans Pordre 4 les polyschémes (linéaires) réguliers se rangent en
quatre groupes :

2. (3,

3. (3,
o (3,
(3,

3, 3) a 5 sommets (tétraedres sphériques), 1o cotés,
1o triangles, 5 tétraedres.
3, 4) a 8 sommets (octaedres sphériques), 24 cotés,
32 triangles, 16 tétraedres.
3, 3) a 16 sommets (tétracdres sphériques), 32 cotés,
24 carrés, 8 hexaéedres.
4, 3) a 24 sommets (hexaedres sphériques), 96 cotés,
96 triangles, 24 octaédres. — Réunit les sommets
~d’an (3, 3, 4) et dun (4, 3, 3) inscrits dans la
méme sphére d’ordre 4.
3, 5) a 120 sommets (icosaédres sphériques), 720 cotés,
1200 triangles, 600 tétraedres.

-3, 3) a boo sommets (tétraedres sphériques), 1200 coOlés,

720 pentagones, 120 dodécaedres.

s 5 A .

3, ;) . Mémes sommets que pour le (3, 3, 5) et combi-
naisons semblables. Mais V’enceinte fait le tour
191 fois.

3, 3)- Mémes sommets et combinaisons que pour le

(5, 3, 3). Pentagones étoilés. Une droite, partant
du centre, perce Ienceinte 191 fois.

5
3, g—) et <;, 3, 5) ont 120 sommets [communs avec le

(3, 3, 5)], 720 cotés, 720 pentagones, 120 dodé-
caedres.

L’enceinte fait le tour 20 fois.
Les cing polyschémes réguliers,

(3

34), (53,3 (3,63 (533) (2,3,5):
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peuvent étre a la fois inscrits et circonscrits respectivement a deux
sphéres d’ordre 4.

D’ailleurs cela n’a lieu que pour deux réciproques a la fois.

Pour Pordre 4 il y a donc dix polyschémes réguliers.

Passons & des formnles générales qui contiennent tous les détails que
nous venons de rapporter.

Soient

\, 1y p) le caractére d’un polyschéme (linéaire) régulier;

m'y v’y p' les numérateurs des nombres m, 7, p» s'ily en a de frac-
tionnaires, et ces nombres mémes, s'ils sont entiers ;

% le nombre de tours que fait Penceinte;

A le nombre déterminé par K. /' (E, T f) = 2h;

m 143 [)

@y, @1, Ay, ay les nombres des sommets, des coOtés, des polygones,
des polyedres;

2 I'angle au centre du polyschéme linéaire, correspondant an coté

que nous prendrons pour 'unité de mesure linéaire ;
¢ I'argument compris entre deux polyédres adjacents;
R, r les rayons des spheres, d'ordre 4, circonscrites et inscrites au
polyschéme linéaire ;
V enfin sa mesure comme valeur de Vintégrale [ f [ [dwdxd yd-.
Cela posé, on aura

2 2 2 2, 2 2 A
00:(—7+[7—~I>K, a,:I—;,K, (12:;1\, az,:<;+~;—1’)l(,

n
. .o o
COS — 810 — SN — COS —
% m P . m »
CO8 - = —— i — SN = == e e T,
2 . T . T 2 . T .
s1n? — -— cos? — sin? — — cos? —
i n m n
™ T b3
i 22_00 2T CO8 — CO5 — COS -
s E) .
n 7 m n b
1 PR — e .
_ ’ = = R
R“‘f, s T LT i R s, T LT s LT LT
= 510" — S1n° — —— c0s* — SIN® — — co5* — $IN° — — cos® —
m y4 ne m n 14 n
T . T ™
€os® — cos® — co5 —
v ; m n Yz

48 Lomf . m , T I S , T
s’ — | sin? — — cos® — SIn® — sin? — — cos® —
m m n m ]J n

49..
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Il est visible que lors d’un changement du caractére (m, n, p)en
(p, n, m) les angles o, = — ¢ se remplacent I'un I'autre et que le rap-

r N . 3
port - reste le méme; la conséquence de cette observation se trouve

déja énoncée ci-dessus. Les expressions précédentes font encore voir
que

T T T “ T . ™ ™

A, (-—7 - ~> —=sin® — sin? - — cos®*= > o

m n p m P n
est une condition de réalité du polyschéme linéaire (m, 7, p); on con-
clura de | aisément que, les nombres m, n, p devant étre entiers, il
ne peut y avoir d’autres polyschémes réguliers (convexes) que ceux que
nous venons d’énumérer.

Dans la méme supposition on a

2

h=1, donc hk=—F———x;
. ki T ki
JeH
m n [)
et 'on pourra, par suite, calculer toutes les valeurs relatives au poly-
schéme (m, n, p)a I'aide de la transcendante

Cela sera encore possible pour des valeurs fractionnaires de m, n, p, si
le polyscheme (', n', p') existe, et que, par conséquent, les deux
polyschémes (m, n, p), (m’, n', p') soient d’accord sous le rapport
purement combinatoire; on aura, par exemple, pour le premier
(Pétoilé)

Ainsi on trouve £ =191 pour le (3: 3, 2) Mais pour le cas ou le

— . 5
(m’, n', p') nexiste pas, j’entends le (5, 3, E>" nous manguons de tel

artifice, et le seul moyen qu’il nous resle est la pure construction,

[N ' " TR I R R R R LR LA KRR AR
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e

qui ne se refuse d’ailleurs 4 avcun cas. Clest par cette votie intuitive

que j’ai d’abord trouvé tous les résultats précédents; mais exposition
en serait fort longue.

D At ai ? 5 ;

Pour les ordres supérieurs a 4, il n y @ que deux groupes de poly-
schemes réguliers, de sorte que ceux-ci existent au nombre de trois,
avec les caractéres

(3,3,...,3,3), (3,3,...,3,4) et (4, 3,...,3, 3).
Avec les mémes notations qu’auparavant, on a

1°. Pour le (3, 3,..., 3, 3),

7 1) 1 N I
; = , COS ¢f —= — —~ COS 0 — —
i <l+l>’ ’ 1

. n ro 1 nt
R_\/z(n+1)’ R~ 2 Vh1.2.3...n\/—‘5’;"’

2°. Pour le (3, 3,..., 3, 4),
T 9 v 1 r 1
o= —» cos—=14/—, R = \/‘, ==/,
2 2 7 2 R n

. 4 ,Z
—_ a,:2l+l ) :
1.2.3.. .1 ¢ (417

et pour le (4, 3,..., 3, 3),
; n . 73 1 o I —
a[-:2"_‘<_>, sm~=\/~, o=, R=-yn,
1 2 n 2 2

r 1
E:\/;, V:[,

L'énumération serait incomplete, si nous passions sur les poly-
schemes réguliers d’ordre 7, 4 un nombre infini de périschémes: je
veux parler des maniéres diverses dont on peat remplir la totalité
n — 1 dimensions par des polyschémes réguliers d’ordre n — ;1.

Pour n = 3, ces trois caractéres (3, 6), (6, 3), (4, 4) indiquent res-

pectivement que le plan peut étre rempli de triangles, d’hexagones, de
carrés.

de

Pour n=4, il n’y a, sous ce rapport, que le caractére (4, 3, 4);
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c’est-a-dire que l'espace ne peut étre rempli uniformément que
d’hexaedres, et que leur arrangement autour d’un point a trait 4 Poc-

taedre.
Pour n =15, (m, n, p, q) étant le caractére cherché, la condition

" 7 m
Ajl—s =1 = *)
m n op oq

i/

. i 2\ [ . .7 7 ™ T
= (sin? — — cos‘“’~> <sm2 - — cos® =} — cos* = cos® - =0
m ﬂ/ ([ 1),, 14 I}

est nécessaire. On y satisfait par les cinq caracteres :

,, - ) ey o B 5 .
33,4, (3,3,4,3), (3, 4,3, 3), (\:,), 3,3, ;>, (5, 3,3, 3).
D’apres les trois premiers caracteres la totalité d’ordre 4 n’est remplie
qu'nne fois; mais d’apres les deux derniers elle I'est 191 fois.

Pour chaque totalité supérieure il n’y a que le mode indiqué par
le caractere (4, 3,3,...,3, 3, 4).

On trouve dans les Comptes rendus de 1848 (1* semestre ) quelques
propositions sur les polyédres réguliers, qui m’ont conduit a celles
qui vont suivre.

1°. Si Yon projette tous les rayons, issus du centre et aboutissant
aux sommets d’un polyscheme (linéaire) régulier d’ordre n, sur une
droite quelconque, la somme algébrique de ces projections sera
nulle.

2°. Si l'on projette (orthogonalement) les mémes rayons sur deux
droites quelconques (qui partent, par exemple, du centre du poly-
schéme), et qu’on fasse toujours le produit des deux projections d’un
seul rayon, la moyenne arithmétique de tous ces produits sera la
n‘®ne partie du cosinus de I’angle compris entre les deux droites fixes,
le rayon du polyscheme étant pris pour unité linéaire.

Cette proposition double est d’ailleurs susceptible d’une plus large
extension.

§ X.
Polyschemes splériques d’ordre n.

Jusqu’a présent nous avons toujours supposé le nombre des limites
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linéaires d’une intégrale sphérique égal au nombre d’ordre 5. Consi-
dérons encore les deux cas, o le nombre des limites est inférieur ou
supérieur a n.

Nous nous délivrons du premier cas en renvoyant a la formule (),
§ T1; car elle donne presque immédiatement.

,fllz (Pl 3 [’2, ] Plz—m) = Qm‘fl.z—m (Pl ? [)2 LRI Pn—mv)'

Daus le second cas je nomme la portion respective de l'enceinte
sphérique d’ordre. n, polyschéme sphérigue de cet ordre. I’arrange-
ment de ses parties est tout & fait semblable & celni d’un polyscheme
linéaire d’ordre 17 — 1. 1l est clair qu'on peut le partager en plagio-
schemes ou, si 'on veut, en orthoschémes, procédant, en quelque
sorte, de méme que lorsque nous partageames un plagioscheme donné
en orthoschémes. Au moyen du § II on parvient ensuite 4 Ja proposi-
tion que voici.

La différentielle compléte d'un polyscheme sphérique d'ordre n est
eégale i la (n — 2)%" partie de la somme des produits de chaque pe-
rischéme d’ordre n — 2 et de la différentielle de Pargument corres-
pondant.

Il faut bien se garder de prendre la (n— 27 partie d’'un pé-
rischeme avant-dernier pour un véritable coefficient différentiel du po-
lyscheme: cela ne serait juste que pour Pordre 4; car la, en effet, on
peut envisager les arguments du polyscheme comme autant de varia-
bles indépendantes, qui, seules, déterminent complétement la forme
du polyschéme. Quand n = 3, ce n’est que I'aire du polygone sphérique
qui est déterminée par les angles, mais non point Ia forme ; pour ceile-
ci le nombre des variables indépendantes est plus grand que celui des
angles. Quand n est > 4, c’est le contraire quialieu; car, en général | le
nombre des variables indépendantes est moindre que celui des argu-
ments, en sorte que ceux-ci sont liés entre eux par un certain nombre
de relations.

Concevons un polyschéme sphérique d’ordre 7; que le nombre de ses
derniers périschémes soit a,._,, celui de ses sommets aq, et que la
somme des nombres de sommets de chaque périscheme dernier soit

D bo; alors le nombre des variables indépendantes qui déterminent
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complétement le polyscheme sphérique, sera

(71— 1) (@t @ug) — B by — =1,

Je ne fais que présumer que, pour 2> 4, (4 part le plagioscheme) le
nombre des variables indépendantes est inférieur a celui des argu-
ments a,_;; mais cette induction a une grande probabilité. Da moins
on peut prouver sans peine que le premier nombre ne surpasse jamais
le second; et comme, en général, il n’y a point de raison pour qu’ils
soient égaux, on est porté i croire que le premier est moindre que le
second.

Dansle § 111 j’ai traité la réduction d’un plagioschéme d’ordre impair
a des plagioschémes d’ordres inférieurs et pairs. Je rappelle que la
nous n’avions pas besoin de descendre aux arguments dérivés pour
former les plagioschémes inférieurs contenus dans I'expression, mais
que partout figuraient seuls les arguments primitifs. Or il en est de
méme des polyschémes sphériques d’ordre impair ; car on peut les ex-
primer aussi par des polyschemes sphériques d’ordres inférieurs et
pairs, sans avoir recours ni 4 la dissection du polyschéme donné, ni a
des arguments dérivés. Jéclaircirai cela par un exemple. Pour n=3,
et en employant les fonciions sphériques au lieu des polyschemes
mémes, I'aire d’'un polygone sphérique est exprimée par la formule

So=2 o —2a,+ 4,

ou a, marque le nombre des sommets du polygone, et f, 'angle entre
deux cotés contigus, mesuré par Pangle droit; et visiblement il n’est
hesoin ni de partager le polygone, ni d’en connaitre les cotés. Je vais
tracer maintenant la marche & suivre, si ’on veut parvenir a Uexpres-
sion de la fonction-polyschéme d’ordre 2n +1.

Commencons par lui supposer la forme

‘ jén+| :2/272 +2Asj;n-—-2 -+ . ~-+2A2m+|fén»2m -+ ...

- |
{ ) '-~+ZA2n—lf2+A2n-H'

Ici la sommation indiquée dans le terme général doit §’étendre a tous

oo ' . 1 . SEUE e R e e g s o



PURES ET APPLIQUEES. 393

les périschémes d’ordre 2m -+ 1, dont chacun, par sa seule consti-
tution combinatoire (sans le concours de rapports quantitatifs), déter-
mine le nombre entier A,,., (positif on négatif); puis, la fonction
Sin—am, qui est multipliée par ce nombre A,,,, représente le poly-
scheme sphérique d’ordre 2n — 2 m, formé par tous les polynomes-li-
mites de f;,,,, dont évanouissement détermine le périschéme consi-
déré. On a, par exemple, toujours A, =1, quel que soit le sommet du
fansi, auquel ce A, est relatif; et la fonction f,, représente alors le po-
lyschéme sphérique d’ordre 2.2, formé de toutes les limites qui passent
par ce sommet. Ensnite on a A; = 4 — » fois le nombre de sommets du
périschéme respectif (polygone sphérique); il varie donc de I'nn de ces
polygones i Pautre. — Passons & un périscheme d’ordre 5, et soient «,
le nombre de ses sommets, a, celui deses polygones, puis ¢, le nombre
de sommets de I'un quelconque parmi ses polygones; alors le signe

sommatoire fse rapportant 4 tous les polygones du périscheme con-

sidéré, on aura, relativement a ce dernier,

Ay, =16—8a,— 2 f([4~-2(:0)r_—16—8ao—8a2+/|f(:0-

Ce peu d’exemples suffit déja, je crois, pour donner une idée de la
nature des nombres A, et notamment pour faire entrevoir qu'ils sont
sujets & une sorte de loi de récursion. Pour fortifier cette induction,
je me borne a dire qu'il faut traiter 'équation différentielle de (£}
comme identique par rapport aux différentielles de tous les argu-
ments; on aura alors autant d’équations finies relatives a l'ordre
an— 1, ou toutes les constantes nous doivent étre conmues d’avance
(en vertu de la marche ascendante); lors de Uintégration, ces con-
stantes passeront dans 1'équation (/), sans éprouver le moindre chan-
gement, de maniere que dans celle-ci il ne reste que le nombre A,,.,
qui nous soit inconnu. Afin de le déterminer, faisons coincider tous
les polynomes-limites de f;n.4 (y compris leurs signes), nous obtien-
drons f,,., = 2**, méme pour les polyschemes inférieurs provenant
d’omission de limites, et nous aurons

22— 92 g, 4+ 2T WA+ L+ 2 3 s+ Agns
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ou a, est le nombre de sommets du f;,.,. Cette équation fait clairement
voir la loi de récursion qui régit la formation des nombres A.

Parmi les démonstrations que 'on a données de la formule d’Fuler,
relative aux polyédres, I'une repose sur I'expression de I'aire du poly-
gone sphérique. Un pareil usage, il me semble, pourrait se faire de la
formule (/); au moins, pour 2r+ 1 =25, j’ai réussi & en dériver 'é-
quationa, —a, +a, —a, +a, = 2 pour un polyscheme linéaire d’or-
dre 5. Mais il suffira d’avoir signalé ce procédé, qui, du reste, est
beaucoup plus pénible que la méthode purement combinatoire, et
n’est point applicable aux ordres pairs.

Je vais terminer ce paragraphe en indiquant une propriété remar-
quable de deux polyédres sphériques complémentaires d’ordre 4, dont
voici la définition. Concevons un polyédre sphérique quelconque de cet
ordre, exprimé par la fonction f,. Orthogonalement & tous ses poly-
nOmes-limites et en sens positif, tirons des rayons de la sphere d’or-
dre 4, dont les extrémités doivent étre les sommets d'un nouveau
polyedre sphérique, exprimé par la fonction F,, en telle sorte que les
sommets, cOtés, polygones de celui-ci répondent respectivement aux
polygones, cotés, sommets de celui-1a, et que, partant, chaqueargument
de F, sera le supplément du coté correspondant de f,, et vice versd.
Or, si 'on désigne par o un argument quelconque de f,, et par «
le coté correspondant, on parviendra aisément a la proposition

SirFi=8=3 (2= 22)28,
ou bien, en remplacant les fonctions par les polyédres s, et S, eux-
mémes,

$y+S,=n* — %Z(n-—w') a.

T ( . T . IR R I



