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Construction des racines des équations du troisieme et du
quatrieme degré [*|;

Par M. CHASLES.

I. — La construction géométrique des racines des équations du troi-
sicme et du quatricme degré donnée par Descartes dans sa Géométrie
forme une des théories les plus importantes, 4 plusieurs titres, de cet ad-
mirable ouvrage; car elle implique la féconde Méthode des cocfficients
indéterminés, et les belles découvertes de 'auteur sur la composition des
équations algébriques s’y rattachent aussi. Depuis, beaucoup de géo-
mcetres, Sluze, Newton, Talley, le marquis de Lhopital, ete., se sont oc-
cupés de la question, et ont développé toutes les conséquences qu’em-
brassait dans sa généralité le procédé de Descartes. 11 semblerait donc
aujourd’hui que tout a été dit sur ce point de théoric mathématique, et
quiil ne laisse plas rien & désirer. Cependant une simple remarque suffit
pour montrer que la question se préte & un point de vue sous lequel on
ue l'a point encore considérée. Car s'il est vrai que U'on cffectuc la réso-
lution des équations par une construction géometrique, néanmoins la
voie qui conduil si aisément a cette solution n’appartient pas aux me-
thodes de la simple et puré Géometrie: c’est une application de la Géo-
métrie analytique, qui tient plus du calcul encore que de la Géométric,
puisqu’on y représente les courbes par des équations que I'on combine
algébriquement. La question sc présente donc intacte en Géométrie ra-
tionnelle, et constitue un sujet de recherches (ui a sa place naturelle
dans le développement et les applications des méthodes propres a cette
partie des mathématiques. Carla Géométrie doit s'efforcer des’affranchir
de la nécessité de recourir anx méthodes de caleul pour résoudre les
(uestions de son domaine, méme quand elles se traduisent par une équa-
tion du troisiéme ou du quatrieme degré [**].

[ *] Extrait des Comptes rendas des séances de I Académie des Scicnees, t. XL, p. 677.
[**] I est & propos de rappeler ici que les Arabes ont construit d’une maniére géné-
rale les racines de I'équation du troisiéme degré : mais il faut dire que leur méthode ne

différe pas, au‘fond, de celle de Descartes relative au cas du troisiéme degré , parce que
fes propriétés des coniques dont ils faisaient usage ne sont autres que des cas particuliers
de la proposition du rapport constant du rectangle des ordonnées an rectangle des ab-

Tame XX, — Ocrtonee 1835, 42
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C'est sous ce point de vue que j’ai I'honneur d’entretenir I’Académie
d’une question qui, au premier abord, aurait pu paraitre épuiséc et peu
susceptible de faire ici le sujet d’'une communication.

Du reste, les solutions auxquelles je suis parvenu reposent sur des
cousidérations de Géométrie nonvelles qui peuvent mériter par elles-
mémes d’étre connues, parce qu’elles s’appliquent & d’autres questions
mmportantes. 1l s’agit de quelques propriétés de deux séries de segments
en involution, entre lesquels on établit une certaine relation fondée sur
le rapport anharmonique.

On pense bien, sans qu’il soit besoin de le dire, que les sections co-
niques jouent un role nécessaire dans nos nouvelics constructions,
comme dans celles de la Géométrie analytique. Employer d’autres
courbes d’un ordre supérieur, serait une faute de méthode, d’autant
plus grave, qu’on peut dire que la destination philosophique et essen-
tielle des sections coniques, en Géométrie, est précisément la résolu-
tion des questions qui admettent trois ou quatre solutions, de méme
que la propriété essenticlle du cercle est de servir 4 résoudre celles qui
en admettent deux seulement.

Cette considération suffit pour montrer que ccs courbes, indépendam- .
ment de leurs applications dans toutes les sciences qui ressortent des
mathématiques, forment, au méme titre que le cercle lui-méme, une des .
bases fondamentales de la Géométrie, sans laquelle cette science ren-
contreraita chaque pas deslimites infranchissables, quand, au contraire, .
le progres illimité forme son caractére propre et son attribut distinctif
dans ’ensemble des connaissances humaines. Aussi ne saurait-on trop
étudier et étendre la théorie des coniques, qui est encore beaucoup trop
restreinte pour les besoins de la Géométrie,

Mais revenons au sujet de la présente communication. Je donne deux

scisses, qui forme I'équation des courbes dans la Géométrie analytique. Aussi, c'est la
résolution des équations du quatricme degré, ol tous les efforts des Arabes ont ¢choué,
qui présentait des difficultés et qui fait le mérite de la méthode de Descartes. Néanmoins
le travail des géométres arabes marquait un pas notable en Géométrie et en Algébre, et
était un acheminement vers une alliance plus intime entre ces deux branches des mathé-
matiques. On doit, comme on sait, la connaissance de ce point historique important a
M. Sedillot, qui I'a fait connaitre par une analyse étendue d’un Manuscrit arabe de la
Bibliothéque impériale (voir Notices ¢t Extraits des Mss., etc , tome XIII). Depuis,
M. Woepcke, ayant trouvé dans un Ms. de la Bibliothéque de Leyde le méme Traité
arabe, mais plus complet que dans le Ms. de Paris, en a publi¢ le texte et une traduc-
tion, suivis d’extraits d’aatres Mss. inédits , sous le titre : L' digébre d’ Qmar Aikhayyami,
etc. ; Paris, 1851, grand in-8°.
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constructions différentes de la question que je me suis proposée. Dans
la premiére, on se sert des points d'intersection de deux coniques dont
une est prise arbitr‘airement, et dans la seconde, des tangentes com-
munes & deux pareilles courbes, dont une est prise aussi arbitrairement.
Les deux constructions reposent sur quelques propositions furt simples
que je vais d’abord exposer. Ces propositions, comme je l'ai dit ci-
dessus, sont susceptibles d’application it d’autres questions, notamment
dans la théorie des courbes du troisieme et du (uatrieme ordre.

11. — Propositions d’ot: dériec la construction des équations des racines du troisicme ot
du quatriéme degré.

1" THEOREME. — Quand quatre segmernts M m, M'w',..., pris surune
méme droite, sont en involution, les pdles d'un point de la droite rela-
tifs  ces segments ont leur rapport anharmonique constunt, quel que

. .
soit ce point [,

Nous appellerons ¢e rapport constant rapport anharmonique des
quatre segments.

2° THEOREME. — Sid'un point fixe pris sur une conique or. méne des
droites aux extrémités de chacrn des quatre segments Mm, M'm’,.. ,

les quatre cordes que ces droites intereeptent danrs la conique, lesquelles
comnie on sait, passent par un méme point, ont leur rapport anharmo-
nique égal a celui des quatre segments.

3¢ THEOREME. — Sidans léquation dutioisicme degré a dewax variables

atlaz + b, - x(dz D)4 (a'z 4 b = o

les variables représentent (les seguients comptes sur une droite indy-
finie OX a partir d'une origine fixe O, de maniére qune valeur de 1
étermine un point n, et les deoe valeurs correspondantes de x dewr
points M, m, formant un segiment Mm : 1° tous les segments Mm soni
“en involution ; 2° les points n correspondent (mkarmoni(lruemelzt a ces
segiments | ¢’ est-a-dire que le rapport arharmonique de quatre points n
est dgal a celui des quatre segments Mm). .
4°THEOREME. — Sidans{ cyuation duquatiiéme degré adeuxvariabies

x(azg + b+ c)+axlaz+ bz + ) (a2 + bz + ¢Y=o

le déterminant des neufs coefficients est nul, ce qu'on exprime par la
relation
a(b'e”— by +a' (be — be") 4+ a’ (be' — bey=o

2

[*] Le péle d'un point relatif & un segment est le conjugué harmonique du point
par rapport aux deux extrémités du segment.

/

42..



339 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

les racines conjuguces de U'équation sont doubles, c'est-a-dire que les
dewsx valeurs de x qui correspondent & une valeur donnée dez, corres-
pondent aussi, toutes les deux a la fois, & une autre valeur dez;

Ft si ces couples de racines conjugudes représentent des segments Mm
et N n sur une méme droite, ces segments jouissent des deux proprictes
suivantes :

1°. Les segments Mm sont en involution ; et pareillement les seg-
ments Nn;

29, Ceux-ci correspondent anharmoniquement aux premiers, c’est-
a-dire que le rapport anharmonique de quatre segiments Nn est égal a
celui des quatre segments Mm.

D’apres ce théoreme, trois systémes de deux scgments M m, Na suf-
fisent pour déterminer tous les autres; et, conséquemment, trois sys-
temes de couples de racines conjuguées de l'équation suffisent pour
déterminer tous les autres systemes.

UL, — Construction des racines de Uéquation du troisicme degre
Az +4+Bs*+ Cx +-D=o.

Qu’on prenne I'équation a deux variables
(Az+B)x* +Cz+D=o,

qui devient la proposée quand on y fait z = x. Une infinité de systémes
de racines conjuguées x, z, satisfont & cetic équation, el il s’agit
de trouver les trois systemes dans lesquels les deux variables sont égales.
Or, pour cela, trois systemes quelconques suffisent.

A cet cffet, on prend une conique arbitrairement, et sur cette courbe
un point fixe; et au moyen des trois systemes de valeurs des deax va-
riables, on construit quatre points qui avec le point fixe déterminent
une autre conique. Cette courbe rencontre la premiere en trois points,.
autres que le point fixe, lesquels correspondent aux systémes de va-
leurs égales de x et de z, et font connaitre les racines de P'équation
proposée.

Il nous reste 4 dire comment les systemes de valeurs conjuguées
des deux variables serventa construire les pointsde la seconde conique.

On prend sur une droite indéfinie OX, a partir d’'nn point fixe O,
des segments égaux aux valeurs des deux variables. Ainsi, donnant a z
une valeur arbitraire z, a laquelle correspondent deux valeurs de x
(égales et de signes contraires), on prend un segment O 7 égal 4 7/, et
deux segments OM, Om égaux aux deux valeurs correspondantes de x.

vy 1 ' " . IR R R LRI R R RN N RN SR SRR RN RN N [
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Un autre systéme de valeurs des deux variables détermine un autre
point 72 et un segment correspondant M'm’; et un troisiéme systeme,
un troisieme point 7" et un segment M”m".

Ayant pris une section conique quelconque et un point P sur cetle
courbe, on meéne par ce point trois droites aboutissant, 'une au point #,
et les deux autres aux extrémités du segment Mm; ces deux der-
nicres interceptent dans la conique une corde Aa qui rencontre la pre-
miére droite Pn en un point a. Le second point »’ et le segment corres-
pondant M'm’ donnent une deuxieme corde A’a’ et un nouveau point o',
Et enfin au troisieme point 2” et au segment M”/mn” correspondent sem-
blablement une corde A”a” et un troisieme point «”. Les trois cordes
concourent en un meéue point{ parce que les trois segments Mm, M'm/,
M”m” sont en involution, théoremes 3¢et 2¢). Ce point avec les trois o,
o', o’ et le point P détermine une conique sur laquelle serait un qua-
triéme point " construit au moyen d’un quatricme systeme de valeurs
des variables a et z(parce que les points n, 7/,... correspondent anhar-
moniquement aux segments Nz, N7/, théoréeme 3¢, et par suite aux
cordes Aa, A’a’, théoreme 2°). Tl s’ensnit évidemment que la droite
menée du point P a chacun des trois points d’intersection des deux co-
niques détermine sur la droite OX un point n qui coincide avec une
des extrémités du segment correspondant Mm ; de sorte que pour ce
point la variable & est égale i z, et par conséquent le segment O m est
une racine de L'équation.

Ainsi les droites menées du point fixe P aux trois autres points d’in-
tersection des deux coniques déterminent les trois racines de I'équation
proposée.

Obsereation, — On peut former autrement, mais non indifféremment,
I'équation & deux variables qui devient la proposée quand les variables
sont égales. Il suffit et il est nécessaire quune des variables n’entre
qu’a la premiere puissance dans 1’équation.

On peut encore résoudre I'équation du troisieme degré 4 la maniére
des équations dua quatriéme degré, comme nous le dirons apres avoir
donné la construction propre a celles-ci.

1IV. — Construction des racines de Uéquation du quatrieme degré

4+ A4+ Bxr*4+Cx+ D=—o.
Qu’on prenne I'équation a deux variables
(x*+Ax)s? + Ba? +Cx + D =o,

qui devient la proposée quand on y fait z = «.
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Donnant 4 x une valeur arbitraire a', on aura pour z deux valeurs
7, 2" (égales et de signes contraires), eta ces deux valeurs correspondra
une méme seconde valeur 27 de x. On a donc un systeme de deux
couples de racines conjuguées. On peut former ainsi une infinité de tels
systemes ; et trois suffisent pour déterminer tous les autres.

Que I'on porte sur une droite indéfinie OX, a partir du point fixe O,
les diverses valeurs des variables x et z. Les valeurs &', x” déterminent
deux points M, m, et les valeurs correspondantes Z et z’, deux points N,
n : ces points donnent lieu aux deux segments Mm, Nrn. Pour un autre
systéme de deux couples de racines conjuguces de P'équation, on a
deux autres segments correspondants M'n?/, N'n'.

Trois couples de segments suffisent pour déterminer tous les autres
(théoréme 4°), et par conséquent tous les couples de racines conju-
guées x’, x” et 7', z’. Mais, en outre, ils suffisent pour déterminer, au
moyen d'unc construction géométrique, les quatre couples dans cha-
cun desquels les deux scgments ont une extrémité commune, auguel
cas les deux variables @ et z sout égales et constituent une racine de
Péquation du quatrieme degré.

Construction. — Quon prenne une conique quelconque, et sur cetle
courbe un point fixe P. Que par cc point on meéne des droites aux
quatre points M, m, N, n. Les deux premiéres interceptent dans la
conique une corde Aa, ct les deux autres une corde Bb. Un autre
couple de segments M'm’, N7/ donnera semblablement deux autres
cordes A'a’, B’ b5 et un troisieme couple M”m", N”n", deux nouvelles
cordes A”a”’, B"b". Les trois cordes Aa, A'a’, A”a" passent par un
mcéme point Q (parce que les trois segments Min, ... sont en involu-
tion), et les trois Bb, B b', B"b” par un autre point Q'. D’une autre
part, les trois premiéres rencontrent respectivement les trois autres en
trois points o, o', &”. Ces trois points avec les deux Q, Q' déterminent
une conique; et cette courbe rencontre la premiere en quatre points.
Les droites menées du point P & ces points déterminent sur la droite
OX quatre segments qui sont les racines de 'équation.

Observation. — On peut former de bien des maniéres différentes 1'é-
quation & deux variables, puisqu’il suffit, d’apres le théoréme 4, que
les coefficients satisfassent 4 une condition unique fort simple. Ainsi,
on pourra prendre les équations

2(x*+Ax+B)+Cx +D=o,
2*{x?+ Ax + B)+Cz +D=o,

C— (G —4BD C—+ VCG:— 4BD
=D, VT

(2?4 Ax)2?+ Brz 4+ —— + D = o;

[T . T
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mais non celles-¢i :

(' 4+ Ax)z* + Baz + Cx + D = o,
(r®+ B)z? + Ax?z4+Cx+ D=o.

A pplication aux équations du troisiéme degré. — La construction pré-
cédente s’applique aux équations du troisiéme degré de deux maniéres,
qui différent de la méthode directe propre a ces équations.

Premiére maniére. — On suppose le dernier terme D nul, et Pon ef-
fectue la construction relative 4 I'équation du quatriéme degré

x' 4+ Ax*+ Bx® + Ca = o,
au moyen, par exemple, de I'équation
(x*+ Ax)z* + Ba® 4 Ca = o.

Alors les trois segments Mm ont leur origine commune au point O,
et le point de concours des trois cordes Aa est situé sur la conique
prise arbitrairement. La conique que I'on construit passe par ce point,
auquel correspond sur 'axe OX une racine nulle; et les trois autres
points d’intersection des deux coniques donnent les trois racines de
I'équation du troisieme degré.
Deuxiéme maniére. — On peut opérer directement sur I'équation du
troisiecme degré
2* 4+ Ax*+ Bx + C=o,
de la méme maniére que sur 'équation générale du quatrieme deore.
q q q ]
On prendra une équation i deux variables, telle que
2 (z2+7)+(A—2z22 +Bz+C=o,
ou, plus généralement,
x(bz+c)+ax(@2+bz+c)+a"22+ b2+ "z = o,
pourvu que ses coefficients satisfassent i la relation
a'(b’c— bc’y+ a' (bc' — b ¢) = o,

et, en outre, a la condition que I'équation devienne la proposée quand
ony fait z—= x.

Cest cette équation dont on déterminera trois couples de racines
conjuguées qui, au moyen d’'une conique prise arbitrairement, serviront
a en construire une autre dont les points d'intersection avec la premiere
donneront les racines cherchées.

Ici peut se présenter une objection, car les deux coniques se cou-
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perout en quatre points qui sembleraient donner qualre racines au
lieu de trois. Mais un de ces points est connu a priori; il répond au
systeme de valeurs x = oo el 2= qui, effectivement, satisfont
Péquation a deux variables, mais introduisent une racine étrangere a
I'équation du troisieme degré.

V. — Autre mode de constructior des équations du troisiéme et du quatriéme degre.

Equations du troisiéme degré. — Apres avoir déterminé sur une droite
indéfinie OX les trois points n, n', n" et les segments correspondants
M, M'm/, M”m”, comme dans la premiere solution, on prend arbi-
trairement une section conique tangente dladroite OX en un quelconque
de ses points. Par les deux points M, i on mene deux tangentes a cette
courbe, lesquelles se rencontrent en un point a. Les deux points M,
' donnent lieu semblablement & un point &', et les deux M”,m” a un
poiut o”. Ces trois points sont sur une méme droite L. On joint ces
points respectivement aux points n, n', n’ par trois droites, qui avec
la droite L et la droite OX déterminent une conique qui leur est tan-
gente. Cette conique et celle qu’on a prise & volonté ont trois tan-
gentes communes, autres que la droite OX. Les points ou ces tan-
gentes rencontrent cette droite déterminent les racines de l'équation,
¢’est-a-dire que ces racines sont les distances de ces points a I'origine O.

Equations du quatriéme degré. — Apres avoir déterminé les segments
Mm, Nnu, comme dans la premiére construction, on prend une co-
nique tangente 3 la droite OX, et I'on méne par les extrémités des deux
segments les tangentes a cetie courbe. Les deux tangentes ¢émances des
points M et mn se rencontrent en un point «, et les deux autres en uu
point . Un second couple de segments donne semblablement deux
points o/, &, et un troisicine couple deux points o, €”. Les trois points
o, o, " sont sur une meme droite 1., et les trois §,,8" sur une droite
1/, Ces deux droites et les trois o€, '€, o &” déterminent une conique
qui leur est tangente. Les quatre tangentes communes a cette courbe et
a la premiere rencontrent la droite OX en quatre points dont fes dis-
tances au point O sont les racines cherchées.

Cette construction s’applique, comme la premiere, aux équations
du troisieme degré, de deux manieres.
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