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PURES ET APPLIQUÉES. ι s r> 

SUR 

L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

DE LA MÉCANIQUE ANALYTIQUE·, 

PAR M. JEDMOXD IÎOÏ H, 
Élève Inuéni'Hir dos Mines. 

( Extrait d'un Mémoire présenté à l'Académie des sciences le 5 mars i855.} 

Les équations différentielles des problèmes de mécanique ont été 
mises par Lagrange, par Poisson, et finalement par M. Hamilton, sous 
des formes remarquables, qui ont fourni aux géomètres un des sujets 
d'étude les plus intéressants et les plus féconds. Les travaux aux-
quels cette étude a donné lieu, en particulier ceux de Jacobî, ont été 
exposés avec une rare netteté par M. Bertrand dans sou Cours du Col-
lège de France (année i85a-53); ils se trouvent résumés dans les Notes 
placées à la suite de la Mécanique analytique, et forment le complé-
ment essentiel de ce bel ouvrage [*]. Je me contenterai de rappeler 
en quelques mots les résultats qui ont servi de point de départ à 
mes recherches, ne pouvant mieux faire que de renvoyer pour tons 
les détails aux Notes déjà citées. 

§ Ier· 
Soit un problème de mécanique quelconque auquel s'applique le 

principe des forces vives. Si je suppose, avec Lagrange, qu'on ait pro-
fité des équations de liaison pour exprimer les coordonnées des divers 
points mobiles en fonction du plus petit nombre possible d'inconnues, 

7 < ? 7 - ' ■ ■ ■ ' 7 " ' 
lesquelles seront alors absolument indépendantes, les équations dif-

j*l Mécanique analytique; troisième édition, revue, corrigée et annoter par 
:M. J. Bertrand; tome I, Notes VI et VII. 

TDINO XX. — ,ΓΠΝ 1853. 'M 
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férentielles du mouvement seront de la forme [*] : 

U d [ dT dt \d</¿ ) 

U est la fonction des forces et Τ la demi-somme des forces vives du 
système. 

Posons maintenant 

% = *<U-T=H, 

et substituons les variables p,· aux dérivées q\ ; les équations précé-
dentes prennent la forme très-simple due à M. Hamilton Γ**] : 

fiemes prennent ni lorrae ires-snnpie aue a ivi. . 

L'intégration de ces équations au nombre de 2« donnera l'expres-
sion des inconnues p,, q,,..., p„, qn

 en fonction du temps et de 2η 
constantes arbitraires. On peut aussi supposer les équations intégrales 
résolues par rapport aux constantes; et c'est sous cette forme que je 
les emploierai dans ce qui va suivre, en les désignant, pour abréger, 
par les constantes qui y figurent, mises entre parenthèses. 

Ces intégrales présentent plusieurs propriétés importantes, parmi 
lesquelles il faut citer en première ligne la suivante, découverte par 
Poisson : 

THÉOBÈME FONDAMENTAL. — Si 

α = ? ?»»■··,/>«> q*> t), 

β = ψ (fh» ?«»···>/>«, ?«, Q» 
sont deux intégrales d'un même problème, la quantité 

l'un même problème, la que ” (dot. d% du. riß \ 

que l'on désigne par [a, β), restera constante pendant toute la durée 
du mouvement. 

[*] Mécanique analytique, tome Ier, page 411 · 
[**] Mécanique analytique, tome Ier, page 4i3. 
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La manière la plus directe de démontrer ce théorème célèbre con-
siste à vérifier que 

4¿(g» ß) = dt 

Les calculs n'offrent aujourd'hui aucune difficulté [*]. 
Jacobi a fondé sur ce théorème une méthode d'intégration remar-

quable. En effet, (a, β) est une fonction de p,, q,,..., p
n

, q
n

, t; si 
donc on l'égale à une constante arbitraire, on aura en général une 
nouvelle intégrale du problème, sans même effectuer de quadrature. 
Celle-ci peut d'ailleurs servir, combinée avec l'une des deux premières, 
à en donner une quatrième, et ainsi de suite. 

Malheureusement cette méthode tombe souvent en défaut. C'est 
ce qui arrivera, par exemple, si (a, β), au lieu d'être fonction des 
variables, est égale à zéro ou à une constante numérique : ainsi, 
quand l'intégrale (jS) ne contient pas t, et que l'intégrale (a) est celle 
des forces vives, a = H, on a identiquement (a, β) = o, en vertu de 
l'équation même qui définit les intégrales. Il peut se faire aussi que 
(a, jS) se réduise à une constante au moyen des intégrales déjà connues, 
et alors 011 n'apprend rien de nouveau. Ces divers cas d'excep-
tions nuisent beaucoup à l'emploi de la méthode d'intégration indi-
quée ci-dessus. Mais quand ils ont lieu, les intégrales (a) et (β) jouis-
sent de propriétés particulières dont on peut souvent tirer un autre 
profit pour Γ intégration des équations dynamiques proposées. J'em-
prunte les expressions mêmes de Jacobi dans une lettre adressée 
en 1840 an Président de l'Académie des Sciences (voir le tome Y du 
présent Journal, page 35o). Cette idée (que l'illustre géomètre devait 
développer dans un ouvrage auquel il a longtemps travaillé, mais 
que la mort l'a empêché de faire paraître, et qui jusqu'ici est resté 
inédit) est une des bases de mon Mémoire. 

Je m'appuierai encore sur un beau travail de M. Bertrand, relatif 
à ces mêmes cas d'exception, et en particulier sur le théorème que 
voici [**]: 

THÉORÈME. — Etant donnée une intégrale (λ) autre que celle des 

[*] Mécanique analytique, tome Ier, page 423. 
[**] Mécanique analytique, tome Ier, page 426. 

24·-
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forces vives, et que je suppose indépendante du temps, on peut com-
pléter la solution au moyen : 

i°. De in — ι intégrales comprenant (λ), qui sont indépendantes 
du temps et qui donnent (λ, υλ = ο, (μ) étant une quelconque d'entre 
elles ; 

i". D'une autre (y), également indépendante du temps, mais telle 
que (λ, ν) = ι ; 

3". Enfin, d'une dernière intégrale (ρ) de la forme 
ρ q (p,

t
, qfi...f

 p
tn
 qf t, 

et qui donne encore (λ, ρ) = ο. 
Deux intégrales (λ) et (ν), pour lesquelles on a (λ, υ) = ι, et par 

conséquent (y, λ) = — ι, sont dites intégrales conjuguées. Celle qui 
contient le temps est la conjuguée de celle des forces vives. La solu-
tion complète d'un problème de mécanique peut donc être formée 
de in intégrales du genre que voici: celle des forces vives cc = H; 
celle qui contient le temps, que j'écrirai β = G — i; enfin (in — i) 
autres, indépendantes de i, que je désignerai par (α,), (a2 ),..., (α2η_2'ι : 
(a,) est une intégrale quelconque indépendante du temps, autre que 
celle des forces vives; et, d'après le théorème de M. Bertrand, on 
peut supposer que l'on ait (α,, a

2
) =i, (a,, a,·) = ο pour tout indice / 

différent de a, enfin (a,, G) = o. 
Les intégrales (a, ), (a

2
),..., (a2n_2) vérifient l'équation linéaire aux 

dérivées partielles 

tterwees partielles) 0 “^çif= « (dH dt ¿H dr \ _ 

qui est aussi satisfaite par ζ = H, et dont la solution la plus générale est 

; pur £ = H, er dont la soluti 

Au contraire, le premier membre de l'équation (i) se réduirait à 
l'unité si l'on posait ζ = G : en d'autres termes (H, G) =i. L'équation 
linéaire (i) peut remplacer les équations différentielles (b) : c'est à 
elle qu'on peut supposer appliqués les théorèmes de Poisson et de 
AI. Bertrand, et c'est elle que j'étudie dans ce Mémoire, en mon-
trant comment on peut en abaisser l'ordre, quand on connaît une 
ou plusieurs intégrales. 
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§ II. 

Lit d'abord, je puis profiter de l'intégrale a — H, qui est connue, 
pour éliminer l'une des inconnues, p

n
 par exemple. Une fonction F 

de p
t
, q,,..·, /V-o qn-t 1 P»i qn

 se changera en une fonction de p
t

, q,,..., 
p

n
-i, q„-i, q,ii H? et l'on aura pour sa nouvelle dérivée par rapport 

à ph que je distingue au moyen d'un accent, 

5/'F _ c¿ dp i ~~ di 

d'ailleurs 

d H 

donc 

,/t T? JD f/H <tpn <1 H 

Je calcule ainsi toutes les dérivées de ζ pour les substituer dans 

l'équation (1); les termes qui contiennent^— se détruisent deux à 
(ipn 

deux, et il reste 

'de lrh d'Q d\\ d'c diid'c 

dp¡ dpi dp H dpi dpi dp,, //H dp n 

^visant par — — et supprimant les accents, n vien 

En appliquant les mêmes calculs à l'équation (H, (I) = 1, elle devient 

pw appliquant les meines calculs a i equation (11, (») — i, 

L'équation (2) a les mêmes intégrales que l'équation (1), à l'excep-
tion de celle des forces vives a = H ; c'est elle qu'il faudrait chercher 
à intégrer si l'intégrale (a) était seule connue. 
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Supposons maintenant qu'on ait en outre l'intégrale (a,); si j'ex-

prime qu'une fonction 

ζ =/{ptt qn) 

donne identiquement (a,,£) = o, j'obtiendrai une équation linéaire 
de même forme que l'équation (i) 

— y»? j ^ frie même forme que 1 equation (Q 

et cette équation, d'après ce que j'ai supposé plus haut, sera vérifiée 
quand on y remplacera ζ par H, G, α,, a

3
, a

4
,..., œ2«-s>

 mii
'
s non

 P
as 

par (a,) qui donne 

(oc,, a
2

) = i. 

Cela posé, je puis faire subir à l'équation (4) la même transforma-
tion qu'à l'équation (i), puisqu'elle est aussi satisfaite par ζ = H; et 
il arrivera, ce qui fait le succès de ma méthode, que cette opération, 
qui a pour but d'enlever la solution connue ζ = H, conduira à deux 
équations différentes suivant que ζ sera égale à G ou à l'une quel-
conque des autres intégrales de l'équation (4); de manière qu'en pre-
nant la deuxième forme, on aura aussi éliminé l'intégrale inconnue 
ζ — G qui seule est étrangère à l'équation (i). 

Je développe les calculs qui conduisent à ce résultat fondamental. 
Il s'agit de substituer dans l'équation 

s’agit de substituer dans Féquatioij 

les valeurs des anciennes dérivées en fonction des nouvelles, 

tSi (in: fin dn~ dn: 

dr/¿ ílqj dpn dq¡ d'C d'C dt dD„ 

ce qui donnera quatre séries de termes : 
i°. Ceux qui proviennent des premiers termes, 

oviennent des premiers termesj 
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2°. La somme des produits des derniers termes, 

nix aui contiennent en lacieiir — i^ (tpn 

ces produits se détruisent tous deux à deux; 

3°. Ceux qui contiennent en facteur 4^ » 

J 6*Ç r i =: " ~1 Í <ipn d'a.t dj\ (Va A <V_ //n I .* _ V ///r . ^7>ï. rir\ . ///i . F rl 

ils forment une somme nulle, car a, vérifie l'équation (a); 
da. 4°. Enfin, ceux qui multiplient 

.nun, tcuA c|ui umiu^ncui) —— j fe ¿a, r„í=»-i /*,. rf'Ç dp„ <i'ï\ 

Cette quantité est nulle également en vertu de l'équation (2), si ζ 
représente a,, ou a

3
,..., ou a

2H
_

2
·, mais cette même quantité, si C=G, 

prend, en vertu de l'équation (3), la valeur 

>n ( j), la valei dpn dxi 

On arrive ainsi, comme je l'ai annoncé, aux deux équations 

S dx, d'C \ //ri. rlft . I — o 

llJ ^i — i \ (hi dpi dp, clqt / ° ; — ~ « / ./ -i r* .j .. j rt \ 

On trouverait de même que a
2
 satisfait à l'équation 

L = 71 i / da, do. dcti da 1 = 1 d<Ji dpi dpi dfji — I . 

L'équation (5) est entièrement semblable à l'équation (1), et jouit 
des mêmes propriétés. Sa solution complète est formée des fonctions 
a,, α

3
,..., a

2n
_

2
, qui toutes sont des intégrales du problème et donnent 

(a,, a,·) = o. Enfin, les théorèmes de Poisson et de M. Bertrand s'y 
appliquent évidemment : seulement la fonction (α, β) a maintenant 
deux termes de moins. 
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Soit donc (a
3

) une de ses intégrales : on peut concevoir, d'après le 
dernier des théorèmes cités, qu'on en complète la solution au moyen 
de (a,) d'abord, et d'intégrales (α4), (a5),..., (a2„_2), telles que. pour 
tout indice i différent de 4, on ait(a3, α,·) = o, tandis que (α3, α4) = ι. 
Elles donnent toutes d'ailleurs (α,, a,·) = o, puisqu'elles satisfont à 
l'équation (4). 

J'en conclus que si l'on me donne l'intégrale (ot3), je pourrai, en 
opérant comme précédemment, tirer de l'équation 

α, = φ (H,p2,..., p„_t, <72,.··, 7„) 

la valeur de ρ
Λ
_, pour la substituer dans la quantité aa, et calculer 

ensuite les coefficients de l'équation 

■ 8! Σ,„ (sr, 7f„ - If, = ° =0, 

qui aura la même forme que les équations (i) et (5) et admettra pour 
intégrales (α3), (α5), (αβ),..., (α2π_2). 

Je puis supposer, au moins en théorie, que j'obtienne une série 
d'équations analogues aux équations (i), (5) et (8), le nombre des 
termes décroissant à chaque fois de deux unités. Le théorème de 
M. Bertrand s'applique à chacune de mes équations successives, et 
j'arriverai de proche en proche à mettre la solution complète du 
problème sous la forme canonique de in intégrales conjuguées deux 
à deux, 

)■> ä T \ 1 \ 
B1 b2 ….bn 

telles que l'on ait 
[ah bi) — i, (ah ai) = o, (a

h
 b/) — o. 

On peut voir dans le travail de M. Bertrand [*] comment on doit 
transformer les intégrales du problème, telles qu'elles sont immédia-
tement données, pour obtenir des solutions de mes équations (i), (5), 
(8;, Je ferai seulement remarquer que, lorsqu'on a déjà lait usage 
d'une intégrale («/), la connaissance de sa conjuguée ne peut ctre 
d'aucune utilité pour un abaissement ultérieur, car celle-ci est devenue 
étrangère à l'équation réduite. 

Γ *] Mécanique analytique, tome Ier, page 4?·7· 
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§ III. 

Je viens de montrer comment on peut abaisser l'ordre de l'équation 
aux dérivées partielles du problème au moyen des intégrales qui sont 
connues; cette ressource épuisée, je vais indiquer la marche à suivre 
pour essayer de continuer l'intégration. 

Si, par exemple, on ne connaît pas d'intégrale autre que (a,), on 
appliquera à l'équation (5) la méthode qui a donné l'équation (2), 
c'est-à-dire que l'on éliminera p

n
_, au moyen de a, ; on transformera 

de même les équations (6) et (7), et il viendra 

(Mais je dis que l’on ü 

de meme les equations (b) et (7), et il viendr^ 5 v‘“"~2 (dp«-1 dp,,-t <K \ , ~àt I 

i \ dtfi dp¿ dp, dq¡ f d(fn_i „i = n- 2 /(^| f/K¡ dp„__s da2\ de/.-,dp 

Mais je dis que l'on a 

I * i * ; I —ti 

en effet, on a tiré de l'équation a{ = ψ (II, pt, ρ»,··., ρ„-{·, <jt, <]■>,■■■·, <[„· ■> 

Ρ η-1 — f (®l ? II '■> Pll Ρ It ·■■ 1 Pu—2 j 7 t ' 7^ ' " ' > 7" /' ' 

si l'on remet dans le deuxième membre de cette équation la valent 
de a, en fonction des variables ρ et 7 et de H, elle sera identiquement 
vérifiée; et cette identité, différentiée par rapport à H, donne préci-
sément 

? Pi ? P'ïi * • » ? P//--2 ? 

L'équation (11) peut donc être remplacée par 

[inequation (f i) pent gone etre rempiacee pa»] 

Je puis encore transformer les équations (2) et (3), en remplaçant 
la variable p„_, par a,, et l'équation (2) va de même en fournir deux 
différentes selon que ζ sera σ.

2
 ou l'une quelconque des autres quart-

Tome XX. — JVIN i855. Q.f> 
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tités α„, α

4
,..., α

2Λ
_

2
. On obtient ainsi trois équations analogues 

'A (9)» (i°), (I2)> avec cette différence que p
n
 et q

n
 ont pris la place 

de p
n
_

{ et q
a
_, : 

p) im »-a (dpnflK _ dpndO ri rt - fir\. /7n. ///i. i 

suit qu une îmegraie de la premiere paNécessairement an problème] 

v*y» “i't r i F* / Í3. 0 5) y. / dpn dpn dG\ dG I-»* «il I i 

Les équations (9) et(i3) admettent toutes deux pour intégrales (a3), 
(α

4
),..., (a

2
„_

2
); ces fonctions, étant au nombre de 2/î — 4> forment la 

solution complète de chacune d'elles; et toutes sont des intégrales du 
problème. Pourtant, comme q

n
 est considérée comme une constante 

dans l'intégration de l'équation (g), et q
a
_

K
 dans celle de (i3), il s'en-

suit qu'une intégrale de la première par exemple ne satisfait pas 
nécessairement au problème. 

En effet, supposons qu'on connaisse (α3), (α4
),..., (a2n_2), intégrales 

du problème et partant de l'équation (9). Si Ton pose : 

ζ — Φ κ
4
,..., κ

2π
_

2
, q

n
), 

Φ désignant une fonction arbitraire, ζ ne sera plus une intégrale du 
problème et continuera de vérifier l'équation (9). 

Ceci prouve qu'on ne peut pas substituer purement et simplement 
les équations (9) et ( i3) à (a), car les premières admettent des solu-
tions étrangères au problème, bien qu'on en puisse former l'intégrale 
générale uniquement avec les intégrales des équations (1) et (a). Le 
paragraphe suivant est consacré à montrer comment on doit traiter ces 
deux équations. 

§IY. 

Commençons par résumer, en le dégageant des calculs, ce que j'ai 
déjà dit sur la marche à suivre pour la solution du problème de méca-
nique proposé. 

Je suppose que Ton connaisse deux intégrales qui comprennent celle 
des forces vives : 

H —f (pi-> · · ■ î Pni *7«)î 
&1=fi (Pi f ■ ■ · ? Pn> 7«)· 
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Je résous ces deux équations par rapport à p

n
 et ; je calcule les 

coefficients des deux suivantes : 

?9) 2 i —n—2 i dpn _ , d'C, dpn _ , dl i—t \ dfji dpi Q dpi dqi d(¡ n — i 

( 13) 2 i = "-2 ídp_n rfÇ : r \ /7/i, //n, 7/7 • ) ///F r> 

et je cherche à intégrer l'une ou l'autre de ces équations. 
Soit ζ

{
 une intégrale de l'équation (9J; je la substitue dans le pre-

mier membre dc l'équation (i3), et, si elle le rend identiquement nul, 
c'est une intégrale du problème. Dans le cas contraire, soit Z, le ré-
sultat de la substitution; je dis que Ζ, = constante est une nouvelle 
intégrale de l'équation (9). La vérification directe de ce fait n'offre 
aucune difficulté, mais la démonstration suivante suffit. 

D'après la théorie des équations différentielles partielles linéaires, 
ζ", doit être de la forme 

ζ, = Φ (α
3

, cc
t

, ..., α2„_2, qn). 

.En portant cette valeur dans l'équation (i3), comme α
3

, a
4
,.... 

&2n-2donnent des résultats nuls, et que q„ donne l'unité, on a 

%,= dt c I dq,¿ 

Mais — est comme ζ, une fonction de α
3

, α
4
,..., f/«> et Par 

conséquent, c'est une intégrale de l'équation (9). 

Cette intégrale, à son tour, va m'en donner de nouvelles, tant par sa 
substitution dans l'équation (i3) que par sa combinaison avec C, pour 
former la fonction (£,, Z,) de Poisson; et j'obtiendrai ainsi un certain 
nombre d'intégrales distinctes, limité au plus tard quand elles forme-
ront la solution complète de l'équation (g). Je puis considérer ces inté-
grales comme formant un système canonique partiel : 

a1, a2, ...........a k... , (1% , 

bi, è
2
,.,., b/„ 

en entendant simplement par là que l'on a, pour des indices quel-
i5.. 
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conques de ι à A, 

(îZj-j bi) — i, bp) — ο, (fj, — o, 
A" pouvant d'ailleurs être égal ou inférieur à η — 2. 

Les résultats A,, Bn
 A

a
, B

2
,Aa, BA, qu'on obtient en faisant suc-

cessivement, dans l'équation (i 3), £=«,, bak, b
k

, sont des fonc-
tions de ces quantités seulement et de q

n
, sans quoi ils fourniraient 

de nouvelles intégrales de l'équation (9). 

Cela posé, il existe ik intégrales du problème, qui sont fonction 
des variables α et A et de q

n
·, en effet, substituant dans l'équation (i3) 

ζ — ο (α,, b f,..., ci
k

, bk, qn)i 
et exprimanl que le résultat est nul, il vient 

(16) A,Â7, + h Kk
d^
l

+
^
k

db
k

 +
 ~dq~ °' 

équation différentielle partielle qui admet 2A intégrales. 
Or il est très-remarquable que cette équation a précisément la même 

forme que les équations (2), (9) et (i3), c'est-à-dire que 

ÍSfférontmns nar ranm 

Pour le faire voir, il suffit de prouver que 

suitit ele pr FWL 

Différentions par rapport à q
n
 l'équation 

(rt,, #2) — 01 
il vient 

16 \ ¡ da, d2a2 daK d*«2 \ ^ /da2 diai da2 d2at \ ^ 1 ' ' ** \dq¡ dqn dpi épi dqn dq¡) *\dq¿ dqn dp¡ dp¡ dqn dq¡) 

Mais A, est défini par l'équation 

Da da. dpi dp, da dpn da, da, -f- ... -f- dq n 

si je la différentie par rapport à ρέ et qi2 j'en tire 

I-C dpi dr/i dp{ dpi i V ir g j t v / W tiL» g «1/ j dq{dpi ' dp, clq^dpi dqx dp{ i 

-A- <72ff¡ sin. Rin dA\ dpn d-a fin. fin. dii: 
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|L est ce que i on obtienten remplaçant snnplenient — 

Je substitue toutes ces valeurs dans l'équation (17), et je dis qu'elle 
se réduit à 

(îz
(

, A
2
) — (^2? Α.»)· 

C'est ce que l'on obtienten remplaçant simplement ̂  -, etc., 

par les premiers termes de leurs expressions etc., et je 

vais faire voir que tous les autres termes se détruisent. 
Prenons d'abord ce qui multiplie l'une quelconque des dérivées 

secondes de p„, par exemple · On trouve, dans le premier membre, 

6_ aa{ da 2 dq i 

et dans le deuxième membre les mêmes termes avec les mêmes signes. 

Passons aux dérivées premières. Les termes qui multiplient sont, 
en les faisant tous passer dans le deuxième membre, 

Σ ! da, d1a , dat d2a{ da( d"-a, da2 d"1 \ 

ils forment précisément la dérivée de (β,, a
2

) par rapport à p
{
; leur 

somme est donc nulle, puisque (a
{
, a

2
) est identiquement zéro. Donc 

(β,, A
2

) = (λ
2

, A, ). 

Mais A
2
 est une fonction de a,, b,,..., ak, bk et de q

n
) donc, en 

vertu de la forme linéaire de la fonction de Poisson, 

R I 

car toutes les parenthèses sont nulles, sauf (a,, ), qui est l'unité. 
On aurait de même 

(«
2

, A,) -^ζ-· 

Donc 

2 d A i db{ dbh 
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On trouverait, par un calcul analogue, 

parce que, si ( ; ainsi dé monti 

le signe — s'introduisant parce que, si [at, b
{

) = i, (b
t

, a,) = —τ [*]. 
Le théorème se trouve ainsi démontré, et l'équation (16) prend la 

forme 

\H\ yl~,!id-L — — — —\-i-^ = cì M'a: i \abi da¿ da¡ db¡) dqn 

Cette équation n'admet plus d'intégrale étrangère au problème; elle 
est au plus du même ordre que les équations (9) et (i3), et peut être 
d'un ordre bien inférieur, suivant la grandeur de k, c'est-à-dire que 
souvent l'intégrale ζ,, étrangère au problème, permettra d'abaisser son 
degré en divisant les intégrales inconnues en plusieurs groupes donnés 
par des équations distinctes, ce qui est bien dans la nature des pro-
blèmes ordinaires de mécanique. C'est à cette équation (18) que je 
suis ramené en définitive. 

J'ai admis que les variables a et b formaient un système canonique, 
mais ce système peut être incomplet : si la variable ak, par exemple, 
n'avait pas de conjuguée, c'est-à-dire si l'on s'était trouvé arrêté avant 
d'avoir bh, on aurait toujours 

\Hki &i ) — O? (^Aj ^i) —" O, 

on en déduirait, par les calculs qui précèdent, 

dA t iIbi = o, 

c'est-à-dire que Ak serait une fonction de a
k
 et de q

n
 seulement ; l'équa-

tion (18) deviendrait 

XT. ! dL d? dJj d 'C, \ . dZ> \dbi daL dai db¡) j"~ k dak dX dqn— o 

et on en aurait une intégrale en résolvant l'équation du premier ordre 

uncut an: cu icíujvt; D 1 1A4 , rfç Az. -—h -i— 

j*] Des considérations analogues m'ont fait découvrir le théorème suivant, qui, 
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§ V. 

Quand on aura la moitié de la solution d'un problème de méca-
nique, les équations telles que (9) et (i3) deviendront illusoires; il ne 
restera plus à trouver que des intégrales conjuguées qui seront don-
nées par les équations (3), (ίο), (12), (i4)> Q5), etc., qui se rédui-
sent à 

r « a dqn-J 7 H— « d 2| 

V — />, (lgs 4- p2 d(h + 

................................... 

Si donc on pose 

\ — Jp,rlq,^-p
2
dq

2
+...+ p

n
 clq,

n 
on aura 

9 a a — cTV rfa, a« = ¿V c/a, G 

appliqué au problème des trois corps, m'a conduit à des conséquences remarquables 
développées dans un Mémoire spécial. 

Si l'on a trouvé a k fonctions des variables ρ et q \ k étant plus petit que a, ou 
égal h η ) 

«I y M-i y · · ■ y y 
A, b,,..., bk, 

formant un système canonique, et telles que M s'exprime en fonction de ces quantités 
seulement ; elles satisfont à des équations différentielles de la forme 

ri H dbi __d H db. dt da. 
En effet, 

(eg* aa¿ a n aa¿ a n aa¿ a ti dt dpt dq{ dq{ dp{ dpt dq2 " °IJ 

mais H étant une fonction des variables a et b, on a, comme dans le calcul précé -
dent, 

Ì a¿) = — r/H db. 
d'où 

dt ~ ±db 
ce qui démontre le théorème. 
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Ce dernier théorème est dû à Poisson ou à Jacobi ; mais aucun de 
ces deux géomètres n'avait fait connaître les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que l'expression 

p, dq, + p.
2
 dq

2
 + . . . + p

n
 dq

n 

soit une différentielle exacte, ce qui est indispensable pour l'application 
du théorème. M. Liouville a fait voir qu'il fallait que toutes les combi-
naisons (α, β) des intégrales trouvées fussent nulles; ce qui s'accorde 
bien avec toute la théorie précédente. 

Dans ce qui précède, j'ai supposé que le principe des forces vives 
était applicable, c'est-à-dire que la quantité H des équations (b) 
ne contenait pas le temps explicitement, M. Liouville m'a fait remar-
quer que la théorie s'étendait tout naturellement au cas où, sans se 
préoccuper des applications à la dynamique, on considère simplement 
les équations différentielles (b), H étant fonction de ρ,, q,,..·, p„, q

n
, 

t; l'ensemble du travail devient même ainsi plus complet et plus satis-
faisant. 

En effet, l'équation qui exprime que la dérivée complète d'une 
quantité a par rapport à t est nulle, est, dans ce cas, 

6y ídtí-d^ __ ^ \(iq¿cipls dp i (ha) 

c'est-à-dire qu'elle a précisément la même forme que les équations (2), 

(9), (i3) et (18); toutes les équations sont ramenées à un type uni-
forme; H et ί jouent le même rôle que deux variables conjuguées ρ, 
et q,. Si H est indépendant de t, le problème admet pour intégrale 
H = constante, de même qu'il admettrait pt = constante si H était 
indépendant de qi-


