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Sur un théoréeme relattf ¢ Uintégrale eulérienne de seconde
espece

Piw M. J. LIOUVILLE.

Il Sagit de Iéquation célébre
n—1

(A) r(t)l‘(t+}l)---r(t+”‘1):nf’”.@m 2T (nt),

n

que Gauss a établie de Ia maniére la plus simple, en définissant T (¢)
comme la limite vers laqueile tend Pexpression

I.2.3... 5.5
tle41)(t+2)  (t+s—1)

lorsque le nombre entier s angmente & I'infini. Cette définition, qui
permet de donner a £ une valeur quelconque, positive ou négative,
réelle ou imaginaire, offre sans contredit la base la meilleure pour la
théorie de la fonction T (2). Elle fournit d’ailleurs de suite la valeur de
cette fonction en intégrale définie, et ne laisse pour aiusi dire échapper
aucune des particularités du sujet, tout en lui donnant plus d’étendue.

Au point de vue des progrés du caleul intégral, on a toutefois na-
turellement désiré d’avoir une démonstration de la formule (A) uni-
quement tirée des procédés propres i ce calcul, et de la définition de
Legendre, qui pose

Tl =]
(B) F(t):] et da

[e]
cela exige que I'on se borne d’abord aux valeurs de ¢ positives, ou du
moins i partie réelle positive, pour lesquelles seules Vintégrale a un

sens précis; sauf & prolonger plus tard la fonction T (t) hors de ces
limites (comme je Pai {ait au tome XI du Journal de M. Cr.

a une époque ou la définition générale de Gauss m’étai
au moyen de 'équation

Q) F(t+1)=1¢tI'(z) ou P(t):r(t—i—l):t,

elle, page 5,
t inconnue)
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que P'on obtient de suite quand la partie réelle de ¢ est positive, et que
{’on peut étendre par un complément de définition au cas ou cette par-
tie réelle est égale a o ou comprise entre o et —1, puis au cas ou elle
est égale & — 71 ou comprise entre — 1 et — 2, et ainsi de suite; d’on
résulte une valeur de I' (¢) en intégrale définie successivement propre
a ces divers cas.

H faut citer surtout, comwe remplissant parfaitement ce but spécial
de tirer du calcul intégral seul les propriétés des intégrales enlé-
riennes, un excellent Mémoire de M. Lejeune-Dirichlet (Journal de
M. Crelle, tome XV). Je me place au méme point de vue que I'illustre
géometre; mais on verra que ma méthode pour la formule (A) differe
entierement de la sienne, oti Von opere sur le logarithme de I' (¢). Je
ne dirai qu'un mot des formules

Y AR PR YA _I(rr(e)
(D) ‘}0 " (1— x) doe = Toxs’
et '

(F) I‘(l)I‘\l——t):sin(m)

qwEaler, du reste, connaissait déja. Pour la formule (D), on a la dé-
monstration toute simple de Poisson, rappelée au tome 1V du pré-
sent Journal, page 227. Quant & la formule (E), elle se déduit de
Péquation (D) en y prenant r =1 — ¢, ce qui donne

I‘(t)I‘([—t):f 2t (1= ) dx:fo“f—'czr_

0 1+Yy

I

I intégrale relative & y est composée de deux parties on y vadeo a1,
puisde 1 &4 %0 : on ramene la seconde anx limites de la premiere en

I
remplacant y par 5 et lon a

POT (== ()

apres quoi, développant en série suivant les puissances de y sous le
signe d’intégration, Pon obtient
2.8 2t i3

1
LT (1— ) =+ — 2=+ —=

—1 -4 — sin(me)

On pourrait varier ces démonstrations; mais comme je n’ai en vue,

o ' ' " TUE RO I T e e
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pour le moment, que la formule (A), je termine ces préliminaires
en écrivant I’équation connue

n—1

SN 2 ‘n— 1 - 3
) -

trop factle a déduire de la formule (E) pour que je m’y arréte.

Cela pos¢, je vais montrer que la formule (A) est une conséquence
presque immédiate de la valeur que j’ai donnée d’une intégrale définie
multiple dans le dernier cahier de ce Journal (page 133). En faisant

P=(1+ax)(1+ ax, + ax,)...(1+ ax, + ax,+ ... -+ ax, )
et
T —1 73
Q=x,xp... Xp (1 —x,— 23— ...— x,_,), p= —”Ji, g==:—1
cette intégrale est

U:ff...fPI’Qfldx, drey...dr,_,,

la sommation s’étendant i toutes les valeurs positives de x,, x,,...,
L.y pour lesquelles on a &, + &, 4 ...+ x,_, < 1. Je me suis assuré

que L
U= f/}:i T (E)" <" I+a—1 >IU‘_[
T(p)™ \») \" 7 ‘

On peut supposer que la premiére intégration est relative & x,_, et

qu’elle a lieu entre les limites 0 et 1— 2, —... — X_o. En substituant
a x,_, une variable y,_, telle que
Fn-1 (I — Xy —...— xll-—-2> = Xp_y,

les limites pour y,_, seront o et 1. La seconde intégration relative a

Znzy entre les limites 0 et 1 — o, —...— ax,_,, sera de méme ren-

placée par une intégration entre o et 1, en faisant
Yn—2 ([ A xn—-a) = Tp_a.

On continvera ainsi; et arrivé a 'intégrale relative 4 xc,, entre les
limites o et 1 — x,, on posera
_}’2(1_ x,) = &,

de maniére a avoir o et 1 pour limites de 72 Quant a la derniére

mtégration, relative & x,, c’est entre ces limites o et 1 qu’elle doit
s’opérer.
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Or il arrive qu’en posant a = — 1, toutes les intégrations relatives
ATy ¥os Viyeen Faoss €nitre les limites fixes o et 1, deviennent indépen-
dantes les unes des autres; en sorte qu'on n’a plus & effectuer qu’un
produit d’intégrales eulériennes de premiére espéce, dont chacune
s’exprime en I' par la formule (D). Cela tient & ce que, pour a = —1,
les quantités 1+ ax,, 1+ ax, + ax,,..., 1+ ar,+ ax, ...+ ax,_,
se réduisent & celles-ci 1 —ux,, 1—a, — Loyeary 1= XLy =Ty — .= XLy,
et par conscquent se décomposent comme elles en produits ou les
variables sont séparées, puisque 'on a

[— Xy — Xy XLy = ([ — x,) (1—7,) (l—j3)...(1 — Fm)-

Un calcul facile donne, réductions faites,

) ()

)
T<Lﬂ>r<fiz>...p<f*_t”_-j)
n n It K

ou bien

eu égard a 'équation (F).

Mais la formule générale

i _—Il:"'_l /f"’ n eﬁ_—‘l__j] [
U= () ( *>

devient, pour # = — 1,

,2/"_1 n
U= (LY.
T (1) n
En égalant cette valeur 4 la précédente, on a donc

n—i

r ((f> r (“{F) T (‘Lﬂi) =n? " (am)7 T ()

n n

Maintenant remplacez p par nf, et vous aurez précisément la for-
mule (A} qu’il s’agissait de démontrer.
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