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PURES ET APPLIQUEES. 133

Faleur d’une intégrale définie qui se rattache aux intégrales

trindmes ;

Par M. J. LIOUVILLE.

Voici la composition de cette intégrale définie. Posons
P={(i+ax) (14 azx, -+ arz)(l—i- ar,+ ax,+-.. .+ ax,,)
et

Q== 20.. ty (1~ 2, — 2y —... — Tnoy )y

@ désignant une constante, et iy Xayeony oy des variables

en nombvre (7 —1). Soit de
plus

I—
p=lTE, b,

n

¢ étant une constante positive, ou du moins i partie réelle positive. Cela posé, I'inté-
grale dont je veux parler, et que je représenterai par U, est

U=ff...fPﬁQ’1dm, d.ty...d.r,,_‘;

Vintégration s’étend & tous les systémes de valeurs positives des variables ., z,,.,., x, _,
pour lesquels on a
Lyt Ty o < 1
on pourra donc intégrer d’abord par rapport & z,_, entre les limites
Tpet==0y T =1 — & — &y —.0m &,
puis par rapport i x,_,, entre les limites
Lpo2 == 0, Lpa=1— X —Lyg—.,,,— Ty g
et ainsi de suite, la derniere intégrale relative & x, étant prisede x, — o dax, ==,
Jai obtenu pour I'intégrale U la valeur suivante, ot T désigne a Iordinaire Pinté-
grale eulérienne de seconde espéce ,

o] (=)
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En posant # = o, on a P =1 ; et I'équation

ff‘..fQ’de,dx,,..dx,l_.—_—F—(IEI‘<%)nv

i laquelle on arrive alors, n'est qu’un cas trés-particulier d’un résultat bien connu.

On aurait une seconde vérification facile et du méme genre en supposant p. = 1;
mais cette fois encore a disparaitrait.

Il restera si 'on prend p = ». On doit aveir alors

I—n n—i » ret
- e —
P »n dx drx,. ..dx, = " (\/I “ I> :
I'(») a ‘

or on peut aisément s’assurer qu'il en est ainsi en effectnant les intégrations qui sont ici

trés-faciles.
Si l'on pose 7 = 2, U n'est plus qu'une intégrale simple. Notre formule donne pour

ce cas :

' T () a2 [ (&)
j{: (14 ax) [ ( z,)] 1. =TT I \?> -

Pour n = 3, 'intégrale U est double : notre formule devient

1 E—I L= 1—x, 1— f ‘Z‘[
f z3 (t+ ax) 3 dx,f (14 az, + ax,) 3 [z (1—x —x))? dz.
o ' 0

3e=1 a(i/m_l)p.—s
= 'l = —————— .
r{p) \3 a
Et ainsi de suite.

La formule pour U n'est pas la seule de cette espéce que I’on puisse trouver. L'em-
ploi des différentielles a indices quelconques m’en a fait rencontrer beaucoup d’autres :
les équations qu’on obtient d’abord contiennent méme une fonction arbitraire. Mais
la place me manque pour les écrire : je crois utile, d’ailleurs, de fixer un moment
Vattention sur la formule particuliére ci-dessus, qui me semble importante.

L’intégrale simple qui répond au cas de » = 2 est une intégrale trindme. En m’oc-
cupant de ce genre d’intégrales, je suis arrivé 3 des résultats intéressants qui feront

le sujet d’un autre article.
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